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20 年磨一剑 30位资深教授合作的结品 

150位 A | 屯的灵忭显现 


《物理学大题典》是#国 峭学技 术大学30位资深教授长期鼎力合怍的成果这套大 
型大学均理题解丛书的前身是在中国牿理学界久负盛名的《美国物理试题与解笞》丛 
书《美国物理试题与解答》是 CUSPEA 项目的成粟内苕主要是羌国名牌大学研究生 

院的入学试题解答本次修订工作历时近 Z 年丛书除继续涵盖力.热.光.电.近代 
物理到四大力学全部基础物理学内容之处还包梠了碩了 t 亥吻理.粒子榭理.凝聚奈 
物理.等离子'物理.天体物理.激光物理.： M 子光学和¥子信息物理等内容.大体 
涵盖了当前综合性大学全部本科物理4考的内容本次修订补充了近年美国的考题. 
中国的考题和俄罗斯等国的考题，也有一些题目源自编委们的科研工怍成果 

一 . • 必 ° + 

《物 理学大题典》以先进的教育理念为指导,注重 物理」 注重学科交叉.注重与科 
研结合，富于#当代感 a ,是物理系师生的必备工具书 


热纖学 


(5 


《力$》 ® «电磁学与电动勿学》 ® 《 m 

《原子亚原子与相对论物理学》热学热力学统计物 j 1 ❿ 

《董子力学》 ⑩《固体物理及物刖 v 晒董》 


0 - 二抵⑴⑴ 


ism 7 - 03 - 015491-6 


ISBX 7 -03-01549 ]-h 


9 " 787030 ^ 154910 ' > 


定价； 46 . 0€ 


/L 




















































《物理学大题典》编委会 


张永德 

(按姓氏拼音字母为序） 

白贵儒陈银华程稼夫范洪义范杨眉宫竹芳頋恩普 
郭光灿胡友秋金怀诚李泽华林鸿生刘金英刘乃乐 
柳盛典强元桀王艏舜吴强轩植华杨保忠杨德田 
尤峻汉张家铝张鹇飞张永德幸世玲赵叔平郑久仁 
周又元周子舫朱栋培朱俊杰 


主 


刖 


物理学，由于它在自然科学中所具有的主导作用，在人类文明史中，特别是在人类物 

质文明史中，占据着极其重要的地位.经典物理学的诞生和发展曾经直接推动了欧洲物质 
文明的长期飞跃 . 20世纪初诞生并蓬勃发展起来的近代物理学，又造就了上个世纪物质 
文明的辉煌.自20世纪末到21世纪初的当前时代，物理学正在以空前的活力，广阔深入 
地开创着向化学、生物学、生命科学、材料科学、信息科学和能源科学渗透和应用的新局 
面.在本世纪里，物理学再一次直接推动新一轮物质文明飞跃的伟大进程已经开始. 

但是，发展到目前的物理学宽广深厚，累积的知识浩瀚无垠.教授和学习物理学都是 
一 个相当艰苦而漫长的过程.在这个漫长过程的许多环节中,做习题是其中必要而又重要 
的环节.做习题是巩固所学知识的必要手段、是深化拓展所学知识的重要练习，是锻炼科 
学思维的体操.习题对于教师和学生双方都是重要的. 

然而,和习题有关的事都是很不起眼的事.在有些人眼光中，求解和编*练习题是全 

I 

部教学活动中相当次要的环节.习题集也确实是所有著作中“最低层”的，大约只有“傻子” 
们才肯做的事.“聪明人”常会找诸如习题集不应当出之类的理由，光明正大地规避掉. 

但是，在教授和学习过程中，只要是需要的，都是合理的，也总得有人去做才行.于是 
我们编委会的这些人，本着甘为孺子牛的精神，平时在科研和教学中一道题一道题地积 

累，现在又一道题一道题地编审，花费了大量时间做着这种不起眼的事.大家觉得,这件事 
终究是教与学双方共同需要的，也就是有益的.正如一个城市基础建设中，不能都去做地 
面上的摩天大楼和纪念碑等“抢眼球”的事，也还需要做诸如修建马路、下水道等基础设施 


的事 


这套《物理学大题典》的前身是中国科学技术大学出版社出版的《美国物理试题与解 
答》丛书 （7 卷). 那套丛书于20世纪80年代后期由张永德发起并组织完成，内容包括普 
通物理的力、热、光、电、近代物理到四大力学的全部基础物理学.出版时他选择了“中国科 
学技术大学物理辅导班主编”的署名方式.自那套丛书出版之后，虽历经10余年，仍然有 

不断的需求，于是就有了现在的这套丛书 —— 《物 理学大题典》 

现在这套《物理学大题典》丛书的内容，除继续涵盖力、热、光、电、近代物理到四大力 
学全部基础物理学内容之外，还包括了原子核物理、粒子物理、凝聚态物理、等离子体物 
理、天体物理、激光物理、量子光学和量子信息物理等内容.就是说，追踪不断发展的科学 
轨迹，现在这套丛书仍旧大体涵盖了综合性大学全部本科物理课程的内容. 

这次重新编审中，大部分教师仍为原来的，但也增加了一些新的成员.这次出版经大 
家着力重订和大量扩充，又耗时近两年而成.总计起来,这套丛书前后历时近20年，耗费 
了 3 0余位富有科研和教学经验的教授、近150位20世纪80年代和现在的研究生及髙年 
级本科生的巨大辛劳.丛书确实是大家长期共同劳动的结晶. 


畢 


热学、热力学、统计物理 


《物理学大题典》中包括了大量的美国物理试题. 一 般说来，美国物理试题涉及的数学 
并不繁难，但却或多或少具有以下特色 ：内 容新颖，富于“当代感”;思路灵活,涉及面宽广; 
方法和结论简单而实用，试题往往涉及新兴和边沿交叉学科;不少试题本身似乎显得粗檢 
但却抓住了物理本质,显得“物理味”很足.纵观这些，我们深切感到，这些题目的集合在一 
定程度上体现了美国科学文化的个性及思维方式的特色.惟鉴于此，我们不惮繁重，集众 
多人力而不怯，耗漫长岁月而不辍，还是值得的. 

至于这次扩充修订所增添的大量题目，也是本着这种精神，摘自大家各自的科研工作 
成果，或是来自各人的教学心得，实是点滴聚成. 

这里要强调指出，对于学生，确实有一个如何正确使用习题集的问题.有的同学，有习 

题集也不参考,咬牙硬顶，一个晚上自习时间只做了两道题.这种精神诚应嘉勉,但效率不 

髙，也容易挫伤学习积极性，不利于培养学习兴趣;也有的同学，逮到合适解答提笔就抄, 

这样做是浮躁的、不踏实的•这两种学习方法都不可取.我们认为，正确使用习题集是一个 

“三步曲” 过程: 遇到一道题,先自己想一想，想出来了自己做 最好; 如果认真想了一些时间 

还想不出来,就不要老想了，不妨翻开习题集找答案，看懂之后，合上书自己把题目做出 

来;最后一步，要是参考习题集做出来的，就用一两分钟时间分析解剖一下，找找自己存在 

的不足，今后注意 • 如此“三步曲”下来，就既有效率又踏实了.本来，效率和踏实是一对矛 

盾，在这类“治学小道”之下，它俩就统一起来了.总之，正确使用之下的习题集肯定能够成 
为学生们有用的“爬山”工具. 

丛书这次重订扩充工作是在科学出版社胡升华博士的倡议和支持下进行的.没有他 

的推动，这套丛书面世是不可 能的. 同时，在这次重订扩充工作里，我们得到了中国科学技 

术大学的部分教学资助，以及编委会中郭光灿和周又元两位院士和刘万东教授的支持.对 
于这些宝贵的支持，谨表示深切感谢. 


本卷是在《美国物理试题与解答 • 热力学与统计物理学 K 郑久仁，中国科学技术大学 

出版社，合肥，1兆 6 年)一书的基础上完成的.热学和热力学部分由159题扩充为246题, 
统计物理部分由208题扩充为 345 题.《美国物理试题与解答 • 热力学与统计物理学》中 

的题，主要选自美国哥伦比亚大学、加州大学伯克利分校、麻省理工学院、威斯康星大学、 

芝加哥大学、普林斯顿大学、纽约州立大学布法罗分校等大学的试题与习题;解题的人有 

冯平、王海达、张正平、姚德民、贾云发等.这次的扩充，主要取自我们多年在教学与科研中 

的积累，并参考了李洪芳、汪志诚、李政道、朗道、帕斯里亚等人的热学、热力学及统计物理 

著作. 本书共11章，周子妨主要承担了前5章(热学和热力学部分)的工作，郑久仁主要承 

担的是后 6 章(统计物理部分)的工作.我们在习题的收集、草拟、解答、编排、筛选、补充及 

审校等过程中，投入了大量的时间和精力;期望通过对多种类型、多种条件下的问题，从不 

同角度用不同方法的处理，能让读者加深对物理内容、物理图像、量级及精神实质的理解 

和掌握，获得用理论解决实际问题的某种启示，使本书能成为读者在学习热学、热力学、统 
计物理时可资利用的一份资料. 


编审者謹识 

2005年5月 



题意要览 


1.1 简述等容气体温度计、温差电偶温度计及热敏电阻温度计的基本原理和特点. 
1.2 简述三种能精确测温的温度计. 

1.3 道尔顿温标.求道尔顿温度 r 与摄氏度£之间的关系. 

1.4 已知用某气体的定压温标和定容温标测得的温度相等,求气体的状态方程. 

1.5 求空气的平均摩尔质量、密度及各组分的分压强和密度. 

1.6 已知系统 A 和 C 以及 B 和 C 处于热平衡时满足的方程,试由热力学第零定律 

求系统乂、5及 C 的状态方程. 

1.7 求双金属片因热膨胀弯曲时的曲率半径 

1.8 求气体迭特里奇状态方程 (— a / i ?7 V ) 的第二和第三位力系 


数 


1.9 已知一顺磁物质的 ( aH/aTXn 和求状态方程. 

1.10 实验测得某气体的 (avvar), 及 ( aF / a / Or , 求状态方程及 c p . 

1.11 已知某气体的体膨胀系数《和等温压缩系数办，求状态方程 • 

1.12 两个热容量分别为^和 c 2 的系统，热接触后达到共同温度7>,求初态温度 


T “ 


1.13 证明 C P -C V = [/ >+ OC 7/ ay ) r ] - 并求范德瓦耳斯气体的比热容差 

1.14 已知范德瓦耳斯气体的内能，求 
1.15 已知一个固体的密度，质量和线膨胀系数，求 

1.16 求理想气体绝热自由膨胀后的温度. 

1.17 求理想气体在等温膨胀过程中所做的功及绝热膨胀后终态的温度. 

1.18 求氮气在等压下加温到 10 CTC 时吸收的热量，内能增加量及对外做的功. 

1.19 求单原子分子理想气体在等温和等压膨胀过程所做的功及吸收的热童. 

1.20 一 个为压缩空气而设计的压缩机用来压缩氦气时会出现过热现象，试解释之. 
1.21 试在产 V 图上画出单原子分子及双原子分子理想气体的等温压缩与绝热膨 

胀过程图，比较它们做的功的大小. 

1. 22求氦气在等压过程和绝热膨胀过程中吸收的热量，对外做的功以及内能的改 


Cv > Cp* 


Cp ~ Cv 


变 


1.23 氦气与氮气的混合理想气体，经绝热压缩到体积减少1%时，气体的温度和压 

强各为多少？ 

1. 24以恒力 F 推动活塞后，气缸内的气体达到了新的 平衡. 求气体的温度和体积, 

以及内能和焓的增量. 

1.25 压强为/>。的空气流入绝热箱内，求当箱内外压强相等时，箱内气体的温度和 

箱内气体的摩尔数. 

1.26 一定质量的理想气体，经一准静态过程从状态 A 到达状态 B . 试用/图上 

的图形的面积来表示系统在该过程中所做的功,气体内能的增量及吸收的热 


热学、热力学、统计物理 


UU 


1.27 一个绝热可移动活塞把气缸内气体分成等体积的 A 和 B 两部分.缓慢加热气 

体 A ， 活塞移动，直到气体 B 的压强为 3 /»。， 求气体 A 吸收的热量 Q . 

1.28 磁性材料在等温过程和等磁场过程中都使磁矩增加一倍，求外界所做的功，且 

在 H - M 图上表示这两个过程. 

1. 29 求大型螺线管的电功率，冷却水的流量以及电流从 0 增加到设计值的 99% 所 

需的时间. 

1.30 一空气泡从海底浮出海面,求在上浮过程中气泡对外做的功及吸收的热量. 

1. 31浮沉子下沉至深度 A 时，外压强从和增加到2和,求下沉速度 

1.32 一 个可以自由膨胀的氢气球在上升过程中所受的浮力是否 变化？ 它最多能挂 

多少重物？ 

个不可膨胀的热气球，试求热空气的温度和它上升髙度、加速度之间的关 
系，并求气球在平衡高度附近的运动规律. 

一 定量的气体被一个带有弹簧的活塞封闭在气缸内，求当气体吸收热量42时 
活塞上升的髙度. 

打开真空容器的活门，让大气冲入容器内，求冲入容器内的气体的温度和体 


V 


h 33 




L 34 


L 35 


积 


1*36 钢棉在纯氧中氧化,求系统对外做的功和内能的变化. 

克列门和德索姆测定绝热指数 y 的实验 :求绝 热指数 y 和压强之间的关系. 
1.38 求小球在玻璃瓶口内做绝热振动时的振动频率与绝热指数之间的关系. 

1.39 气体在等温压缩过程及绝热压缩过程中的声速. 

1.40 求一个黑体薄膜对黑体辐射的屏蔽作用. 

加入热膜可以减少辐射损失.在两个平行平面黑体间加入一个反射率为及的 
平面，求平衡温度和净能流的变化. 

求两块温度分别为乃和 r 2 的平行板之间的能流.如果在两板之间插入 w 块 
同样的黑体板，求能流 

L 43 —个球形黑体被一个黑体球壳包围.求装入辐射罩前后，球体冷却速率的比 


L 37 


1.41 


L42 


值 


1-44 由太阳常数求太阳表面的温度. 

由地球表面温度求太阳表面的温度，并阐明玻璃房内的温度通常大于地球表 
面平均温度的原因. 

由太阳表面温度求地球表面的温度及地球所受到的辐射压. 

由太阳到地球的辐射通童求海王星的表面温度. 

一个蒸气机工作在高低温热源之间，输入的热量 Q 给定 • 求热机所做的最大 


1. 45 


1-46 


1.47 


功. 


何谓卡诺循环？在 户 - F 图及心: T 图上表示之，并给出卡诺热机的 效率. 

有两个同样的卡诺热机，其工质分别是 lmol 单原子分子理想气体及 i mo l 双 

原子分子理想气体 • 求两个热机对外做的功的比值 ww . 


2 痛 3 



题意要览 


VII 


2.4 有两个全同的但温度分别为 7\ 和 r 2 的物体，在两物体间运行一卡诺热机，直 

到两物体达到共同温度 7 V , 求热机所做的功. 

2.5 水力机输入温度为:和 r 2 的等量的冷热水，并以温度了喷出，求最大喷出速 


度 


2.6 温差发电和落差发电所能利用的能量不同，试比较其大小. 

2.7 热机由两个等压过程和两个绝热过程组成，工质为理想气体.求效率. 

2.8 以功率为 W 的泵浦从河水中吸热给建筑物供暖，求建筑物的平衡温度，并与直 

接供热进行比较. 

2.9 由煤的燃烧发电得到电能，试比较用电炉加热和用热泵加热对民房供暖所能提 

供的热量. 

2.10 空调机从室内吸热，向室外放热.求空调机的效率及室内能达到的最低温度. 

2. 11用图和 H - S 图表示卡诺致冷机的循环过程,并求外界所做的功. 

2.12 在两极钻一口深并，以井底和地面环境作热源驱动一个热机，求热机效率.功 

率/» = 10 5 15界的电站每秒能由一 40° C 的冰产生多少千克 0° C 的水. 

2.13 一个热机从温度为: T 。 的热源吸热，使一盒空气的温度从: T 。 升到，求外界 

对热机所做的最小功 

2. 14 —个可逆热机从温度为: T 2 的一定量气体中吸热，并向温度为的热源放热, 

求热机从气体中吸收的热量，气体的熵变及热机所做的功. 

■ 

一个热机工作在两个不同温度的热派之间，求对外做的功及系统的俩变. 

2. 16 lmol 理想气体从(乃， 1 ^)状态变到 CT 2 , V 2 ) 状态，求熵的改变量.求由绝热膨 

胀过程，等压压缩过程及等容加热过程组成的循环过程的效率. 

一个物体的熵 = 求各热力学量.若有一热机工作在温度不同的 

这样两个物体之间，求未态温度 7 V 的范围及对外所做的最大功. 

2.18 用电阻丝加热水，使水温升高，求水的内能及熵的变化.求工作在水和 G = 

2( TC 的热源之间的热机的最大输出功. 

以顺磁物质作为卡诺致冷机的工质，求一个循环中吸收的热量以及外界对工 

质所做的功. 

以电容器的充放电构成一个循环,求外界所做的功及电容器的 dV / dT \ 

理想气体经历的多方膨胀过程，等温压缩过程及等容压缩过程构成一个循环， 
求循环过程中所做的功和多方膨胀过程中所做的功之比. 

若理想气体的 r = nr ) ，证明该气体的可逆卡诺循环的效率保持不变， 

2. 23求由两个绝热过程和两个等容过程组成的奥托循环的效率. 

设一个热机工作在两个温度和比热容都不同的物体之间，求热机最大的输出 


2. 15 


2. 17 


2. 19 


2 , 20 


2 . 21 


2 . 22 


2- 24 


功. 


一个致冷机工作在两个初温和热容量都相同的物体间，使一个物体冷却到 
r 2 ，求所需的最小功. 

一卡诺循环包含有气、液两相的转变，求工质所做的净功. 

若在循环过程中，热源的最高和最低温度分别为:^和 ： T 2 ，证明该循环的效率 


2 - 25 


2. 26 


2. 27 
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VU1 


不超过 1—7 V 7 V 

2.28 一个可逆致冷机工作在两个 lmol , 25° C 的水之间，使作为冷派的水全部变成 

( TC 的冰，问热源有多少水变成 100° C 的水蒸气，对致冷机需做多少功？ 

2.29 一可逆卡诺热机工作在两个物体和一个热源之间，求当热机不能再运行时，热 

机输出的总功及热源吸收的热童. 

2.30 一个可逆热机工作在三个温度不同的热源之间,从一个热源吸热 Q ，对外作功 

W ，求各热源吸收的热量及各热源的熵变. 

2.31 以热辐射为热机的工作物质，利用卡诺定理，求辐射场的能量密度. 

2. 32比较理想致冷机和实际致冷机的致冷系数，熵变和对外做的功. 

2. 33 1kg,(TC 的水与 10CTC 的热源接触，求平衡时水和整个系统的熵变，欲使整个 

系统的熵变为零，水应如何从 0° C 变到 100° C . 

2. 34求 lg , — 196 C 的液氮和 lg ，20° C 的氮气之间的 熵差. 

2. 35 lg 原子银从 0 C 等容加热到30€，求熵变. 

2. 36求氮气在等压膨胀和绝热膨胀过程中对外做的功，内能及熵的增量. 

2. 37 1 mol 理想气体的体积分别经可逆等温膨胀与自由膨胀从 K 增加到 2R ，求 

气体和整个系统的熵变. 

2. 38很快拉动活塞，使气体体积从。瞬间增加到 F 2 , 求气体的温度，压强及俯的 


变化 


2. 39在快速和缓慢地推动或拉动活塞过程中,活塞中气体的 AT , AC 7, A 5 和 AP 的 

值是正，是负或是零？ 

2. 40突然移走隔离气体的薄膜,求气体的终态温度及摘变. 

2. 41 一根均勻棒的两端分别与冷、热源接触，求将热源撤离后棒的熵变. 

2.42 求混合气体在绝热压缩过程中温度和压强的变化. 

用打开隔板和拉动半透膜两种方法使气体混合，分别求出气体和热库的熵变. 
2.44 求盐水溶液的混合熵，求渗透压所做的功. 

2. 45求辐射场 的熵; 求辐射场膨胀时,辐射场的温度 T 和半径及之间的 关系. 

2-46 求一个系统与 （1) —个热源， （2) 多个热源接触后，系统和热源的熵变 • 

用热量 Q , 熵 S 和温度: T 定义定压比热，求 1 kg ,0° C 的水与一个或多个热源接 
触后水和热源的熵变.的功. 

一个温度为 T , 的物体与温度为7> 的热源在定压下接触而达到平衡,求总的 
熵变 A 5, 并证明 A 5>0. 

2.49 求范德瓦耳斯气体在自由膨胀中的嫡变. 

2. 50 由固体的状态方程和比热,求固体的内能、熵和 
2.51 求均匀铜杆在 4 种不同情形下的熵变. 

已知某物质内能只是温度的函数，且求在恒压下，当温度由: T 。 变到 : T 
时该物质的熵变. 

求弹簧从振动到最后静止的过程中宇宙的熵变. 

钢瓶内的髙压氦气缓慢流入一个空的气球中，求钢瓶内外气体的熵和内能的 


2.43 


2. 47 


2. 48 




2. 52 


2. 53 


2. 54 


题意要览 


改变 


2.55 绝热 圆筒内 ，活塞两边气体的温度不相等，求热平衡前后气体的熵变. 

2.56 体积为的平衡辐射场，经反射进入体积为的空腔中，求终态辐射场的温 

度及熵的增量. 

范德瓦耳斯气体经历自由膨胀，求 Af /, AT , A 5 及分子吸引力所做的功 A ^. 
2.58 理想气体经历不可逆等温膨胀过程，求气体和热源的熵变. 

2.59 (1) 求在 TVS 图中为一直角三角形的循环过程的效率； （2) 求两种不同液体 

混合前后的熵变. 

2. 60已知一根塑料棒的张力和热容童，求棒的熵绝热拉伸时,棒的温 

度是上升还是下降？ 

2.61 设一条橡皮带的张力且4>0,证明内能只是温度的函数，且 (a 

S /3/)r < C0. 

2.62 证明: 图上的两条绝热线不相交. 

2.63 用热力学第二定律证明存在光压. 

3.1 指出哪类系统满足所列的热力学条件. 

3.2 若已知某种理想气体的熵，求^和，求/»恒定时的能量密度. 

3.3 证明理想气体的定压比热容 
3.4 求简单气体的比热差 

已知某物质的状态方程及内能方程，试确定方程中的常数. 

证明节流膨胀过程是等焓过程，且— l )/ c p . 理想气体能否通 
过节流致冷？ 

3.7 求证: 绝热减压降温系数外与焦-汤系数^之差 

求理想气体的自由能，求气体在等温膨胀过程中所做的功. 

讨论范德瓦耳斯方程中参数 a , 6的物理起源，求范氏气体在等温膨胀过程中自 
由能和内能的变化. 

3. 10已知某系统的吉布斯函数 G ( T ,/0, 求定压比热容 c p . 

若一个物体的压强为/>，温度为: T ， 则 (a (放出的热量)/3/>)7=了(3173丁八. 

3.12 证明3(了，幻/以1，30=3(/>，\0/3( > 2；,30,并由此导出麦克斯韦关系式. 

证明等压膨胀系数《，等容压缩系数々，等温压缩系数《与相应的绝热过程量 

之比为 oi / a s = i ~ y i 3 / 3 s = i — y ~ 1 fK / K s = y . 
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+ A , 证明在绝热过程中有关系 je > F 7 = 常数 


C P =C 


v 


C p — C v 


3暑5 


3. 6 


F/c p >0 






3.8 


3 . 11 


3. 13 


对于系统，证明 (Cp — 0 w … 

已知一个系统的吉布斯函数 g (7\/>) ,求系统焓的表达式. 

3. 16某物质在熵为5 1 。的膨胀过程中做功 

• CSAS 。)”， 求该物质的内能和压强，及在熵为 S 的膨胀过程中物质所做的功. 

已知某种气体的状态方程及气体在 v -^ oo 时的热容量 ckr ) ,求该气体的自 
由能 F ， 并导出 C / j ，// 和 G 的表达式. 

试计算范德瓦耳斯气体的热膨胀系数 


dc 


3T 


dcA dT 
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dV 


dp 


3. 15 


A(F/y 0 ) 




3. 17 


3. 18 


以及气体在: r 不变，体积从 a 


9 C P — c 


v > 
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变到 V 2 的过程中的熵变 5 2 -5 i . 

3.19 黑体辐射.已知辐射场的压强/>=«/3,求辐射场的能量密度 u=aT 
3. 20试求平衡辐射的定容比热容 c v ，定压比热容以及 

一个系统的 p 给定，求系统的内能，熵及吉布斯函数. 

3. 22已知水的膨胀系数,求水从表面流到贮水池底时温度的改变. 

3.23 lg ，2( TC ，压强 10 4 atm 的水经多孔塞后压强降为 latm ， 求出射水的状态. 

3. 24 液体表面膜的表面张力系数《7=<7(了），且 da/d ： T<0, 问在等温膨胀时是吸热 

还是放热？在绝热膨胀时是升温还是降温？ 

已知弹性弦的弹性系数,线膨胀系数和热容量，求弦的热力学基本方程.当弦 
可逆等温拉伸时所做的功以及和 Q . 

3.26 讨论橡皮带拉伸时,熵是增加还是减小？线膨胀系数《是正的还是负的？ 

3.27 棒的一端挂一个重物当给棒加热 SQ 时，求棒长的变化 (5 L . 

3. 28 求弹性圆柱体的熵,并给出棒等温拉伸时吸收的热量和绝热拉伸时温度的改 


C 


3. 21 


3* 25 


变率 


3, 29已知橡皮筋求 ( a * S / ax) T 和（3^7/3:^ 的符号. 

3. 30已知橡皮带的张力 t = ATU / h ~ ll / x z '), C x 为常数，求以及橡皮带从/。 

绝热拉伸到 1. 5/。时末态的温度. 

一个系统由一导热的，可移动的活塞分隔成体积相等的两部分的理想气体组 
成，两部分气体的温度和压强不相等，求平衡时气体的温度、压强和总熵的增 


3. 31 


氖气和氩气被一活塞隔开，初始时两边气体的压强不相等，求平衡时系统的温 
度、体积比、熵变，以及去掉活塞后的附加熵增. 

3. 33 一 个绝热系统由可移动活塞隔开的两部分温度相等，但是体积和压强不相等 

的理想气体组成,求平衡时气体的温度、压强、总熵和总内能的改变. 

当长颈瓶内的生牛奶由于奶油上浮和牛奶下沉而分离时，瓶底的压力是增大 
还是减小？ 

求绝热大气模型下的 〆 幻和 p(zX 

36 求在等温大气模型下的” U), 估计半数分子处于其下的髙度,并证明在绝热 

大气假设下温度随高度增加而线性减小. 

假设大气绝热上升，且在2小时有 >= A »(1 —时 ）, T = T Q (1 — 办），求《和尽 

分别求等温大气和绝热大气下的并且求在绝热大气假设下的 dT/dz 

和 

证明引力场中的等离子体必须加一均勻电场五 
若这一方程对太阳也成立，试估计太阳表面的电量. 

由自旋系统的自由能求外磁场，并讨论自由能的 凸性. 

41阐述绝热去磁降温原理，以及限制用此法继续降温的 因素. 

有一个顺磁系统，已知 ( M / aH ) r =— CH / T 2 , 求磁化强度和温度的关系. 

某种磁性盐的磁化率和比热已知，初始磁场和初始温度给定，求绝热去磁后系 
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3. 34 


3. 35 


3 . 


3. 37 


3. 38 


3.39 


— ( Am p — m e ) g / (1+ 之 ) \e \ f 
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3. 


3. 42 


3* 43 


题意要览 


统末态的温度. 

3. 44 一 个处于均匀外磁场和绝热环境的顺磁系统，磁矩和比热已知.当绝热去磁 

时，使温度降为初始温度的1/2,问初始磁场为多大？ 

3.45 已知一种磁介质的磁矩和内能的表达式，求热容量 C H 和等温下磁场从 H 。 变 

到时的熵变. 

3.46 试导出磁致伸缩和压磁效应之间的关系.并计算当磁场从0增加到 H 时因磁 

致伸缩所产生的体积的相对变化. 

3.47 在磁场中拉伸棒时产生磁矩 M = CLH / F , 求当磁场从0增加到 H 时，棒长的 

相对变化. 

3. 48写出电介质的热力学基本方程,并证明热力学关系式 ( ap / a />) 

(t/Ce) • (aiVa:r) £ ，£ 是电场强度，尸是电极化强度. 

3.49 已知电介质的状态方程，求在等温过程中电场强度改变时电介质吸收的热量， 

以及在绝热过程中电场强度改变时电介质温度的变化. 

3.50 求平板电容器在等温过程中，当电势改变时电容器吸收的热量. 

个电阻在恒温下通以电流，求电阻的熵变，电阻和环境的总熵变，电阻内能 
和自由能的改变. 

3.52 求通以氢气和氧气的燃料电池的电动势. 

4.1 冰水混合，求平衡后系统终态的温度. 

4.2 若已知水和水蒸气在 latm 和 10 CTC 下的熵，求水的汽化热,水的焓，水和水蒸 

气的吉布斯函数. 

4.3 求冰在溶解成水时对外做的功，以及内能和熵的变化. 

_ 

10 kg ，2 CTC 的水与一 1( TC 的热源接触变成一 10° C 的冰，求出整个系统的 熵变. 
4.5 已知某气体的汽化热，估计它的表面张力系数. 

4.6 判断所列命题的正确与错误性. 

4.7 冰、水和水蒸气各 lg 处于水的三相点，当吸收 60 cal 热量后，总体积不变，求平 

衡后冰，水和水蒸气的质量各为多少？ 

一 个热机工作在 lkg ,100€ 的水和一块的大冰块之间，求出运行终了时的 
水温，溶化的冰及热机做的功各为多少？ 

在27 C 的环境和 2 kg ，0° C 的水之间运行一个功率为 50 W 的致冷机，问需要多 
少时间才能将水全部冻结成冰？ 

4. 10 lkg 的水和环境同为 2 S ° C ， 现欲将 1 kg 水冻结成 Or 的冰，问至少需做多少 


~OV/d 
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4. 4 


8 


4. 9 


功？ 


一理想卡诺致冷机，以 Sg / s 的速率将 0° C 的水凝结成冰，并把能量传给 3 (TC 
的房间，求致冷机传给房间能量的速率和所需的电功率. 

一卡诺循环以某种气液共存物质为工质，试导出克拉珀龙方程，并求出氦的蒸 

气压下降到 N 时的氦的沸点 


4. 11 


4. 12 


13利用卡诺循环证明： （1) 液体与它的蒸气平衡时的蒸气压方程为 d \ np/dT = 

\/ RT 2 ；(2 ) 液体的内能密度和表面张力系数之间满足关系 


4 , 


Tdr / dT . 




热学、热力学、统计物理 


XII 


4.14 利用气液两相共存时气相和液相的化学势相等导出克拉珀龙方程和蒸汽压方 


程. 


4.15 证明水的冰点随着压力增加而下降，并估计适宜人溜冰的最低温度. 

4. 16画出 H 2 0 的了图，标出三相点，临界点，描述沿£=— 1. ( TC 的等温线降压时 

发生的行为，指出相变点的压强为多少?并求出相平衡曲线上的潜热方程 


dr 


4.17 求物质的平衡蒸汽压/>。对总压强 f 的依赖关系,并由此求水的冰点与三相点 

之差: T —7 V 

4.18 由尸体防腐 (embalmhun) 新物质在三相点附近沿相变曲线的行为，讨论该物 

质的不寻常的和违反热力学第二定律的性质. 

4.19 利用等温大气模型求海平面附近水的沸点随髙度的变化率. 

4. 20 一个圆柱形容器内的物质处在重力场中，上部为流体，下部为固体，当温度下 

降△了时，固液分界面上升了 /，求液体的密度 

求固液两相平衡时熔点随压强的变化率,并求地球表面硅酸盐的熔点随地层 
深度的变化. 

4.22 已知固态和液态氨的蒸汽压方程，求氨的三相点以及三相点处的汽化热，升华 

热和熔解热. 

已知液氨在两个不同 乐强下 的沸点，求在此温度范围内氨的平均汽化热， 

求两相平衡曲线的二阶导数 d 2 p / dT 2 . 若一个相为气相,将得到的公式简化. 

某物质在气液共存时经历一个循环过程，由整个循环过程的 2].△ A , = 0, 

导出克拉拍龙方程，潜热方程和蒸汽压方程. 

4. 26 证明蒸汽的“两相平衡膨胀系数” — L/RT). 

4- 27 T =10 K 的高压氦气缓慢泄漏，直到容器内的 latm ，4. 2 K 的氦气完全液化， 

求容器内氦气的初始匝强. 

4.28 等压下将 lmoUCTC 的冰，变成100 C 的水蒸气,求它的 M 7 和 △//. 

4.29 求 3 He 在 0. 02 K 到 1. 2 K 范围内因溶解而产生的 熵变. 

4.30 将体积为 V 。的氟里昂在等温下压缩到 V ,求液化的氟里昂的质量. 

两容器用一根细管连接，在 A 中引入 50 mg 水，经活门打开和关闭以及 

B 中气体温度的降低和升高等操作后，求末态两容器中的水蒸气压强和 
液态水的质量. 

焚风的形成.潮湿的空气沿山坡上升并且产生降雨，空气越过山顶后再沿山坡 
下降变成干热的焚风，求降雨量和山底空气终态的温度. 

4.33 相变中的临界点和三相点的定义. 

写出范德瓦耳斯方程，解释各项的物理意义，求出范德瓦耳斯气体的临界值 

Pc,v c /r c . 

确定范德瓦耳斯气体的临界点，阐述如何画出麦克斯韦建议的物理等温线，并 
证明范氏气体的 C V 与体积无关. 


pi 
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4. 25 


4. 31 


4. 32 


4. 34 


4. 35 
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求狄特里奇方程在临界点处 PV/RT 的值. 

4.37 证明处于临界点上，物质的汽化热和声速均为零. 

4. 38求范德瓦耳斯气体的临界点，并给出以约化变量为状态变量的状态方程. 

4. 39利用二级相变的 AV = 0, 导出厄伦菲斯方程 £/ )/(以一 w ). 
4.40 表述顺磁气体的居里定律，在 T —0 K 时它需作何修正？ 

讨论正常相 iV 和超导相 S 之间的相变,求相变潜热和比热的改变， 

设铁磁体的自由能尸—户。 —7\>) M 2 + BM 4 , 求磁矩 M 的平衡 

值，并讨论解的稳定性. 

4*43 求克拉默斯函数 - J / T 的全微分表达式，证明 


4, 36 


4. 41 


4. 42 


9 N 


丄间 

T \ d /X j T ， 


dT 


dU 


dN 


7\V 


dU 


( dU ^ 

3 7^ ■ v. .v T \ d /u 

dn ； -tv tdV . 

4.46 已知铁在 7’<900 K 及了 >1400 K 时 a 态稳定， 900 K <： T <1400 K 7 态稳定， 

已知两态的比热，求 r , 和处铁的相变潜热 A 和 l 2 . 

4- 47处在熔点 T , , p t 的冰，经绝热压缩到达状态.证明溶解的冰的百分数 

V )，并求 I 与冰的 c p , a ' t L f 的 关系. 

4-48 证明在7’ 一定时，能够处于两相平衡的两个状态 A 和£必定处在曲线和 

F B 的公切线上. 

低温下两个容器的液氦用毛细管连接，求平衡条件.若两容器氦的压强相同， 
但温度不同，问液氦如何流动？ 

由两组元组成的理想溶液，若已知一组元的化学势，求另一组元的化学势. 
两种纯液体在等温等压下混合成理想溶液，求混合前后的 AG ， AT /, 


1 i dN 


dU 


4.44 证明 


dT 


dN 


' i\v 


T.V 


S 


4 - 45 证明卩 = 


— (A 


mu 




s 


4. 49 


4. 50 


4. 51 


AU 


若在理想溶液中溶质是非挥发性的，求相平衡条件，饱和蒸汽压及 ( a 7 7 3x 、. 
4.53 求 NH 3 分解反应中的平衡常数. 

4. 54求在等温等压下化学反应的反应度 £ 与初末态体积的关系. 

4 . 55 利用质量作用定律，求星球间中性原子的电离和复合反应中的电离度$与了， 

户的关系， 

求在低温下金属中自由电子气和晶体的 

求带电荷为？的肥皂泡的内外压强差 △/> 与电势 V ，半径 r 的关系. 

58求表面张力系数为 a 的肥皂泡的内外压强差 △/> 与平衡半径 r 及内部空气质 

量 m 之间的关系. 

个长为 L 的线环置于液 膜上. 当环内液膜破裂后，线被拉紧成半径为及的 
圆环. 求液膜的表面张力系数. 

将空气等温地压入肥皂泡内，求外界所做的功 • 


4. 52 


4, 56 


与了的 关系. 


Cp—C 
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4.61 冰帽下的水.讨论冰帽的形状，下陷，岩浆的侵入以及冰帽下水的流动. 

5.1 已知盛在长为 L 的试管内糖溶液的初始浓度 《0 c ,0)， 写出满足的扩散 

方程，求0>0时的解 n ( x ， t ). 

5.2 讨论杂质原子在晶体中的随机游动模型和扩散方程.求杂质原子在 Z 时刻移动 

过距离 d 的概率心和扩散系数 ZX 

5.3 两个容器体积相等，第一个装有 C 0 和1^混合气体，另一个装有 N 2 气体，现有 

一长为 L 的细管将两容器连接，求 f 时刻第一个容器内 CO 气体的分压. 

5.4 试解释平流层气温随高度增加而升高，以及对流层顶声波强度按1/及衰减的 


原因. 


5.5 由花岗岩地面下 10 cm 处昼夜温度基本不变，求花岗岩的热导率的最佳值. 

5. 6 由于周围空气的对流导致通过玻璃表面的热流 goc(Ad 5/4 , 由玻璃的热导率和 

室内外空气的温度，求窗玻璃的内表面的温度. 

5. 7湖面的水温接近 0 C ， 当湖面上空气温度骤降△: T ， 求经过时间 r 后，湖面上冰 

层的厚度 AOt ). 

5.8 水池表面已结了 1 cm 的冰层，冰层上方气温为一 2( TC ， 求冰层厚度增加的速率 

和冰层厚度增加一倍所需的时间. 

一 个远离太阳系的黑体小行星，由于放射性，行星内部产生恒定的热产生率 。 
求行星的中心温度和表面温度. 

5. 10有一根长为 A )， 内、外半径分别为 n 和 r 2 ，表面温度分别为: H 和： r 2 的管子，求 

管内的温度: r ( r ) 和热量的损失率. 

5.11 求导热材料中的局部熵增加率. 

5. 12 一 根铜棒的两端，分别连接着沸水池与冰池 • 求达到稳定态时体系的熵增加率 

及冰的融化速率. 

5* 13 一 个铁球加热到100€，然后让它的表面温度保持在 0 °C ，求冷却 15 min 后球 

心处的温度. 

一个温度保持在:^大球浸在温度为 T 。 的无界液体中，用一个定积分表示球 
外任一点 r 在 t >0 时的温度，并给出时的极限温度表达式. 

个房子的墙由水泥、砖和木板三种材料组成，当室内外温度给定时,求每分 
钟流过每平方米墙的热量. 

试由流体力学的连续性方程和动量方程导出声速表达式，并求: r = 0K 时自由 
电子的声速. 

圆柱形容器中的气体被一活塞封闭，当作用在活塞上的力随时间做余弦变化 
时，求活塞运动速度 ^0). 

一根细长金属棒以基频做纵向振动，问在何种频率范围内振动为等温振动？ 

19 在一长为/的管内储有两种 co 2 气体，其中一种为放射性气体，开始时放射性 

气体的分子数密度有一梯度，求每秒通过管子中点的截面的放射性气体分子 
数和质量. 

试用量纲分析法证明刚性小球在黏性流体中运动时所受到的力 f ^ Anvr . 
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5. 15 
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5.21 求旋转圆筒黏度计测得气体的粘滞系数与圆筒的转速.石英丝的扭角和圆筒 

的尺寸的关系. 

5. 22 —载有电流的金属管，内表面维持在温度了。，求达到稳定态时，管内的温度 

了 ( r ) 和管的外表面的温度. 

5.23 容器内气体被一个带有面积为 A 的小孔的隔板分成两部分，两部分气体有相 

同的温度，但压强不相同.求证每秒通过小孔的气体质量为 U^^JtJLilnRTA 

(/>1 —声 2). 

6.1 已知道路的网格分布.求从格点 A —步一步更接近格点5的路线数. 

节电池可处在正常态或失效态，处在正常态的概率为 />. 正常电池的电动势 

为#，失效电池的电动势为 Q •有 N 节电池与一个电阻串联.试求电阻消耗的平 
均功率. 

6.3 某经典谐振子具有确定的能量，但运动经常被随机中断，重新 开始. 求振子出现 

在位置的概率密度. 

6.4 “红”、“绿”两种细菌被食菌物随机吞食，但“红”、“绿”两菌的总数保持不变.若 

吞食无选择性，求“红菌”的生存概率.若以1 %的优势选吃“红菌”，结果如何. 
6.5 原子可在一维点阵上随机 跳动. 已知原子的初始位置，求原子在 iV 次跳动后的 

平均位置及原子位置的涨落. 

6.6 醉汉可往东西南北四个方向 行走. 求他走出三步离原地仍不超出两步距离的概 


I *1 


率 


6.7 在立方体盒子中，粒子能量为 e («)=« A 2 /2 mD = W + w 〗+ ‘试 给出当 w = 0, 

1,2,3,4时，能级 eOO 的量子态及简并度 gin ). 

6. 8在二维各向同性谐振子势中，粒子能量为 e ( n ) ~ e 0 -\-nhv 

的简并度为 g ( n )= n ~\~\. 

6. 9在三维各向同性谐振子势中，粒子能量为 = + 〜 试证 

能级的简并度为 g -( w ) = (w + l)(n + 2)/2. 

6.10 在三维轴对称谐振子势中，若= 试证 :粒子 能量为 e ( 7 l ,) 2 , j 3 ) 

+ (/ w r +灸/叫+力 ） £”式中0<力< 

m r hv x ; 能级的简并度为发(力 ，) = () 2 +1) () 3 +1) + ( j 3 +1) /2. 

6.11 在三维各向异性谐振子势中，粒子具有简并能级吗？为什么. 

6 - 12每个粒子的能量只能取两个值和 e 2 = c >0. 求体系的熵 S 及温度与内 

能的函数关系 TCU ). 何时温度 T <0 K . 正负温度系统接触时，能量怎么流动. 

自旋量子数为1/2的粒子构成定域粒子系.求体系状态数与总自旋的关系. 

由具有两个能级的粒子构成的粒子系，从热库吸热而使某粒子产生了一次跳 
跃. 求粒子系及热库的熵变.求粒子分布函数. 

粒子系由具有两个能级的粒子构成.求粒子平均能量的最大值.求体系的熵与 
上能级占有数的关系. 

粒子系由具有两个能级的粒子构成.求体系的熵与能量的关系.求出现负温度 
的条件. 


+ n ,. 试证能级 






^0 




1 f 0 ^ 3 2 ^ _ 1 j js ^ 0 > ~ 


m 
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6, 17在磁场中，理想顺磁体的熵为 S = S 。一 CC 7 2 _ 求内能函数 C 7 CT ). 画出 f / l 曲 

线.龠述负温度的产生条件及物理意义. 

6. 18自旋1/2的离子从顺磁向铁磁转变时, mol 比热容与温度的关系为：当了。/2 

< T <7 0 时， n ^ QTVT 。一1); 否则 ， c = 0 .这是一个髙度简化的理论.试确 


定 


6. 19 原子可以从晶体的格点跳到晶体表面上 (Schottky 缺陷）.原子在表面上的能 

_ 

童比在格点上的能量高 U ； •若证明晶体表面上的粒子数为；2 = 
Nexp(—w/kT). 

6. 20晶体间隙位的个数与格点个数不同，粒子在间隙位的能量比在格点的能量高 

若粒子可随机占有间隙位 (Frenkel 缺陷).求间隙位上的粒子分布函数•求 
晶体的熵. 

6.21 晶体间隙位的个数与格点个数相同，粒子在间隙位的能量比在格点的能量高 

若格点上的一个粒子仅能向8个最近邻间隙位跳跃，或者间隙位与格点位 
无关，求晶体的熵•计算被占间隙位与间隙位总数的比. 

晶体间隙位的个数与格点个数相同，粒子在间隙位的能量比在格点的能量高 
£若粒子可随机占有间隙位，求晶体的熵.求间隙位上的粒子分布函数. 
在分子链受到拉力时，每个分子都在其取向与拉力平行及反平行时分别具有 
能量 _ e 与 e 2 = e . 求分布 函数. 求链长的平均值，方均 根值. 何时给出胡克 


4 


奉 


6.22 


6, 23 


定律 


在分子链上，每个分子都在其取向与拉力平行及反平行时，可以相应地具有两 
种不同的 能量. 求分子链的熵，求分子链长度与所受张力的关系. 

在分子链上，每个分子都因其取向与链平行及垂直而具有两个不同的能量.求 
分子链的熵，求分子链长度与所受张力的关系.什么情况下给出胡克定律. 

7. 1 体系的粒子有三个能级 :0, ei ， e 2 ，并且 e 2 》 ei >0 •试用正则系综导出体系的配 

分函数，自由能及熵.讨论 kT 《 e 2 及 ^ T » £ l 两种极限情形. 

7-2 证明由两个体系构成的系统的配分函数 Z 1+2 等于两个体系各自的配分函数之 

H 由此可以推知，内能等热力学量具有可加性.试证明之. 
盒子内的气体遵守经典统计 • 盒子与粒子的吸引作用导致在盒子中心附近有一 
个束缚态，能量为少=— lev ; 排斥作用阻止粒子逃逸.在什么温度下，盒内压 

强为 latm . 

在半径为及的球形容器中，气体粒子受向心力/吸引•求自由能，讨论 fR》kT 
与 fR《kT 两种极端情况 • 气体的压强/>及熵 S 与温度 T 和半径的关系是 


6. 24 


6. 25 






1+2 


7,4 


什么 


利用正则系综，证明体系的定容比热容与能量的均方涨落有关系 

jE-EY/kTK 

金属表面吸附氦气，并与氦气处于热平衡.求系统的配分函数及自由能.求金属 
表面单位面积平均吸附的原子数. 

气体由静止质童为零的粒子构成•试求该气体的状态方程及内能，并与普通非 


7 母 5 


Cv = 
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相对论性理想气体的对应量作一比较. 

7.8 液面波具有色散关系 ^ = ae / P . 试计算热激发对比热的贡献，并讨论低温极 


限 


拉链只在前 5-1 个节相继打开后，节 S 才能打开.一个开节有#种状态，能 

量为 e. 求拉链的配分函数.求 e》kT 时的平均开节数.讨论是否存在相变. 

7.10 证明:在 n 维空间中，辐射能童 EccT % 固体比热容 cozT ^. 给出 a, 夕与空间维 

数 n 的关系.求单原子分子的比热比7 与; 7的关系. 

7. 11 给出自由能 F 与经典统计配分函数 Z 的定义与关系.证明体系的定容比热容 

JkT[d 2 (TlnZ)/dT 2 ]v. 求两能级体系的 Z 与 c v . 

7.12 证明体系的平均能量 E= — (3 lnZ/a#)mZ 是体系的配分函数.求庐及 


7. 9 






( E - E ) 2 . 求单原子分子理想气体能量的相对涨落， 

7. 13假定 He 3 液态比固态有更大的 mol 体积，液态 mol 熵& =伙了，固态 mol 熵 

来自核自旋的无序.在低温下， He 3 液态与固态共存，试画出，: T 曲线图. 

7.14 试述热力学第三定律及负绝对温度的含意.两者有矛盾吗.给出一个负温度确 

能达到的例证.为什么在经典热力学中负温度无意义. 


7. 15体系有两个粒子，每个粒子具有三个非简并能级.试对服从经典统计且粒子可 

分辨及不可分辨，服从费米统计，服从玻色统计等四种体系，分别写出体系的 
配分函数. 

7.16 体系有两个粒子，粒子能量为 


只有基态 n = 0 双重简并.试按服从费米 
统计，玻色统计，玻尔兹曼统计，且粒子可分辨等，确定体系的配分函数和组 


ne 




， 


n 


态 


给出配分函数 Z 的定义 • 求体系比热容与 d 2 \ nZ / d ^ 的关系.对两能级体 
系，画出^与了的关系曲线. 

体系有两个 能级. 给出体系处于激发态的概率及体系的熵.画出两者与温度的 
关系曲线. 

7.19 系统的粒子有三个非简并能级，遵守玻尔兹曼统计.求系统在 T = 0 K 时的熵 


7. 17 


7. 18 


及最大熵，最小及最概然能量，配分 函数. 求熵 j 。 d7Tcr)/:r,c(r) 是系统的 
热容量. 

7 - 20粒子不可分辨.求极端相对论玻尔兹曼气体的压强、熵、比热. 

分子具有平动能及一个内部能级.求气体的自由能.求分子数及温度相同，压 

强不同的两个这种气体的总熵.求这两个气体混合时的熵变.若两气体压强也 
相同，结果如何. 

7. 22试证单粒子配分函数 z = n Q V 9 n Q ^ (27 rm ^ T / A 2 ) 3/2 是量子浓度.若体系的粒子 

只有两个能级 • 求体系的配分函数、化学势、自由能、熵、压强、定压热容量. 

23求经典气体的化学势.被表面吸附的粒子构成二维气体，粒子能量 e = p 2 /2 m - 

e 。，^ 是束缚能.求二维气体的化学势.求单位面积吸附的粒子数与气体压强 

及温度的关系. 
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7. 24气体由异核双原子分子构成，分子转动惯量为 /. 求分子转动对比热的贡献. 

讨论高温与低温极限. 

7.25 自旋1/2的粒子构成定域系，粒子磁矩为有外磁场求体系的磁矩、能 

比热、熵. 

7. 26自旋1/2的粒子构成定域系，粒子磁矩为抑.有外磁场 //• 求体系的配分函 

数、熵、能量、磁矩的平均值及涨落量.在给定的温度与磁场下，绝热去磁会发 
生什么现象. 

7.27 定域系由磁偶极子构成，它们的取向可平行或反平行于磁场凡求体系的配分 

函数、比热容、平均 磁矩. 证明居里定律在高温下成立. 

7. 28自旋1/2的粒子构成定域系，有外场.由 * S = yKlnZ + 抑：），导出 S = f ( H / T ). 

说明绝热去磁能致冷.为什么只在极低温度下才使用绝热去磁制冷.如何使 

t<ok. 

自旋1/2的粒子构成定域系，有 外场. 求配分函数.求在强场及弱场极限下的 
熵.求绝热去磁后的温度.求磁化强度及磁化率.求计及磁矩间平均作用时的 

磁化率. 

自旋3/2的粒子构成定域系.引入强磁场,熵如何改变.若去磁，温度如何改 
变.若固体热容量为 C = 绝热去磁产生的温度变化是多少. 

在光子气体中，有角频率为 o > 的光子.求这种光子的数目的平均值及方均根 

涨落.后者总比前者小吗. 

对保守体系，写出相空间密度^的连续性方程.证明保守体系的熵不变.证明 
阻尼振子的熵随时间衰减. 

三角形顶点上各有一个自旋1/2的粒子，相互作用哈密顿量为 H = 4 

o 

1) •给出体系的总自旋、能级、简并度.导出配分函数 




7. 29 


7. 30 


7. 31 


7. 32 


7. 33 


_ 


Z. 


自旋1/2的粒子排成一行，最近邻间有相互作用.求体系的配分函数. 

一 经典气体由带电粒子构成.证明该气体的磁化率为零. 

证明： 体系的自由能 F 与温度： T 及体系的配分函数的对数 biZ 有关系 F 
—々 ThiZA 是玻尔兹曼常数•证明玻尔兹曼气体的自由能具有可加性. 

7 - 37试由正则分布证明：体系的熵 S = —k 式中 


7. 34 


7. 35 


7 - 36 


朽是体系处在状态 s 的 


概率, 


试由正则分 布证 明：由 TV 个粒子构成的经典体系遵守广义能量均分 定理: 
XidH/dxj = d tj kT , H 是体系的哈密顿量 ， a ，而 是广义坐标或广义动量. 

7 . 39 试由广义能量均分定理证 明：由 iV 个粒子构成的经典体系遵守位力定理 

徹 T ， 式中吻是第/个广义坐标，乃是作用在自由度/上的 


7. 38 


力 


40 试由位力定理证 明：有 限气体构型在 y = c p / c v = 5/3 时，总内能等于总动能 ; 

在 y >4/3 时，能够处于牛顿引力平衡. 


7 . 



题意要览 


7.41 粒子做一维振动，恢复力正比于位移及位移立方.试由位力定理求体系的热容 


7. 42磁偶极子构成定域系， # = 3[( M , • R )( M 2 • - M 2 )^ 2 ]/ i ? 5 是两个磁 

偶极子的相互作用势能.在 k = M , M 2 / kTR ^\ 的高温极限下，求偶极子间的 
平均作用力. 

7.43 三个自旋构成定域系，有最近邻耦合，有外场.列出体系的微观态、能级、简并 

度.给出内能,熵及磁矩的极限值.画出 CH ( T,K = 0)- r 曲线.求配分函数 
及磁矩. 

7. 44自旋点阵的哈密顿童为阶一邱•求自由能、临界温度.求 

I fl £ 

磁矩及比热的临界行为. 

7. 45求硬球气体的经典配分函数及内能.由量子配分函数能得到相同的结果吗. 
7.46 经典气体的粒子间有刚球势.求定容比 热容. 求物态方程的位力展开系数. 

7. 47粒子间有作用势企证明气体内能.给出 

7. 48原子在 X 轴上，两原子间的作用势 Uix )^ Uolia / xy 2 ~2{ a / xy ]. 遵守经典 

统计.求 (/ Or ) 的极小值.求原子间的平均距离及线膨胀系数. 

7.49 某体系最多有一个粒子，每个粒子具有两个非简并能级.求体系的巨配分函 

数， 平均粒子数,每个能级的平均占有数. 

某体系最多有两个全同粒子，每个粒子具有两个非简并能级.求体系的巨配分 
函数，平均粒子数，每个能级的平均占有数. 

7.51 某体系最多有两个费米粒子，每个粒子具有三个非简并能级.求巨配分函数及 

平均粒子数. 

7. 52某费米气体的粒子只具有一个非简并能级•试 证:涨 落量^3 

式中 

某费米气体的粒子具有一个二重简并的能级•求巨配分函数及粒子数的涨落 


7. 50 


— A^(l 一 N) ， 


7. 53 


7.54 某费米气体的粒子具有一个简并度 g = 2 的能级 e ， 并且如果两个状态全被占 

住，则气体的能量为无限大.证明气体的平均粒子数为 W = 2/{ ex p [( e — 沁/ 

^T] + 2}. 

^体系#具有一个非简并单粒子能级的玻色气体.试证明涨落量 "^77= 

及 (1+ 及），式中 么 n = n-¥L 

某体系具有一个非简并单粒子能级，遵守仲统计 (parastatistics) ，这里最多有 
两个粒子为同一个量子数集 给定. 试求粒子数及能量的平均值. 

证明玻尔兹曼气体的巨配分函数可以写成 H = exp [ S,exp 
证明费米气体的巨配分函数可以写成 Il . Cl + expC - a -^)]. 

证明玻色气体的巨配分函数可以写成 IL [1 

证明 ：气体 的压强/>，体积 V %温度了与气体的巨配分函数的对数 InS 间有如 


7. 55 


7. 56 


7. 57 


7. 58 


7. 59 


—exp ( — a—/?£,)] 


— 1 


7. 60 
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下关系 ：pV = kT \ nS . 这个关系是统计力学与热力学间的重要桥梁或纽带. 

k 2 H / Wn/w ，式中户 ATs 是体系具有粒 


7. 61试由巨正则分布证 明:体 系的熵 S 

子数 W ， 处在状态 s 的概率. 

吸附面有 iV 个空位.在吸附面上，粒子具有束缚能 e 。. 求吸附气体的巨配分 
函数.求覆盖率. 

7.63 吸附在金属表面上的分子构成二维理想气体，分子能量 e = mz ； V 2 — e Q ， e 。 是束 

缚能.求吸附分子的化学势.求单位金属表面吸附的分子数的平均值元. 

7.64 证明 n 型半导体导带中的电子数密度 n 遵守方程 W D — 仙)/如=(队/2) • 

找？（一£,以：0,队= 2(2咖打7/1 2 ) 3/2 是寻常电子的“有效能级密度”,瓦= 
五 C — 五!)是施主的电离能. 

8.1 气体的玻尔兹曼分布函数可以含五个待定参数.试用气体的分子数密度，分子 

平均速度及分子的平均动能确定这五个待定参数. 

8.2 证明经典理想气体中速率小于最概然速率的分子数与分子总数的比值和气体 

温度无关.求这个比值. 

8.3 求经典理想气体分子能量的平均值、方均根值、最概然值. . 

8.4 求经典理想气体两个分子总能量的概率密度及平均值. 

8.5 求热发射光谱的谱线强度，谱线波长的平均值及弥散宽度. 

8.6 若分子在《维空间中的平动能量与动量的$次方成正比. 证明： 关系式 pV = 

sU/n 适用于所有理想气体, t / 是体系的与分子平动相关联的能量. 

8.7 气体分子与器壁碰撞时把能量的《部分传给器壁.求气体在单位时间传给单位 

面积器壁的能量. 

8.8 压强为 p 的气体分子经小孔泻流后打在半径为 i ? 的圆盘上.求泻流分子施加 

在圆盘上的力. 

8.9 汞蒸气通过小孔凝结在收集屏上.求屏上汞的质量与极角及时间£的关系. 

8. 10证明 ：气体 在单位时间与器壁单位面积碰撞的次数为 r ^ nv /4 y v 是平均速 

率.这个关系同样适用于理想气体及粒子间有相互作用的气体. 

8.11 已知水面上方的饱和蒸汽压，求单位时间从单位面积水面蒸发出来的分子数. 
8. 12 证明： 在给定温度下，汞蒸气被迅速抽走时，液体的蒸发速率 r 与平衡蒸汽压 

P 成正比.在温度0 C ，衆的平衡蒸气压/> = 1. 85 X 10- 4 mmHg . 试估计 r 的数 


7 . 62 




值 


气体通过平面上的小孔 A 泻入真空.证明泄漏速率为 A ( np / 2 nm) l/ K 求 

泻流气体在 * r 方向上的速率分布函数.在进入真空后，气体分子的平均动能 
有无变化？ 

证明： 经典理想气体的两个分子的相对速率的平均值为5= vr [，式中 
V 秘 77 tt w 是气体分子的平均速率. 

混合理想气体由两种分子组成，温度为7 1 .两种分子的质量和数密度分别为 

试求一个第一种分子与第二种分子碰撞的平均频率. 


8. 13 


8. 14 


8 . 15 


Wl，《i 及 


m z ^n 2 


* 


题意要览 


8. 16 对定域体系， i 正明熵 S =-~ NkTi , PilnP ^ P t 是粒子处在量子态/的概率. 

8. 17 对玻尔兹曼气体，证明 熵5=—是 H /, In /, + W ，/, 是在量子态 z + 上的占有 


数 


8.18 某体系由具有两个能级的粒子构成.求体系的内能，热容量及熵.讨论 T-OK 

及了 — OQ 两种极限情形. 

8. 19 某体系由具有两个能级的粒子构成.求体系的化学势、自由能、熵、压强及定压 

热容量. 

8. 20某体系由具有两个能级，且高能级简并度为二的粒子构成.求体系的熵和热容 


8. 21试证 明：在 髙温下，理想气体的熵3(/^,7\7) = 2. 5 A ^ — A ^ ln ( Aa 3 /10, 式中 

为德布罗意热波长. 

8.22 求两异种气体 He 4 与 He 3 及两同种气体 He 4 与 He 4 在混合前后的熵变. 

8.23 圆柱形容器盛有经典理想气体，容器有一个可以上下运动的活塞.在活塞上突 

然放一重物,求气体熵的改变量. 

一系统由两个近独立定域子系构成.求系统的量子态数，平衡分布，内能，熵， 
自由能及化学势. 

8. 25 “量子体积 ” V Q = a 2 /27 cm ^ T ) 3/2 .证明 ：经典 理想气体在“量子体积”内的平均 

粒子数远少于一. 

8.26 试导出经典理想气体的能量概率密度. 

体系由具有两个能级的粒子构成.求粒子的平均能量及体系的热容量.讨论 
r —0 K 及 T — ^两种极限情形. 

28玻璃的任一原子/可占住稍有差别的两个位置，因而可有两个能级士4.若4 

= 4与/无关，或4<4)，求玻璃的热容量*讨论 kT < Ao 时的低温行为. 

在低温下，只须计及粒子的三个最低能级•若它们都是非简并能级，求粒子的 
平均能量及热容量.证明温度足够低时，高能级是“空的”. 

某晶体具有两个格点，两个粒子.每个格点有三个能级.求晶体的平均能量及 
能量平方的平均值. 


8. 24 


27 


29 


鼉 


8. 30 


已知 （1) 氦气的压强、体积和粒 子数； （2) 某经典气体的粒子数 分布； （3) —个 
以恒定速率吸热的样品在七个时间的熵;试分别求出这三个体系的温度. 

写出与氢原子内部能级对应的配分函数，它发散吗?这一性质是否与能量零点 
的选择有关，对平均能量有何影响.如果氢原子是处在一个容器内，结果有何 


8 . 31 


8. 32 


不同 • 


已知某恒星大气中氢原子的平均动能为 1 . OeV . 求该恒星大气的温度.求氢原 

子第二激发态与基态的占有数之比 •求 电离原子数，它与第二激发态占有数 
同量级吗？ 

若气体原子有两个内部能级.已知能级的能量与简并度，求气体比热. 

试述麦克斯韦-玻尔兹曼能量分布律，它何时会失效_若在某处的大气密度只 


8 - 33 


8* 34 


8* 35 
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是在海平面处的一半，求该处的高度. 

8. 36 —经典理想气体在重力场中，试求它的等容比热. 讨论 T —0 K 及 T 


时的 


极限 


在旋转圆筒中，气体处于热平衡，遵守经典统计.写出旋转参考系中的哈密顿 
量.求体系的配分函数及粒子数密度分布函数. 

离心器旋转的时间足够长，器内粒子的分布已达到了平衡.求粒子数密度 w 与 
向径『的关系. 

求单原子经典理想气体分子的最概然速率、平均速率及平均速度. 

用粒子数密度及平均速率表示出经典气体在单位时间与器壁单位面积碰撞的 
次数. 

在氩气中混有少量钠蒸气.估计钠谱线 5896 人的多普勒展宽及碰撞展宽. 

8 - 42 热电子气体经小孔形成的电子流，进入一个电势为的减速电场.求单位时 

间穿过这一电场的电子数. 

电子从温度为 800 X ： 的表面蒸发，表面外的钠正离子数为钠原子数的一百倍， 
氯原子数是氯负离子数的一百万倍_钠的电离势 0=^ IV . 求氯的电子亲和 


8, 37 


8, 38 


8. 39 


8. 40 


8. 41 


8. 43 


势， 


热等离子体由正负离子构成 • 求库仑相互作用的力程. 

氣化钾是无色透明的离子晶体.求禁带宽度，热容量.讨论其磁性. 

童子磁偶极子可有两个取向 • 求磁偶极子体系的平均磁矩 • 求总磁矩为零的概 


8. 44 


8. 45 


8. 46 


率 


一顺磁固体由 W 个自旋量子数为 s 的粒子 组成. 粒子在格点上固定不动.试 

求 （1) 配分 函数； （2) 内能； （3) 热容量 ； （4) 熵； （5) 磁矩. 

在磁性粒子的稀溶液中，如果磁偶极子可以任意取向，或只能有两个取向，求 
磁化率. 


8. 47 


8* 48 


8. 49 在温度了 = 4 000 K ， 化学反应 H-p + e 达到 平衡. 写出气体化学势的表 达式. 

给出平衡条件，并计算电子数密度.估计有一半氢原子被电离时的离子浓度 • 
8. 50 氢气与金属在 T -300 K 达到热 平衡. 已知金属逸出功 w ， 氢原子离解能及电 

子亲和势，求找到 H +， H °， H - 的相对概率,若找到后两者的概率相等， 

若 kT 《 m e c 2 ， 但氢原子完全离解，并有反应 


8, 51 


十 e-oe —+ e —+ e _ + e + 和 e ~ + 


p - e _+ p + e -+ e ' 求正负电子的化学势 • 求气体的温度. 

自旋1/2的原子构成刚性晶格 • 求配分函数,总磁矩及熵. 

一顺磁物质在磁场// 中. 试用经典统计求顺磁物质的诱导磁矩及比热容. 

原子具有固有磁矩，遵守经典 统计. 求磁矩与磁场平行及反平行时的概率密 
度.求髙温及低温极限下的平均磁化强度与磁化率. 

8 - 55 量子磁偶极子可有 2 J +1 个取向.求配分 函数. 求平均磁化强度，讨论高温 


8. 52 


8- 53 


8. 54 


极限 


已知分子的电偶极矩 • 忽略量子效应，求分子的电极化率与热容量.指出能忽 
略量子效应的条件. 


8. 56 
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8. 57极性物质(例如 HC 1， H 2 0 等)的分子有永久电偶极矩/ >. 若有电场 五, 求极性 

物质的平均极化强度.讨论 kT»pE 时的高温极限. 

8. 58 —个 / iC 电路用作温度计.求噪声电压.讨论高温与低温极限. 

8.59 在一维势场中，粒子具有势能 i >= ax 2 + 7 x A . 求经典粒子体系在这个一维势场 

中的平均能量.讨论高温及低温极限. 

8,60已知振子的势能为 7 Cr ) =cx 

置的修正. 

8, 61已知双原子分子的振动能量为 e v = p 2 ( 2fi + aq z (2 — bq 3 + cq\ 求振动配分函 

数.求非谐振动能量项对热容量的贡献. 

8.62 求三维量子转子体系的自由能、熵、内能及热容量•讨论高温极限. 

8. 63求经典异核双原子分子气体的热 容量. 求量子异核双原子分子气体的配分函 

数，内能及热容量.讨论高温及低温极限. 

8. 64 —气体由具有平动，转动及振动自由度的分子构成.证明气体的热容量等于这 

三部分各自贡献的和，但压强只与平动有关. 


~ fx \ 求非谐振动项对热容量及平均位 




8. 65求一维及二维量子谐振子的配分函数、平均能量 • 一维经典非简谐振子的势能 

为 VU ) 


求振子的热容量及平均位移量， 

8. 66氢分子中两原子的相互作用势能为 y - D { exp [-2 a ( r ~ r 0 )]-2 exp [- a ( r - 




r。）]}. 计算分子转动及振动开始对比热有贡献的温度.求 T = 25K,250K, 
2500K ， 10000K 时的定容及定压比热. 

8. 67推导双原子分子气体振动比热的表达式_讨论及 T <6 时的高温及低温 

极限，0=^。/是. 

8. 68求一维量子谐振子的能量平均值及涨 落值. 讨论高温及低温极限. 

8. 69量子谐振子的能量为 e«=(m + l /2) Ay - 1 . 求体系的内能17，比热容 c v . 画出 

ran 及^(了) 草图. 确定体系的状态方程.求第 m 个能级的振子数. 

异核双原子分子气体的比热，在不同温度范围取不同的特定值，如图所示.试 

解释之.求温度 T = 20K,100K,300K 时,转动对比热的贡献. 

8.71 量子转子的能量护/2/，简并度心= 2)+1•写出配分函数的一般表 

达式，证明在高温下，求和可用积分 近似. 求内能及热容量，讨论高温及低温极 


8* 70 


限 


8.72 求经典与量了转子体系的内能及热容量.讨论低温及高温极限. 

8.73 在温度为20, 4 K 的液氢中，多数氢分子都处在转动角动量为 / T 的状态.解释 


之 


8*74 氢气温度从 1000 K 迅速冷到 20 K 时 ，分 子核自旋不变•求分子的平均能量， 

8 - 75氢气中正氢分子数和仲氢分子数之比与温度的关系如图 所示， 求这曲线的理 

想表达式.求 T -100 K 时的函数值. 

求出仲氢分子及正氢分子转动能级的第一激发态与基态间的能量差々乳与 

紐 求氢气在温度远高于及远低于 d 0 ， e ' 时的定容比热容.求 r = d 0 /2 时的定 
容比热容. 


8- 76 



热学、热力学、统计物理 


XXIV 


8.77 在“髙温”达到平衡后，仲氢占多大比例.在低温，正氢几乎全部转化为仲氢，为 

什么这种转变释放的能量远大于核自旋改变时释放的能量. 

8. 78 7 N 14 核的自旋 7=1. 在通常温度下 ， N 2 分子可以转动，但不振动.求正分子与 

仲分子 N 2 的相对丰度.讨论 r —0 K 时的相对丰度. 

8.79 摆与热库弱耦合.求摆的位移量的平方平均值. 

8. 80线的两端固定，线上一质点绕固定轴旋转，与环境热平衡.求线所受张力 

根金属丝处于热平衡.求金属丝中点位置的涨落. 

8.82 针状尘粒悬浮于充满气体的盒子中，处于热平衡.尘粒角动量与其对称轴是近 

于平行还是近于垂直.解释之. 

8. 83氢气的温度 r =300 K , 可忽略分子 振动. 求氢分子的质心速度、转动角速度、 

定容及定压 mol 比热容. 

8. 84 热噪声.一个电子线路与环境处于热平衡.求通过电感的方均根电流. 

8.85 若 z 为坐标或动量，粒子能量 ，试由玻尔兹曼统计证明单个粒子的平 

均能量互= 々772.陈述能量按自由度均分定理. 

8.86 估计室内空气的分子数与 能量. 多少热童能把 lmol 大气加热 20 V. 冰箱做多 

少功能使 lmol 大气降温 2C. 

由基本原理导出费米-狄拉克分布，讨论其 性质. 占有数是能量的 函数; 但一个 

能级的能量与能量零点的选取有关，而占有数与能量零点的选取无关，这是否 
有矛盾. 

9. 2试证:在费米能级附近， 一 a // ae = l /4々7" ，式中，/是费米-狄拉克分布函数.这 

样，温度愈低，分布函数的倾斜度 | a // h | 愈大. 

在金属内部，电子是处在一个方形势阱中•在真空二极管内，板极具有负电压. 
试从泡利原理出发，导出真空二极管的电流公式. 

(1) 为什么费米-狄拉克分布适用于金属中的导电电子 气体？ 它怎样修正了电子 
对比热容的贡献？ （2) 为什么热发射产生的电子气体遵守麦克斯韦-玻尔兹曼统 


8. 81 




9. 1 


9, 3 


计 


弱简并费米气体的逸度 A 可按非简并费米气体的逸度^展开成幂级数，求展开 
系数.求弱简并费米气体的化学势和巨配分函数. 

已知弱简并费米气体的巨配分函数，求化学势、内能、压强、熵、自由能及焓. 

S j[/>ln/y+ (1 ~/j)ln(l 为单粒子量子 

态）上的占有数.求在/,<<1时，傭的约化表达式. 

8如果声子遵守费米-狄拉克分布，固体比热的德拜理论会给出什么结果. 

若气体的两个单粒子态的差别仅仅是具有不同的自旋 z 分量，则这两个态不能 
同时被占住.试导出这种气体的平衡分布. 

试述玻尔兹曼统计与费米统计在基本假设上的区别.按两种统计分布，在两个 
温度下，画出能级占有数与能量的关系曲线.它们对金属比热的预期与实验结 

果是否一致. 

关于室温下的氮气，铜电子气，半导体锗中的电子与空穴的浓度等问题，需要 


9, 5 


9. 6 


9. 7 证明费米气体的熵 5 


—k 






9. 9 


9 . 10 
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用什么统计处理. 

9.12 由费米分布导出化学势与粒子数密度《等的关系.证明在 «AK<1 时，费米分 

布化为玻尔兹曼分布.画出在了 = 0K 及 T = 时 JV, 随£,的变化图. 

的束缚态.求在连续 


9.13 电子可以是处在自由状态或是处在一个能量为 

谱处的态密度.求低温近似下的化学势及自由电子数密度. 

9.14 试证能量比化学势高 A 的量子态被占有的概率，等于能量比化学势低 4 的量 

子态不被占有的概率.对给定的态密度，给出确定;《的方程，//怎样随 T 变. 
9.15 容器内有正负电子及平衡化学反应 y-e + +e™. 如果正负电子数相等，求化学 

势，求 kDm / R kT < m e c 2 时的电子数 密度; 如果正负电子数不相等，电子 
化学势求正电子的化学势及在 ^ r»^»m e c 2 时的净电荷密度. 

9.16 对髙温极限下的抗磁性,量子统计与经典统计的结果不同.求量子化电子能级 

的简并度.求电子气体的巨配分函数及高温磁化率. 

9.17 已知费米气体的粒子数及体积，求 r 〜 0K 时的费米能量，动量，温度.求平均 




速率 


9.18 已知铅的质量密度及费米能，求电子数密度、原子数密度及化学价. 

9. 19 证明： 在温度7’〜 0K, 三维电子气体的内能 £ G = 3iVe F /5，e F 是费米能量.求证 

体积模量 B —~~ V { dp / dV ) T ^ o ~ 10£ 0 /9V. 

9. 20 在一 个理缚 晶体中，电子能量为 Eik ) = { a + bk 2 ) m . 求态密度、费米能量.能 

量为 2 E g = 4 W 的光子能在带间直接感应光学跃迁，试计算与这一跃迁相 
应的 々值. 

9. 21 已知电子能态密度为 IKeXnzZ^iXeCO)^^ .求 T^OK 时的费米能量. 

在 r 关 0K， 导出非简并条件.证 明：在 强简并条件下，电子比热与温度成正比. 
9.22 已知电子及中子气体的粒子数与体积.试计算费米波长与费米能量. 

9.23 已知费米能量.试分别对非相对论与极端相对论粒子，求费米气体在温度: T& 

0K 时的平均能量. 

9. 24 求一维电子气体的能态密度及在温度 T^OK 时的费米能量. 

9. 25求自由电子气体在温度 r^OK 时的化学势.已知金属中的电子数密度《 = 

10 2 Vcm 3 , 试计算电子在温度 T^OK 时的费米能量. 

9. 26 求电子在温度 T^OK 时的最大动能.试对边长为 100 人 的立方体铜中的电 

子，求第一激发态与基态间的能量差，并与能量々了在 T = 1 K 时的值作一比 


较. 


9.27 已知电子气体的粒子数及 体积. 求气体在温度 T^OK 时的能量及压强，并与 

分子运动论的结果做一比较•列，举两种不能用经典统计解释，但可用量子统计 
解释的性质. 

9 . 28已知金属电子气体的电子数密度和费米能量•求 T ^ OK 时的等温压缩系数. 

已知原子的质量，核自旋及核磁矩.如果费米气体在温度 T ^ OK 时能被外磁 
场 10 5 Gs 完全极化，求粒子数密度的最大值. 

个费米气体原子核模型，假定核子是在核体积内自由运动的强简并费米气 
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体.试计算单个核子的动能，以 MeV 为单位. 

个极端相对论电子气体，温度 T ^ OK . 求它的压强与能量及体积的关系.要 

该结果近似正确 ， iV 与 V 应满足什么条件. 

9.32 求强简并费米气体的巨配分函数 S = S («,/?, F )， 巨势 

9. 33已知强简并费米气体的巨配分函数 S = 求化学势、内能、压强、自 

由能、熵及焓. 

9.34 已知强简并费米气体的巨势《/= 4 /(了，\^，户）,求化学势、内能、压强、自由能、熵 


9. 31 


▲ 


及焓 


9.35 已知强简并费米气体的压强的表达式，求等压膨胀系数、压强系数、等温压缩 

系数及等温弹性模量. 

9.36 已知强简并费米气体的熵及压强的表达式，求绝热过程方程. 

9. 37已知强简并费米气体的熵及压强的表达式，求绝热压缩系数和绝热弹性模量. 
9.38 已知强简并费米气体的熵及压强的表达式，求声速. 

已知强简并费米气体的内能及压强的表达式，求定容热容量.定压比热容及比 


9. 39 


热比 


9-40 求强简并费米气体的 Joule - Thomson 系数及反转曲线方程. 

9-41 在温度: T &0 K , 金属被拉伸.求拉伸后，电子气体的费米面，能量及温度. 

一种粒子具有自旋 I / 2 ,磁矩试求低温及高温量子磁化率，并与经典磁化 
率做一比较. 

9.43 求极端相对论强简并费米气体的巨配分函数和巨势. 

已知极端相对论强简并费米气体的巨配分函数，求化学势、内能、压强、自由 
能、熵及焓. 

已知极端相对论强简并费米气体的巨势，求化学势、内能、压强、自由能、熵及 


9. 42 


9, 44 


9 - 45 


焓 


取基态能 量为零•在 kT « ju 0 的低温下，定性讨论能量、比热容 、熵、 自由能及 
化学势等与温度之关系的主要项， 

9*47 已知态密度 曲线. 在温度了〜 0K 及 T^OK 时，导出电子数与化学势及态密度 

的关系•在 kT 《 p 的低温下，导出化学势与温度的关系. 

9-48 钠的电子数密度为 « = 10 22 /cm 3 . 试计算费米能及比热的近似值，以 eV 表示. 

画出三维电子气体在波数 * 空间中的费米 球壳. 确定 T ^ OK 时的々的最大值 
及费米能.论证电子对比热容的贡献与温度成正比. 

画出金属定容比热与温度的函数关系 4 为什么金属自由电子对比热容的贡献 

正比于温度. 


9, 46 


9 * 49 


9 . 50 


求三维强简并电子气体的定容比热容.求固定磁场中自旋对磁矩的 贡献. 

52 已知电子气体的 W 和 V ，盒壁为无限高势垒.求比热容，磁化率，压强及平均 


9 . 51 


9. 


动能 


已知气体的〜和 V ，费米子与磁场的作用能为±仰//•求在温度: T &0 K ， 费米 
气体的化学势、平均能量、压强、泡利自旋磁化率. 
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9.54 3 He 与 4 He 的混合物在低温下分成两个相，均近于强简并费米气体.试计算费 

米能，估算浓缩相的低温比热容.求升温所须的热量，在两相转变中所吸收的 


功率 


9.55 白矮星可看作是由强简并极端相对论电子气体和氦核构成.求费米能量内 

能 " 及简并压强以导出临界质量 Afc 的表达式. 

9.56 如果粒子数密度足够大,中微子星可看作是极端相对论强简并费米气体.求星 

体质量与半径的关系. 

9. 57 —白矮星含强简并电子气体.若费米动量求电子数密度及压强. 
9. 58 一白矮星由极端相对论电子与硅离子构成，电子数密度％ = 14礼，求电子的平 

均能量•若气体密度/ >==10 9 g / cm 3 ， T ' = 10 8 K ， 离子气体遵守玻尔兹曼统计，试 
检验平均能量 E e »£, . 证明白矮星质量可用基本物理常数表示. 

9.59 若白矮星半径为 2X10 9 cm, 脉冲星半径为 10km, 都具有太阳质量 2 X 10 33 g, 

原子完全电离，求费米能.如温度为 10 7 K ， 讨论电子及核子的简并性. 

9. 60若在温度 T 〜 0 K ， 反应 p+e + O . 8 MeV — n 能发生，求最小电子数密度.估计 

中子星密度的下限. 

9. 61假定中子星由非相对论中子气体构成.中心有一质量为 M ， 半径为 r Q 的重物. 

求「>「。处的中子密度. 

9. 62求宇宙早期的平均粒子数密度和能量密度，求它们与体系尺度的关系.若了〜 

10 n K ， 假定电子与正电子间无作用是否合理.求粒子间碰撞的平均自由时间. 
10.1 一个气体由具有两个能级1与2的玻色子构成.若 WiV 2 = 2, 求气体温度. 

10. 2证明非相对论性理想气体的压强/> = 2«/3,极端相对论性理想气体的压强 

户 = M / 3 , 式中 u ^ U / V 为内能密度.这些结果同样适用于理想玻色气体与理 

想费米气体. 


-是 H ,[/ J n /,-(l + /,) ln ( l +/,)],/, 为单粒子量子 

态 i 上的占 有数. 求在 /)《1 时，熵的约化表达式. 

证明: 在粒子间平均距离^远大于热运动的德布罗意波长 A 时，玻色分布化为 
玻尔兹曼分布.若 d ：» A , 试求粒子的平均能量，要求准确到一阶修正量. 

弱简并玻色气体的逸度 A 可按非简并玻色气体的逸度^展开成幂级数，求展 

开系数.求弱简并玻色气体的化学势和巨配分函数. 

已知弱简并玻色气体的化学势及巨配分函数的表 达式. 求内能、压强、熵、自由 
能及擒. 

一个容器中盛有强简并玻色气体，容器外为真空.求单位时间从容器小孔逸出 
的分子数. 

10, 8简述 M - B ， F - D ， B - E 三种统计,注意它们间的差别及与粒子全同性的联系.在 

什么情况下这些差别变得不重要•在什么温度范围，必须用量子统计处 理二维 
中子气体. 

9求玻色气体在低温极限下的内能与热容量，为什么可把玻色气体的低温化学 


10.3 证明玻色气体的熵 *5 = 


10. 4 


10. 5 


10. 6 


10. 7 


10 
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势取作零.证明光子气体的能童正比于 r 4 . 

若动量空间中的约化密度矩阵是对角矩阵，即 W 凡 ， 凡） = f ( Pi ) s PvP2 ，证明 
坐标空间中的密度矩阵的对角元素为常数. 

10. 11确定 r 表象中的单粒子密度 矩阵内 （ r ) .求自由玻色子的内（/0在 T 〜 T C ， 

r -^ oo 时的渐近行为. 

10. 12证 明：在 n 维空间中，辐射能量 £ oc ： T , 固体比热容 COCT 〃.给出与空间 

维数 n 的关系.求单原子分子的比热比 7与 n 的关系. 

10. 13太阳表面温度为 5500 K ， 半径为反 = 7 X 10 5 km , 地球半径为 6. 37 X 10 3 km ， 

太阳和地球的平均距离为 1. 5 X 10 8 km . 试估计地球表面的温度. 

10.14 如果太阳像一个直径为 10 6 km , 温度为 6000 K 的黑体，它在波长 3 cm 处的每 

兆周带宽内发射的微波功率是多少？ 

10.15 导出黑体辐射的谱辐射强度 /( A ). 求谱辐射强度的极大值的位置及总辐 

射强度/与温度 T 的关系. 

10.16 求黑体辐射的巨配分函数 S = SU ,/3， V ); 求黑体辐射的压强、内能、焓、定容 

比热容、定压比热容、熵及自由能. 

10.17 光子气体的化学势是多少.确定光子数密度与温度的关系.求光子气体的能 

谱密度及能量与温度的关系， 

10.18 证明光子气体的压强 p = U /3 V . 求内能 U 与温度 T 的关系. 

10.19 试求⑵与 a >+ dco 间的平均电磁能密度.求总电磁能密度与温度的关系. 

10. 20 导出经典电磁辐射的 Rayleigh-Jeans 公式. 导出光子气体的普朗克公式.求 

小孔在单位时间辐射的能量与温度的关系. 

求光子气体谱能量密度取极大值时的圆频率.该角频率在绝热膨胀过程中如 
何变化. 

10. 22 He - Ne 激光的波长为6328 A , 弥散角为 1( T 4 弧度.面积 1 cm 2 的黑体与 He - 

Ne 激光具有相同的单色光功率 lmW . 求黑体温度. 

10-23 证明 :光子 气体的光子数心) 3 ，《是一个无量纲常数.求定容比热 

与温度的关系. 


10. 10 


10. 21 


为什么宇宙膨胀是绝热过程不是等温过程.如果宇宙的体积比它现在的体积 
大一倍，微波背景辐射的温度会是多少.求背景辐射的能量密度. 

求微波背景辐射的光子数密度与温度的关系.计算 T = 3 K 时的光子数密度. 
哪类实验给中微子气体的温度确定了最好的上限•宇宙中微子温度的上限是 
多少.按标准大爆炸理论，宇宙中微子的温度会是多少. 

10.27 设宇宙球形腔的半径是10 
10. 28 


10. 24 


10. 25 
10. 26 


2S 


求宇宙的光子数及光子总能量. 

有 3 iV 个谐振子，振动频谱为 g ( v ) = 7 v 2 t 试用最大振动频率和 W 给出 
求出体系在低温下(々: T 《如 _) 的热容量. 

一 维分子晶体由 W 个双原子分子构成.每个分子可在它所在的格点上自由 
转动.试求晶体的热容量 C . 

在低温下，固体中的声子，金属固体中的电子，超导体中的电子，绝缘体中的 


cm 


普 


10. 29 


10. 30 
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电子等元激发气体的比热与温度的关系是什么？ 

10. 31求固体的巨配分函数 S = SO ，/?， V ); 求固体的内能、定容热 容量; 讨论高温 

与低温极限. 

10. 32试由固体比热的实验值确定它是导体还是绝缘体.若态密度 

9 € 2 /(—) 3 ;否则.求原子位移量平方的平均值.讨论髙温与低温极限. 

10. 33石墨具有层状晶体结构.实验发现，低温下石墨的比热与温度的平方成正比. 

如何用德拜理论解释？ 




V^i—cos(2Kn/AO) ， 试用量子统计求 T 


维晶体的本征频率为 
时的定长比热容.证明 T —0 K 时，比热容公式为给出 a 和 y 


10, 34 


co„ = co 


oo 


10. 35按照玻色-爱因斯坦分布，证明 eo )/： T <0,( a /// aAOv ,： r > 

0,£ o 是基态能级的能量;化学势及其导数均是连续函数，无突变. 

10. 36按照玻色-爱因斯坦分布，证明 （ aM )/ ar ) w < o ，（ a 凡 / ar ) Ar , v > o ， iv 。 是基 

态能级的占有数，— iV Q 是激发能级的占有数. 

10. 37按照玻色-爱因斯坦分布，证明 limiVo = A ^, lim /^=£：()， e 。 和 iVo 分别是基态能 

T '♦OK T 1 —►OK 

级的能量和占有数. 

10. 38证明存在一个温度: r 3 〃, 当了 = 7^/时，三维玻色气体的单粒子基态能级的占 

有数 N 0 > N /2 为气体粒子数.给出 r # 的表达式. 

10.39 证明存在一个温度: Tw , 当了二了讲时，二维玻色气体的单粒子基态能级的占 

有数 N q > N /2 9 N 为气体粒子数.给出 7 V 的表达式. 
lo . 40证明存在一个温度 r 1 JV ， 当: ，一 维玻色气体的单粒子基态能级的占 

有数 N 0 > N /2 ,N 为气体粒子数.给出 T 1 N 的表达式. 

10.41 如果构成理想气体的近独立粒子只具有非简并能级，则这种理想气体不会有 

粒子按单粒子能级的最概然分布.试讨论之. 

10.42 若气体由6个玻色子构成，每个玻色子有四个能级，气体总能量£==12.试分 

别按玻尔兹曼统计与玻色统计确定各可能分布出现的概率.确定最概然分 


布. 


10. 43 证明: 对具有简并的及非简并的单粒子能级的玻色气体 :非简 并能级&上的 

最概然占有数不为零的必要条件是# = 简并能级必上的最概然占有数 
是 =( 私 一 l )/[ exp ( a + 沒 e A ) — 1]，式中 a = —轉卩，卩 =\/ kT . 

按照具有非简并单粒子能级的玻色气体的最概然分布，证明玻色气体向非简 
并单粒子能级的凝聚，是一级相变或零级相变. 

按照具有非简并单粒子能级的玻色气体的最概然分布，证明玻色气体在圆盘 

型势阱中只能向一个非简并单粒子能级凝聚;在雪茄型势阱中，则可以向几 

个非简并单粒子能级凝聚. 

画出单粒子态密度及能级占有数与能量的关系曲线.求玻色气体的凝聚温度 

求它在 T < T C 时的化学势及粒子数密度与总能量的表达式. 

为什么认为二维及一维玻色气体不能实现玻色凝聚. 


10. 44 


10. 45 


10. 46 


7 


10. 47 
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lh 1某气体粒子的能量 e = ap £ , p 为粒子动量.求气体压强尸与能量密度 M 的关 


系 


11.2 某理想气体装在半径72的球形容器内，温 度为: T 气体分子的质量为 m ， 分子 

数密度为设气体分子与容器壁弹性碰撞，求气体对器壁产生的压强. 

11.3 估计宇宙射线中的质子在海平面附近的平均自由程， 

I 

11.4 金属中的电子-电子碰撞平均自由程很长，为什么.定性讨论其与温度的关系. 
11*5 求空气中氮原子碰撞的平均时间间隔.在 T 〜 0 K , 若费米动量 = 试计 

算简并电子气体的粒子数密度. 

11.6 容器被隔成盛有氦气的两半，温度分别为 150 K 和 300 K . 隔板有小孔.孔径如 

何决定达到稳态的 过程. 若平均自由程远大于或远小于孔径，求两边气体的 

平均自由程之比. 

11.7 估计空气分子离开原地 5 m 所需的时间. 

11. 8呼出的分子需多长时间才能以可观的概率扩散到 lm 远处？ 

氢原子间的有效作用势尺度约为4 A . 估计原子-原子散 It 基本上是 S 波散射 
时的温度. 

证明:光子气体的压强等于能量密度的1/3;若器壁能全反射，则绝热方程为 

常量，求 y 的数值. 

证明 :光 子气体对理想反射壁的压强 p = u /3 . 用热力学理论证明光子气体的 
内能密度“及压强都只与温度 r 有关，导出 p ( r ) 的函数形式. 

已知某气体含待定参数的压强比热容表达式 /> cr ， TO ， c v cr ， v )， 求待定参数 

间的关系.求 u ( T，vm >07, F ) 的表 达式. 若为经典理想气体，对待定参数 
有什么限制. 

11. 13 声速可用绝热压缩率表示 

率，分子平均自由程及其与特征波长之比，特征频率与碰撞频率之比.解释 
“绝热”近似的合理性. 

11-14 声速 v = V 絕热弹 性模量/密度,验证此公式的量纲正确性.空气声速为 340 m/s 

时，分子方均根速率为 500 m / s , 为什么传声过程是准静态的. 

对零温极端相对论理想费米气体,给出气体的能量密度 ，压 强及状态方程.推 
导小密度涨落的传播方程.求声速的表达式. 

推导空气分子平均自由程的粗略表达式.求慢分子及快分子的平均自 由程. 

17海平面温度为 300 K ， 求氢气的多大部分能逃脱地球引力场.若上部大气厚度 

为 100 km ， 估计一个具有地球逃逸速度的分 子要逃 离大气所需的时间. 

气体由两种分子构成，碰撞截面为 j |% 2 1 ，|% 2 1 为相对速度的大小•求质心 
动能的平均值.求不同种分子间的碰撞速率. 

已知氩气和氦气的分子量及它们在标准状态下的黏度.试求氩气和氦气在标 

准状态下的 （1) 平均自由程之比；（ 2 )有效截面积之比；（ 3 )导热系数 之比； （4) 
扩散系数之比. 

在刚球引力模型中，气体分子的有效直径 


11. 9 


11. 10 


11 . 11 


11. 12 


LOp / dp ) sJ ~ 1 . 求空气的声速，分子碰撞频 




11. 15 


11. 16 


11 . 


11. 18 


11. 19 


11. 20 


vTTc _ / t ， 了是气体温度. 
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证明 ：气体 的黏度 7=7 。 ( 了 /273) 3/2 [(273+0/( 了 +0]. 

某物质遵守麦克斯韦速度分布.试用弛豫时间近似证明，该物质在弱电场下 

的电导率为 

11.22 黏度 7=180 微泊，温度为 27°C 的气体中，有一个半径 i?==0. 0001cm 的油滴. 

试求在10秒钟后，油滴位移量的方均根值.忽略重力效应. 

11.23 半径为的圆盘以恒定速度 t ； 在稀薄气体中运动，圆盘的运动方向与盘面垂 

直,气体的温度为: T , 分子密度为 w , 试求圆盘所受到的阻力. 

11.24 一 个小物体在温度为： T 的流体中随机运动.证明位移平方的平均值为 

= Ttj \， l \ x = x — x ， t 是时间， A 与黏度成正比. 

11.25 推导气体扩散系数 D 的近似表达式，估计空气扩散系数的数值. 

11.26 证明： 压强与黏度之比近似等于气体分子的碰撞频率.计算气体分子在标准 

状态下的碰撞频率. 

11.27 推导氦气热导率的近似表达式.估计 3 He 与 4 He 在室温下的热导率之比.在 

温度靠近 2 K 处，此比值会出现异样吗？ 

11.28 绝热闭合性泡沫材料的热导与多种因素有关.影响绝热性能的最主要因素是 

什么？ 

11.29 讨论气体恒温热导与气体密度的关系.为什么热水瓶能保温？ 

11.30 画出绝缘固体热导率与温度的关系曲线.在低温及高温极限下，给出热导率 

与温度的关系式. 

11.31 给出热传导方程及热导率的表达式.讨论金属热传导的量子统计性. 

11.32 容器内充有体积为 1000 cm 3 , 温度为 4. 2 K 的液氦，从温度为 77 K 的液氮吸 

热，气化膨胀逸出.估计液氦完全逸出所需的时间. 

11.33 导出热导系数，黏度及扩散系数的近似表达式. 

11.34 导出气体热导系数的近似表达式.估计气体在室温和大气压条件下的热导系 

数的数量级. 

11.35 气体传播声波时会使气体温度周期性变化，热导会减弱这种变化.求两种变 

化之比.求可忽略热导的条件. 

11.36 证明: 在给定温度下，经典气体的黏度与压强无关. 

11.37 求稀薄气体黏度7的近似表达式.经典气体的7与温度及压强有何关系.估 

计在室温和大气压下空气的的数值. 

11.38 导出简并电子气体电导率与电子数密度及有效碰撞时间的关系. 

11.39 带电粒子体系在恒定电场中处于热平衡.求粒子数密度的梯度、扩散通量、漂 

移通量.求迁移率^与扩散系数 D 间的爱因斯坦关系 ： M = eD / kT . 

11.40 低温电子体系在密度梯度和电场作用下达到热平衡.求化学势与费米能及静 

电势的关系，费米能与电子数密度的关系.求电导率、扩散系数、费米面上的 
态密度的关系. 


11. 21 


ro / m ， r 。 为平均弛豫时间. 


a=ne 


电导率与电子数密度的关系. 
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11.42 低压气体在管内流动，试导出净分子流与压力梯度的关系.容器内的气体经 

管道进入真空，估计气体压强降到千分之一所需的时间. 

11.43 流动气体因膨胀而冷却.导出气体温度与 Mach 数的关系 :了。 /r=l+MV3, 

导出压强与 Mach 数的关系.求气体流速在了― 0 K 时的极限值. 

11.44 解释推导玻尔兹曼动力学方程时所做的假设.推导出玻尔兹曼碰撞积分. 
11.45 宇宙飞船的体积为 F, 船中的双原子气体分子经小孔向外泄漏.求船内气体 

的温度及分子数密度随时间变化的规律. 

11. 46容器边长为 10 cm ， 盛有标准状态的 He 气.试估计单位时间内与器壁碰撞的 

分子数. 

11-47 盒子被隔板分成相等的两部分，右边为真空.气体在恒温下从盒子的左边经 

小孔进入右边.求左边气体压强与时间的关系* 

11.48 写出麦克斯韦速度 分布. 固体能吸附法向速度大于时的分子，不能吸附法向 

速度小于 tV 的 分子. 求固体吸附气体分子的速率. 

容器内的气体在恒温下从小孔逸出.求逸出速率及容器内的气体分子数与时 
间的关系. 

气体从小孔向真空 逸出. 气体温度恒定，小孔直径远小于分子平均自由程.求 
质量逸出速率•混合气体的相对质量逸出率是否仅与相对含量有关. 

二维体系的哈密顿量是 H =(/>? + />〗)/2 m 4 V(d + o :!)/2- AOr ? + ： d ) 2 /4. 
体系的温度: T 很小.求粒子越过势阱边缘逃脱的速率. 

11_ 52 —个体积为 0. 25L, 装有 400K,10- 4 atm 氧气的密封瓶子，在月球上出了个 

小洞. 瓶内分子数如何随时间变.气体分子的数目经多长时间减为原来数目 
的十分之 

11.53 证明气体分子碰壁数 r - W 4. 绝热容器被有小孔的隔层分成两部分，试按 

隔层导热与绝热，分别求气体温度及压强与时间的关系. 

给出二维单原子气体的速率 分布. 求气体状态方程，定容及定压比热.求单位 

时间碰到单位长度上的分子数. 

气体从小孔逸出.求容器内外气体分子的最概然速率.气体在扩散流动中冷 
却到 70K. 求低温气体中的声速及气体的平均流速. 

11. 56 从 1200 K 的高温炉中射出的银原子柬，经小孔准直后垂直射到屏上.证明不 

可能无限减小光斑 直径. 若屏距圆孔 lm , 试估计屏上斑点直径的最 小值. 

11， 57 在氢原子束中，原子能量大于 100 eV . 测量氢原子束能量分布的装置如图.试 

述测童原理. 

气体从小孔泻流到真空形成分子束.若小孔面积，或气体压强不变时的温度， 

或温度不变时的压强，或温度与压强不变时的分子质量等增大为原值的 
倍，分子束强度如何变？ 

求氢分子束中的分子速率分布、平均速率、最概然速率.求分子束率及氢分子 
的平均转动能量. ’ 

高温炉，准直器及真空环境共同产生钠原子束.求单位时间进入原子束的钠 
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11. 50 


11. 51 
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1L 58 
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原子数，原子束内的速率分布.为使原子束在 lm 范围内保持良好准直性，真 
空的压力应是多少？ 

11.61 若铍原子束行进 lm 时的损失小于 1/ e . 求背景气体的压强，原子飞 lm 所需 

的平均时间，及原子束打在墙上产生的压强.和背景气体的压强作一比较. 
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第一章 热力学状态与热力学第一定律 

一、 热力学第零定律、温度及状态方程 


1.1 简述下列各仪器测量温度的基本原理，并用一句话说出每种仪器的特点 ：等容 
气体温度计，温差电偶温度计，热敏电阻温度计. 

解 （1) 等容气体溫度计 :根据 气体体积保持不变时压强随温度变化的原理制成，可 
用于逼近理想气体温度计 .（2) 溫差电偶温度计 :根据 热电动势随温度的变化规律制成. 
热电动势与温度的关系为 e = a + 汾+^ 2 +山 3 ,其中 e 为热电动势4 为溫差， a 、 b、c Rd 为 
常数. 温差电偶温度计的测量范围较宽，它能测量 _20( TC 至 1600 X ： 的温度，并在 

630. 74 C 到 1064. 43 C 范围作为实用的标准温度计 •（3) 热敏电阻温 度计: 通过测量金属 

丝的电阻来测量 温度. 用纯铂丝做成的电阻温度计，其精度很高，且量温范围广,经常在 
13. 81K 至 903. 89K 范围作为标准温度计. 

1.2 简述三种精确测温仪器，它们的温度适用范围及每种仪器的一大优点，至少须 
包括一种能测量温度低至 1 K 的仪器. 

解 （1) 磁溫度 计:磁 温度计的原理是基于磁化率与温度的关系（居里定律 以=|， 

其中 Z 为磁化率， C 为常数.它的优点是能测 1 K 以下的温度 .（2) 光测高温 计：其 原理是 

根据测得的高温物体所辐射的热量，再应用辐射的斯特藩-玻尔兹曼定律推算出高温物体 

的温度•原则上，它能测任意高的温度.测量时，不直接与所测物体接触，因而多用于测量 

星体的温度 . （ 3 ) 蒸汽压温度 计：蒸 汽压温度计是一种测低温的温度计.它的原理是根据 

这样的事实，即一个化学纯的物体的饱和蒸汽压与蒸汽温度有一定关系.假如这个关系已 

先知，就可用测量气压的办法来确定 温度. 它可测至 14 K 的低温，它是测量低温的较为常 
用的温度计. 

13 道尔顿温标.道尔顿提出一种温标:规定在给定的压强下理想气体体积的相对 
增量正比于温度的增量，采用在标准大气压时水的冰点温度为0摄氏度，沸点的温度为 
100摄氏度.试用摄氏度〖来表示道尔顿温标的温度 r . 

解设理想气体的压强一定时，温度的增量为 dr , 相应的体积的相对增量为¥，比例 
系数为《，则按规定有 


dV 


= adz 




完成对上式的积分，考虑到温度 r = r 0 时，气体的体积为 F 。， 温度为 r 时，气体的体积 
为 V ，则有 


V 


In 士 


— r 0 ) 




V 
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另一方面，对于理想气体定压摄氏温标£有 

^ _ T _ t + 273. 15 

t 0 + 273. 15 


0 


F 


V 


把 g 代入 In g 表达式，并考虑到在水的冰点和沸点的定标温度处有^ = ^ = 0,^ = ^- 
100,代入后可得比例系数 


_ Li 373. 15 

_ 100 273. 15 

于是得道尔顿温度 r 和摄氏温度 i 之间的关系为 


a 


320. 55 


V 


—In — = 320, 55ln 


f 


V 


273. 15 

道尔顿温标是非线性的，因此它与理想气体摄氏温标之间也呈非线性关系. 

1.4 某气体的定压温标和定容温标测得的温度相等，证明该气体的状态方程为 
<?=«(/>+ a )( T /+ 幻 +〃. 其中0为该气体的定压温度计和定容温度计所测得的共同温度, 

和 c 都是常数. 

设在水的冰点&和沸点么时，定压温度计中气体的相应的体积分别为 V ,和[， 

在任一温度心下，相应的气体的体积为 V . 另外，又设在恒定压强下，气体的温度和体积 
成线性关系，则有 


a 


0 


a 


Os - 6j 

V - V, - v t 


由此解得 




e t 


e s - e { 




d P = 


v - 


V t + < 9 t ^ A(p)V + B(p) 


v s - V, 

由于 V : 和 V , 与气体的压强有关，所以式中 A 和 B 均为/>的函数 

对于定容温度计同样可得 


dy = D(V)p + E(V) 

式中， Z ) 和£都为 F 的函数 • 按题设这两种温标的温度相等，即心=知= <9,所以有 


dd 


96 


= A(p) 


3 V 


dV 


p 


p 


dd 


ddy 


D{V) 




d p 


d p 


v 


V 


选户、 v 作为自变量，则气体的状态方程为 


9 = ， V) 


dd 


36 


dd = 


dV + 


dp — A(p)dV -\- D(V)dp 




dV 


d p 


v 


p 


由此的全微分条件得 


dA(^) dD(V) 


a 


dp 


dV 


式中， a 为一常数.对上述方程完成对 p ^ V 的积分，得 

A{p) = a{p + a) 
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D(V) = a(V + b) 


代入必的表达式得 


dd = a{p -f a)dV + a(V -f b)dp = d |>( 户 + a)(V 4 - b)~] 


完成积分得 


d = a(p + a)(V + 厶 ） + c 


式中和 c 均为积分常数. 

1.5 已知空气中几种主要组分的体积百分比是 : N 2 ——78%，0 2 ——21%, Ar —— 


1%，求 


(1) 空气的平均摩尔质量； 

(2) 各组分的质量百分比； 

(3) 标准状态下各组分的分 压强； 

(4) 标准状态下各组分的密度及空气的密度. 




用下标1、2和3表示 N 2 、0 2 和 Ar 的量， 

2 v ,, 这里要用到求统计平均值的常用方法——加权平均法. 

(1) 空气中第〖种组分的状态方程为 


¥代表各组分的体积百分数 ， F = 


Xi = 


V 


pVi = MiRT 


对各组分/求和，得 


2 m,rt 

pV ^^vT 

t 

式中 Sm , 为空气的总质童,与混合理想气体的状态方程 pv 

XipLi = 29* Og/mol 


MRT 


S 




MRT 


比较得 




S 


M 


M 






V t 


其中为求 # 时的统计权重 


MiRT 


MRT 


(2) 由第 / 组分气体的状态方程 /> V ,= 


和混合气体的状态方程 pV ^ 


之比 






得 


K M { a 

— I _■ 

M fii 


V 


由此得各组分的质量百分比为 


Mi _Vj 

M = V 








得 N 2 、0 2 和 Ar 的质量百分比分别为 


Mi 


28 


75.3% 


= 0. 78 X rr 




M 


29 


Mz 


32 


= 0. 21 X ^ - 23*2% 


M 
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m 3 


39. 9 


1*4% 


-rf = 0. 01 X 




M 


29 


(3) 设第〗 种组分气体的分压为/>,，则它的状态方程可写为 piV = ― L RT ，与 pV ： = 


Mi 


M x 


~ RT 比较得分压 


A 




Pi = yP = 工 iP 

故 N 2 、0 2 和 Ar 在标准状态 (/> = l a tm,：r = 273 K ) 下的分压分别为 

pi = 0. 78atm 

p2 0* 21 atm 

/ >3 = 0. Olatm 

(4) 对标准状态下的空气，由 = 得各组分的密度为 




Mi pi ii{ V { p Xi Mi 

V — RT — RT ~ V 0 

其中 V % = 2 2 . 4 L 为 lmol 气体在标准状态下的体积.由此可得 N 2 、0 2 和 Ar 的密度分别为 

Pi = 0. 976g/L 
Pz — 0. 300g/L 

Pz = 0* 018g/L 


Pi = 


空气的密度 


M 




=1. 29g/L 


P = U 


V 


1. 6 设有和 C 三个气体系统，当 A 和 C 处于热平衡时满足方程 


PaV A — nap A — p c V € — 0 


当万和 C 处于热平衡时满足方程 


nbp c V 


PbVb — PcVc + 


= 0 




式中 n 、 a 和6均为常数.试根据热力学第零定律 ，求： 

(1) 各系统的状态 方程； 

(2) 当 A 和5处于热平衡时满足的关系式. 

(1) 由热力学第零定律推知，当 A 和5分别与 C 处于热平衡时，也处于热 
平衡状态，三个系统具有一个共同的状态 参量: 温度.由题中给出的两个方程可得 

PcV c = Pa(V A — na) 


pcV c = 


nb 


由上面二式可以看出，方程式右边与 c 无关，只与 Z 或万 系统的状态有关，同理 PcVc 也 
只与 C 系统的状态有关，故知 


Pa(V A — na ) = f ( T A ) 
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PbV 


B 


= f(T B ) 


nb 


1 — 7^- 


F 


B 


pcV c = f(T c ) 

式中 /( r ) 可以是系统温度了的某个函数，其具体形式与所取的温标有关.上面三式即为 
系统和 c 的状态方程. 

(2) 若 A 、 B 两系统处于热平衡时，/(7\) =/ CTs ) ，故满足关系 


PbV 


B 


Pa(V 


na) = 




nb 


1 — 




或 


nb 


Pa(V A — na) 1 


= PbV B 




V 


B 


17 总厚度为 i 的一双金属片（图 1. 1)，在温度： T 时双金属片是 
直的，当加热至 r + AT 时，此双金属片的曲率半径及是多少？已知此两 
金属的线膨胀系数分别为 A 与々(〜>〜），可假设两金属片的厚度都是 

x/2 ， : r 《兄 


设温度为丁 时金属片的原长度为/。，则加温后两金属片的中心 


线的长度分别为 


= , 0(1 十 aiAT) 

,2 = , 0(1 + OC2^Ty 

设曲率半径为 i ?， 金属片的张角为心忽略厚度的变化，则有 


( 1 ) 


( 2 ) 




6 


2 2R ^ |1 [2 + (屮 + tt2)Ar] 


X 


X 


1 ] _ ^ n 山 

h — — 八 乜 = 二 


(3) 


由式（1)、（2)得 


I 


l \ = / 0 A 7"( a 2 — a x ) 


(4) 


由式（3)、（4)即得 


x [2 + (〜+ a 2 )AT] 


R — 


0 2 — a^AT 


4 


L 8 气体的狄特里奇状态方程为 


p(V - 6 ) = RTe~^r 


b 


a 


式中 a 和 6 为常数，且 

解依题意 


第三位力系数 


« 1 , 


《1， 




V 2 p 


V 




a 


《 1 , 


《1 


V 2 p 


V 


上面第二个条件可改写为^《1，由此得 
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RT 


b 


a 


a 


-南〜 + g + 




1 - 


e 


« « ■ 


» ■ ■ 


RTV 1 2 \ RTV 


b 


1 —— 
Ji T r 


v 


ab 1 

2R z T 2 RTlV 2 

比较可得迭特里奇气体的第二、第三位力系数分别为 


a 


a 


RT+ b ~Wr b2 + 


+ 0 


F 3 


a 


B(T) =b —奋 


ab 


a 


C(T) = fe 2 + 


2R 2 T 2 RT 

实验测得某顺磁物质的温度随磁场 // 和磁化强度 m 的变化率分别为 


3H 


H 


CH 


a 


dT) m — T ， 


了 2 


dT 


H 


其中 c 为常数.试求该顺磁物质的状态方程， 

选取 T 和 H 作为自变量，则顺磁物质的状态方程为 

(T 9 H) 


[iVBJ 




dm 


dm 


9T 


d 


d 


m \ 


dm = 


d7" + 


dH = 


dT - 


dH 




dT 


dH 


dT 


dT 


dH 


H 


T 


H 


H 


m 


CH ， 


C 


CH 


— ■^rcVi' + 石 d// = d 




T 


T 


对上式积分，得到该顺磁物质的状态方程为 


CH 


m = 


T 


其中我们已经选取了积分常数为零，因为对顺磁物质，当 H = 0 时 m = 0 

1.10 实验测量某种气体的体积 F 随温度和压强的变化率给出 


it 


b 


3 


a 


——丄 

—个2卞丄 


3T) 


T 


P 


p 


3V 


=— Tf(p) 

其中 V 是气体的摩尔体积4和6是常数， /(/>) 只依赖压强 /). 人们还发现，当 p ^ O 时，气 

体的摩尔定压比热容 C P ^ R 9 R 为气体常数， 

(1) 求该气体的状态方程； 

(2) 求 c P 作为： T 和/)的函数的表达式. 

解 （1) 选 r 和作为自变量，则该气体的状态方程为其微分表达式 


9 p 


T 


为 


[%) r &P== (^ + i ) dT_T/( ^ )d/> 


dV 


( J \/ = 


dT + 


dT 


p 


dV 为全微分，由全微分条件得 


P 
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求偏导数后，得 


b 


/(/>) = 3 


P 


把 /( 户)代回 dV 的表达式，得 


b 


bT 


bT 


a 


a 


dV = ^dT + —dT — ^-jdp = d\ — 


T 


T 


P 


P 


P 


完成积分，得该气体的状态方程 


b 


a 


V — V 


- ^ 


0 


T 


P 


式中 V 。为积分常数. 

(2) c p = c P ( T ，/0， c p 对户求偏导数，得 


d 2 s 


dc 


" — 1 


dTdp 


dp 


T 


由麦氏关系 ( H ) 


，代入上式，得 


p 


d 2 V 


dc 


2a 


- T 




dT 2 




9 p 


T 


P 


在： r 保持不变下完成积分，得 


2 a 


P + g(T) 


c 


p 


T 


式中 s 为: r 的函数，待定•按题意，当0时， 


亡尺 ，所以有 


C 


P 


2 


lime 


g(T) = ^rR 




P 




代回 c p 的表达式，得 


2 a 


c p CT ，户 ） =—R + — 2 p 

Ml 已知某气体的体膨胀系数 a 和等温压缩系数 / c 分别为 


3 a 


a 


(X 


T 


VT 


VT 2 


P 


其中 a 是常数.求该气体的状态方程. 

选了和 V 作为自变量，则气体的状态方程为 p = p ( T , V ) ，其微分表达式为 
把0：和^的表达式代入上式，得 


9V 


dp 




a 


dV =- 


dr + 


dV = — dT — rr—dV^ 




dV 


dT 


dV 


Vk 


K 


T 


T 


T 


P 


3a 


a 


d 


dp 


VT 2 


6T dV 

T ~ V 


VT 2 


dT — 


dy - 


p 


a 


a 


了 I 1 + ^ jT 2 


VT 2 


完成积分，得 


a 


Inp = InT — InV — In 1 + 


+ InC 


VT 2 
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或 


CT 


p = 


VT 2 


式中 C 为积分常数. 

若设气体的量为 lmol ， 当 V — oo 时，气体将趋近理想气体，其状态方程为 pV = RT , 


由 


CT 


\impV = lim 


= CT 


VT 2 


比较得 C = 该气体的状态方程为 


RT 


pV - 


1 


VT 2 


1 . 12 两个比热容分别为 q 和 c 2 的系统，接触后达到共同的温度 7>. 如果系统1的 

初始温度为7、问系统2的初始温度为多少？可以假定两个系统的总能量保持不变. 

设系统2的初始温度为 T 2 ，根据能量守恒，可知一系统放出的热量等于另一系 


统吸收的热量，即 


c . iTf - T ,) = c 2 ( T 2 - T f ) 


解之得 


T 2 = +7 V 
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1.13 (1) 从热力学第一定律和 


的定义为出发点，证明 c p - c v = 
其中，^和分别为每摩尔物质的定压比热容和定容比热容， f / 和 


C 


P 


T 


V 是每摩尔物质的能量和 体积； 

(2) 利用上面的结果和表达式/>+ =T 


dp 


，求范德瓦耳斯气体 


dV 


9 T 


— 的比热容差 

到理想气体的比热容差. 

证 （1) 由 H = t / + /> F ， 得 


P + 


用所得结果证明，在定压/>下，当 V — OO 时，得 


Cp — C 




V* 


dH 


dU 


dV 


dT 


dT 


dT 


取"=卩[7’，1/(了，/>)]，则上式可写为 


l M) p = [^) v + [ p+ [3) T ][^Tl 


因而，有 


dU 


3 V 


dV 


dT 



一章热力学状态与热力学第一定律 


R 


dp 


(2) 对范氏气体 


dT 


V-b 


V 


3V 


R 


dT 


RT 


2a (V - b) 


p 


V 3 


_ b 


因而，有 


R 


Cn — C 


P 


V 


b 


1 — 2a 1 一 tt 


V 


VRT 


R, 这正是理想气体的结果. 

114 一摩尔服从范德瓦耳斯状态方程的气体，如果它的内能由式 w = c ： r _ 吾 ( y 为 
摩尔体积，^是状态方程的常数之一， C 为常数)给出，计算摩尔比热容 G 和 


当 V 


，贝 ！ J 


— ►OO 


Cn^C 


P 


V 




C P 


du 


C 


=c 


V 


dT 


v 


1 du\ , Vl du 

■ ■■■!■ j —Li I I 

\3 Tly f L \ dV 


dV 


du 




a 


+ P 


c 


— c 


p 


dT 


dT 


F 2 


dT 


T 


P 


P 


P 


P 


由范德瓦耳斯方程 


a 


j(V - b) = RT 


Vs 


求得 


dV 


R 


dT 


2ab 


a 


p 




因此 


/ \ 

r ， I a 

中 + H 


R 


c 


p 


2ab 


2a(V - b) 2 

~~RTV 


a 


1 - 


V 


V 


3 


一固体的密度为卜质量为线膨胀系数为 A 证明在压强为 f 时比热容 


C 


P 


与 o 之间有如下关系 


M 


c v — c v = 3^ — p 


P 


dU 


dU 


证由热力学第一定律 dQ=dU~hpdV 及对于固体 


，得 




dT 


dT 


V 


p 


3Q 


dU 


dV 


= P 


Cr, — C 


¥ 


P 


V 


dT 


dT 


dT 


v 


p 


p 


1 dV 

3^\ dT 


由线膨胀系数的定义^=啤/3 


，得 






P 


dV 


M 


= = 3 a — 


dT 


P 


p 


将此式代入式 （* )， 最后得 
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M 






P 


M 6 一理想气体起初被限制在体积为 Vi + V 2 的绝热容 
器的 K 部分，容器的剩余部分是空的（图 1. 2). 当隔板抽掉 
后，气体膨胀而充满整个容器.如果气体的初始温度为7%求它 
的终了温度. 


mh2 解这是一个理想气体的绝热自由膨胀过程，内能不变, 

因而温度不变，即终了温度仍为: T . 

1. 17 (1) £ = crc 的 lmol 理想气体，等温地从 V 。膨胀到 10 V %, 求对外所做的功 
(2) 6 = 0 C 的 lmol 理想气体，绝热地从 V 。膨胀到 10 V 。， 求终温 h 


( 1 ) 


10V 


10V 


RT 


W = 


dV = RTlnlQ = 5* 2 X 10 3 J 




(2) 由绝热过程方程户 V y = 常数，及状态方程# = 得常数.所以, 


r-i 


vv 


Tf = T x 


Vf 


若理想气体是单原子分子，即 y = ^■，则有 "= 59 K ,即"= 


214^ 




M 8 (1) 在等压下将 1000 g 氮从一 2 CTC 加温至 10 CTC 需要多少热量？ 

(2) 氮的内能增加了多少？ 

(3) 对外做多少功？ 

(4) 如果是等容加温，则需多少热量？已知定容比热 gc v = 5 cal/mol • C ^-2 cal / 


mol • C 


(1) 假定氮气为理想气体•在此过程中需要吸收的热量为 

Q = n ( c v + R)^T = ^^(5 + 2) X 120 = 30 X 10 3 ( cal ) 


28 


(2) 内能的增加为 


At / = nc v AT = X 5 X 120 = 21 X 10 3 ( cal ) 


28 


(3) 对外所做的功为 


W = Q - AU ~ 8* 6 X 10 3 cal 

(4) 如果是等容加温,则需要吸收的热量为 

Q = nc v AT = 21 X 10 3 cal 

一 摩尔单原子分子理想气体； （1) 在等温下， （2) 在等压下，从初始温度 T 。 及 
体积 V 。膨胀到体积 2 F 。. 对每种情况计算此膨胀过程中对外做的功及所吸收的热 

(1) 等温情况，对外所做的功为 


1. 19 


C 2 V 0 Ay 

pdV = RT 0 \ aK 

JA Jv 0 


W = 


TT = RT 0 ln 2 


y 


内能的变化为零，因此体系从外界吸收的热量为 
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■ 


Q W ~ RT 0 \ n 2 


(2) 等压情况，对外所做的功为 


2V 


0 


W = 


= pV 0 = RT 


0 




内能增加 


At / = c v ^T = = ^ pV , - ^-RT 


0 


因此从外界吸收的热量为 


Q = i^J ^rW 


+RT 




0 


或由 


Q = c p AT 


七 EAT 


~pAV = — pV 0 = —RT 






o 


得到. 


1. 20 —个为压缩空气而设计的压缩机用来压缩氦气时出现了过热现象，假定压缩 

机是近似绝热的，并且这两种气体的初始压强相同，试解释这种现象. 

设气体从初始态 ( AmF 。) 绝热压缩到终态绝热过程方程为 


y-\ 


V 


T = T 


0 


V 


式中，氦气的&=寻，空气的由于 Vo > F ，&>^,所以得 


c v 


T He >T 

即此压缩机用来压缩氦气时将出现过热现象. 

1. 21在 latm 下， 10 L 气体被等温压缩至 1 L , 然后再绝热膨胀至 10 L . 

(1) 对单原子分子气体 ，在 〆 V 图上画出此 过程； 

(2) 对双原子分子作同样的图； 

(3) 是外界对体系做功还是体系对外界做功？ 

(4) 对单原子及双原子分子气体此功值哪个大？ 

由题中条件知 : 厂4=101^，6=11, 1 ^=101^，/^=1扣 1 11，^4^6为等温过程，故有 

PV =常数 


Air 


fJ = 因而得 


V 


pB = TTpA = lOatm (两条曲线相同) 


B 


S — C 为绝热过程，故有 


pv r ^ 常数 


PbV 7 b = PcVl 


因而得 


y 


y 


B 


Pb = 10 l ^ 7 atm 






c 
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由于、<、，因而双原子分子气体的 5 C 曲线高于单原子分子气体的曲线, 

这样：（1)对单原子分子气体， 


2 


y = ~ ^ pc = 10 — I = O* 215 (atm) 


(2) 对双原子分子气体， 


1 


y — — ^ pc — 10— 5 = 0 * 398 (atm) 


其过程图如图1，3所示. 


p/atm 


P/atm 


B 


10 


10 


6 


6 


4 


4 


2 


A 


A 


C 


0 


0 


0 2 4 


0 2 4 6 8 10 V/L 

(b ) 双原子分子气体 


6 


10 V/L 


(a) 单原子分子气体 


图 1.3 


对于（ 3 )和 U ) ，从图1, 3 可知，压缩过程的曲线儿 B 比膨胀过程曲线高,所以是 

外界对体系做功，并且由知(单原子) </» c (双原子)知，外界对单原子气体做的功较大. 

1. 22 2 mol 初始温度为 27 °C ,初始体积为 20 L 的氦气，先等压膨胀到体积加倍，然 
后绝热膨胀回到初始温度. 

(1) 在 p - V 平面上画出过 程图； 

(2) 在这一过程中系统总吸热多少？ 

(3) 系统内能总的改变等于多少？ 

U ) 氦气对外界做的总功是多少？其中绝热膨胀过程对外界做功是多少？ 

(5) 系统终态的体积是多少？ 


O ) 系统的初态 FeZOLJfSOOK ， 由状态方程得 

2 X 0 . 082 X 300 


n l Rl\ 




= 2. 46( atm ) 


A 


20 


等压膨胀后到达态2,则 


V z = 2Vi = 40L ， 7^2 = 27^! = 600K ， p 2 — 2* 46atm 

终态为 3 ,则 2—3 为绝热过程，绝热指数 y = +， 

o 

- r 2 = 300 K 


T 


v 3 = V 


= 40 X 2 1 ， 5 = 113 (L) 


T , 
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pi = r ^f 1 = 0. 44atm 


p/atm 


F 


在 p - V 图上的过程图如图1， 4 所亦 

(2) 系统吸收的总热量 


2.46 


Ql 3 = 兑 2 + Q23 = Q 


12 


(T 2 - TO = 1.25 X 10 4 J 


= nc 


式中已取 c P = y /?， 穴 = 8, 31J/mol • K. 

(3) 内能是态函数，对理想气体内能的 
总改变只取决于初态和末态的温度.由于 

= ，温度不变，所以况7 = 0 

(4) 气体膨胀，对外做功，分两段计算:1—2为等压过程 

12 = p\ 2 — ) = 4* 98 X 1 0 3 J 

2—3 为绝热过程， Q 23 = 0, 所以气体对外做的功等于气体内能的减少，即 

W^23 = — Af/ 23 = — nc v (T 3 — T 2 ) = 2 X ^rR X 300 = 7. 48 X 10 3 J 


气体对外所做的总功（等于系统在过程 1-3 中的总吸热） 

W = W 12 + W 23 = 1. 25 X 10 4 J 


(5) 系统终态的体积为 


V z = 113L 


£z 


1.23 0. lmol 的氦气(其 = 


y) 和 ()• 2mol 的氮气(其 h = 看作为理想气 

体，使它们均勻混合成初始温度为 300K、 占据 4L 体积的混合气体.当气体被缓慢地绝热 
压缩时，系统的温度和压强均在变化,试计算当体积减少1%时，气体的温度和压强的大 




C 


小 


用下标1和2分别表示 He 气和 N 2 气,初始时0, lmol 的 He 气和 0. 2mol 的 N 
气占据同一体积 K = 4L， 所以初始时它们的分压强分别为 

n x RT { 


n 2 RT t 


Pm = 


， Pn = 


Vi 


Vi 


将 々 = 0. lmoUn z = 0 . 2mol 和 T ( — 300K 代入，得 

pu = 0* 615atm 
p 2 i = 1* 230atm 


所以混合气体的初始压强 


Pi = Pu + Pzi = 1- 845atm 


经绝热压缩后，气体的体积减小1%，^ 


= 0. 99, He 气和 N 2 气的分压强分别为 


V f 




V t 


Pi/ = Ph i yTj ， 


P2f = P 


V f 


代入数据，计算得 
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pif = 0* 625 atm 
/> 2 / = 1. 247 atm 


绝热压缩后混合气体的压强 


Pf = P\f + Pzf = 1- 87 atm 


温度 


1 f — 


= 30 lK 


(n x 4 - n 2 )R 

由于本题中气体体积变化很小，压强的变化也很小，由绝热过程方程 = C 可得 


AV 


△户= — M TT 


V 


因而 


P\f ~ p\i + ^P\ — Pii\ 1 — ^1 


V 


AV 


p2f = Pli 1 — ^2 TT 


V 


1 AV 

把^ =—o. 01 及有关数值代入，得到与上面相同的结果, 


1*24 有一绝热的活塞式气缸，缸内储有双 
原子分子理想气体，活塞可以在气缸内无摩擦地 
移动.初始时活塞处于平衡位置，气缸内气体体积 
F 0 = lOL ， 温度 ro = 27° C ， 如图 1.5 所示.已知大 

气压强 A ) = 10 5 Pa , 活塞截面积 A = 4 cm 2 . 现以恒 

力 ^ = 50 N 向里推动 活塞： 

(1) 这个过程是不是准静态过程？能不能写出过程方程？ 

( 2 ) 当活塞达到新的平衡位置时，求缸内气体的体积和温度 ,• 

(3) 求经这一过程后并达到平衡时，气体的内能和焓的增量 • 

(1) 由于活塞两边的压强差为有限值，所以这是一个非准静态过程，不能写出过 


■… ■— 

lA!Mt 


程方程. 


(2) 由理想气体状态方程可得气缸内气体的摩尔数”为 


n 


RT 


0 


在恒力 F 作用下，外界的压强/>=外+ |保持 不变. 达到平衡时活塞两边的压强均为 
A 设平衡时气体的体积为 V ,则外界对气体做功为 

W = p{V^ — V) 


F 


Po-h^r (V 0 -V) 




A 


气体内能的增量为 


Af / = nc y (T - T 0 ) 

式中 T 为平衡时气体的温度，对双原子分子气体定容摩尔比热容 


“ = 由于气缸绝 
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热，所以 AU = W，W 


5/^0^ 0 


F 


Po + ^7 (V 0 -V) 


(T - T 0 ) 




2T 


A 


0 


由气体状态方程得 


F 


T 


声 o + V = ^0^0 jT 

由上两式联立解得缸内气体的温度和体积分别为 


0 




= 407K 


nRT 


T 


=V 


— 6. 03L 


0 


T 


F 


P 


0 


1 


PoA 


’ （3) 经这一过程后，气体的内能和焓的增量分别为 

从。(長 —1) 

AH= At/ + A ( 户 TO = AU + pV - p 0 V 

=AU + p 0 vjy — l \ 


At/ = nc v (T — T 0 ) 


892J 








2 


0 


=~Af7 = 1. 25 X 10 3 J 


0 


1. 25 在大气中有一个封闭的绝热箱，其容积为V。，开始时箱内有 v。 摩尔温度为 

r。， 压强为九的空气，箱外空气的温度和压强分 别为了 。和和,且 九, 设空气可视为 

理想气体，其摩尔定容比热容^为常数.若在箱上有一个极小的小孔，箱外的空气将缓谩 

地流入箱内•试证明，当箱内外压强相等时箱内空气的温度为了 = 


o 0 w)r 


0 


，其中 y 为 




PoV 0 


流入箱内的空气的摩尔数， y=> 为绝热指数,并导出 )/ 的表达式为)/ = 

C v 

证 以末态箱内空气作为我们研究的系统，空气总的摩尔数为》。+人在等压和下将 
有 /摩尔 空气流入箱内4卜界对系统做功 W 为 


— y o y 


RT 0 


W = p Q v 

式中 r 为流入箱内的 ^mol 空气在箱外时(初态)的 体积. 由理想气体状态方程得 


pov = u f RT 


0 


经这一绝热过程后，系统的内能的增量 At； 为 

W — Uf — Ui — (v 0 + v f )c v T — (v 0 + ^)c v T 0 = (v 0 + i/)c v (T — T 0 ) 

由热力学第一定律得，即 


(v 0 + ^)c v (T-T 0 ) = VRT 


0 


由此解得末态箱内空气的温度： T 为 


y f RT , 

( P 0 + ^ )C V 


(Vq + W 

V 0 + V’ 

为空气的比热容之比.由末态箱内空气的状态方程 

PoV 0 = (^o + ^ 、RT 


0 


T = 


+ T 0 — 


+R 


c 


式中 y= 


V 


C 


V 


把 7 1 代入，解得 
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p^y 0 


—^0 


RT 


7 


h 26 一定质量的理想气体，经一准静态过程从 
状态 A 到状态 B ， 在 fi-V 图上表示如图 1. 6所示.试用 
P-V 图上的图形（即曲线所围的面积)来表示系统在该 
过程所做的功、内能的增量和吸收的热量. 

过 A 在图上做等温线 AN , ^ B 作绝热线 

和 BM 相交于 C ， 过山五,(：作 V 轴的垂线， 
分别交 于五, G , F . 

在过程中系统对外做功 

pdV — A 


图 1.6 


w 


ABGEA 


式中表示曲边梯形 ABGE 的面积, 

内能的增量 


△"AS = AC ~l~ CB = △"CB = — ^ 

即系统内能的减少等于曲边梯形 CBGF 的面积. 

系统在过程中吸收的热量 


— 




CB 


CBGFC 


QaB — 十 = AabGEA _ A 


CBGFC 


即系统吸收的热童 Qab 等于曲边梯形凡 6 GJ 5 和 CBGF 面积之差. 

1.27 —绝热活塞将两端封闭的绝热气缸分成乂、5 
两部分， A 和5装有等釐的单原子理想气体，活塞可在气 
缸内无摩擦地自由滑动，开始封 A . B 两边气体的体积均 

为 V 。，压强均为和，温度均为了。，如图〗, 7( a ) 所示.现通 

过某种装置对 A 中气体缓慢加热，使活塞向右移动.当 B 
中气体的压强为 3/» o , J 

热.设活塞移动的过程可视为准静态过程,试计算上述加 

热过程中传给 A 中气体的热量 Q . 

先把整个气缸中的气体作为我们考虑的系统， 

由于外界不做功，故有 


Po，Vo 


Po^Vo 


T 0 


T 0 


A 


B 


( a ) 初态 


s 气体均达到平衡时，停止加 




^Po.Vb 


T a 


t b 


A 


B 


( b ) 末态 


Q — AU = 十 AU B 

式中 AU , AU a m AUb 分别为系统、 A 中气体和 5 中气体 
内能的增量. 

对 A 加热，活塞向右移动, B 中气体经历一绝热压缩过程，直到。.末态的状态 

参量如图 1.7( b ) 所示.设气体的绝热指数 y =| ■，由绝热过程方程得 b 中气体的末态体 
积和温度分别为 


Po 


1 


V B = V 


Pb 
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_1 


Po 


y 


1 


T b = T 


= 3 sT 


0 


0 


pB 


末态 Z 中气体的体积为 


i 


V A = 2 V 0 — V B = 

末态压强= 其初末态的状态方程为 

= nRT 

PaV A = nRT 

= 3( 2 — 34) 二 6 —3f.X 中气体内能的增量 


2-3 


0 


PoV 


0 


0 


A 


由此得 p = ^ 


T 


p^y o 


0 


t a 


= 5 — 3 音) 


^ U A = ^- nR ( T A - T 0 ) 


irPoV 


— ^ — i 

/n J. 




0 


T 


2 


0 


而石中气体内能的增量 


T b 


^ U B — — nR ( T B — T 0 ) = ~^ Po ^ 

由此得到在加热过程中 4 中气体吸收的热量 

Q = AC/a + B — ^PqV 

1 28某种磁性材料的总磁矩 Af 和磁场强度//的关系为 ¥ = 其中V为材料 


~ - 1 


0 


T 


0 


0 




C 


的体积,; U 为磁化率.在弱磁场中，在某一温度区间内 L = f，c 为常数.今欲通过如下两 
个过程使 M 增加至 2A/: 

(1) 等温准静态地使 H 增加至 2 H ； 

(2) //恒定，使温度由 r 变为 jr. 


在以上两个过程中均保持体积 f 不变，试在 H - M 图上画出过程曲线，并求出外界所 


做的功. 


当体积 F 不变时，选: r 和 h 作为自变量，磁性材料的状态方程为 


H 


M^=CV 


T 


外界对系统所做的元功 dW 为 


娜= ^ 0 HdM 


式中 dM 为 


H 


CV 


dM=- CV 芑 dT + 


dH 


了 2 


T 


(1) 对等温过程 dM=gdH， 


T 


CV 


dW = Mo ^~HdH 


T 


完成积分，得外界所做的功 


1 H 


CV 




3 


= 


HdH = 




MO rj-f 


T 


H 
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(2) 对恒磁场过程, 


H 


VCH 


dM — — 


dT 


T 


2H 


( 1 ) 


dT 


dW =- ju 0 CVH 2 ^ 


H 


( 2 ) 


完成积分，得外界所做的功 

^CVH 2 \ 

在 H - M 图上两个过程的过程曲线如图 1. 8所示.图中 （1) 为等温过程， （2) 为等磁场 


T 


M 


dT 


2M 


M 


= hCVH 2 令 = Mo HM 


— - ■― 


T 


T 


过程 


129 物理实验中所用的一大型螺线管是由^ 

一中空的矩形导线绕成的（图 1. 9). 导线的截面 

为 4 cmX 2 ctn ， 其中中空的流水冷却孔为 2 cm X 

lcm . 设此导线被绕了一层共100匝，绕成的螺线 
管共长 4 m , 直径为 3 m (忽略了绝缘层的厚度). 

在此螺线管的两端用两个钢质的圆盘相接，并把 
此二钢盘用一钢质的圆筒相连，这样可以消除边 
缘效应使磁场线沿钢筒闭合.导线是铝制的，预期 

得到 0. 25 T 的磁场. 

(1) 为产生要求的磁场需要有多少千瓦的电 
功率，电压必须有多高？ 

(2) 为了保持水温增髙 40° C , 冷却水的流量 
应为多大？假设焦耳热完全由水带走； 

(3) 磁场作用在线圈上的压力是多大？ 

(4) 忽略电源的电感与电阻，计算把上述螺线管接上电源后，电流从0增加到设计值 
的99%需要多少时间. 

铝的电阻率为 3 X 10- 8 nm . 假设钢处于远离饱和磁化点状态. 

解 （1) 磁场 


:V 


2cm 




酬细部 


MoNI 


B = 


L 


其中， TV 为圈数， L 为螺线管长度，所以电流 


BL 


0- 25 X 4 


= 7960(A) 


MoN 4 k X 10 一 7 X 100 


eL 


线圈总电阻为导线长度 •故 电阻、电压和功率分别为 


(3 X 10~ 8 ) • (100 X 2 丌 X 1. 5) 


R — 


= 0. 0471(0) 


(4 X 2 - 2 X 1) X 10 


— 4 


V ^ RI = 375V 

2. 99 X 10 3 kW 


P = VI 
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(2) 冷却水之流量为 W 9 m pWc - △: r = P， 其中4 为密度， C 为比热容, AT 为水温的 
增髙值，故 


2. 99 X 10 3 X 10 
IX 4190 X 40 


P 


= 17. 8(L/s) 


W = 


pc^T 


(3) 磁压力 


B 2 


(0,25) z 
2// 0 2(4 tt X 10' 7 ) 


= 2,49 X 10 4 (N/m 2 ) 


P = 


(4) 此线路的时间常数 


L 


N ❿ 


而 L = 


式中， L 为电感， R 为电阻， iV 为匝数为电流，中为磁通量.故有 


100 X 0. 25K(1. 5) 


L = 


= 0. 0222(H) 


7960 


0. 0222 


-rf = 0*471(s) 


0, 0471 


暂态过程中，电流的变化 


Hi) = / 


1 — 


e ^ 


max 


而# = 99%，故 

^ mft 


t rlnlOO ~ 4* ^ 2. 17s 

130 一 空气泡自深为 H 的海底浮出海面，海水的温度与深度&的关系为 T = T 0 - 
Jjh. 已知在海面上气泡体积 

的功及吸收的热釐. 


压强为九,海水的密度为心求气泡上浮过程中对外做 


乃 f 0, 


设气泡的质量为 m， 视气泡中气体为理想气体，气泡上升为准静态过程,气泡内 
气体的压强和温度随深度 a 的变化由下列方程 给出： 

夕= 户 0 + pgh 


a 


T 


T Q — ~h 




H 


取微分得 


dp = pgdh 

dT —— 

I 

气泡在海水中和在海平面上的状态方程分别为 

pV = ~RT 


H dh 




PoVo = ~RT 




由状态方程求微分得 


a 


Tjpo + pgT 0 


P ,V=rn^ T _ v , p ^P^ aT _T 


PqV, h 


dh 




T 


Po + Pgh 
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对上式从 h ^ H 积分到 A = 0, 得到气泡从海底升到海平面对外所做的功 

fjpo + PgT Q 

户 0 十 Pgh 




PoV 


dh = ^ ap 


^pdV 

气泡内能的增加为 




To 


To \pgH 


Af 7 = - cAT 0 - T ( H )> 




I\ —— ^ 


取空气的 


及丁 （ H)=T 0 — a ， 代入得 

AU = j^ a 








T 




气泡从海底升到海平面吸收的热量 


Q = AU -\-W = 5 


/ Po I 

1.31 —端封闭的薄壁圆柱形浮沉子，开口端向下插入密度为 

P 的液体中，被水封住的少量气体在外压强为/>。时正好悬浮在液体 
中，且封闭端恰好与液面相平，如图 1. 10所示.现突然将外压强增加 
到2和，试证明浮沉子下沉至深度为 A 时的速度 z ； 为 


〜 Pq 

PgH 


+ T 


T 


Po 


PoVo 


ln (1 + 斧 

\ 乙 pQ I 




— 2gh — 


P 


设空气为理想气体，空气密度与液体密度相比可以忽略，并且忽略任 
何黏性 阻力. 


图 1 . 10 


对于浮沉子内封闭的气体而言，如果忽略初始时浮沉子内 

I 

外液面差所产生的液体静压强，则初始时气体的压强为/>。，体积为 
F 0 . 当外压强增加到2/)。，浮沉子下沉至 深度: T 处时,气体的压强为2/>。+即心体积为 y x 。 

设液体的温度不变，则气体的温度也不变,气体经历了等温过程，由玻意耳定律得 


V 


2p 0 + xpg 

下面计算浮沉子所受的力.初始时浮沉子处于平衡态，它所受的浮力/。等于气体所 
排开的液体的重量,/。=1^^，平衡时浮力等于重力，所以浮沉子的重力 fp==fo=VoPgy 
其中 V oP = m，m 为浮沉子的质量. 

当浮沉子下沉至深度 x 处时，它所受到的浮力 A 为 

^ j ! o v opS 

2户0 + Pg ^ 

作用在浮沉子上的合力等于它的重力和浮力之差，即 

F ( 工） = f p — f x = V 0 pg 


fx = VxPg = 


PoVoPg 


2 / >0 + pgx 


浮沉子在下沉过程中所受的合力 FU ) 是一个随下沉深度 X 而变 的力. 根据功能原理，力 
F 所做的功等于浮沉子动能的增加，当浮沉子下沉至深度 A 时 ，它 的速度 r 和 A 的关系由 


PoZoPg 


—V 0 pv 2 = F(x)djo 


v opg — 


dx 




2 户 o + Pgoc 
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确定，完成积分，并整理得 


ln(l + ^l 

I Ipo i 


2 po 


2gh — 




P 


132 可以自由膨胀的氢气球，将保持气球内外压强相等.随着气球不断升高，球外 
大气压强不断减小.若忽略大气的温度和摩尔质量随高度的变化, 试问： 

(1) 气球在上升过程中所受的浮力是否变化？ 

(2) 若在标准状态下给氢气球充气后，体积 l ^ = 566 m 3 (球壳的体积可以忽略），球壳 
质量 m = 12‘ 5 kg ， 在01：的等温大气中，这个气球还可悬挂多重物体而不坠下？ 

解 （1) 设地面上大气压强为/>。，密度为外，气球的体积为 F 。; 在高度为 A 处的大气 
压强为 々，密 度为 A 气球的体积为 V •由于大气温度不随高度变化，所以由玻意耳定律得 

poV 0 = pV 


由理想气体状态方程得 


PoRT 0 


pRT 


和 p — 


( 1 ) 


户 0 = 






代入上式，得 


PoV 0 = pV 

气球在大气中所受的浮力等于它所排开的大气的重量，所以气球在高度为 A 时所受 

的浮力尺为 


F 


py g = p^y Qg = f 

Fo 为气球在地面上所受的 浮力. 由此可见，体积可以自由膨胀的氢气球，在等温和等摩尔 
质量的大气中所受的浮力 F 恒定，不随气球所处的高度变化. 

讨论 上述结论对于大气温度随高度变化，但大气的摩尔质量^不随高度变化，且 

气球内外气体的压强和温度均相等的情形也适用 • 气球在高度为 A 的大气中所受的浮力 

A 为 


( 2 ) 


F k = pV g 


由理想气体的状态方程可得大气的密度为 


PM 


P = 


RT 


且 


py _ pqVq 

t T7 


所以 


py ms poV、/xg 


F h = pV g — 


P(y og ~ f 


RT 


RT 


也即气球所受的浮力 F 不随气球所处的高度变化. 

(2) 设气球内氢气的重量为 m ^， 球壳重量为 G 。， 则气球可悬挂的重量为 

Mg = F 


mg — G 


式中，为气球的浮力 
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Po^ 0 






RT 


又 


PqVq 


m 0 ~ RT 

式中 PH 为氢气的摩尔质量，把 F 、 w 。及 Go — ing 代入，得 

(戶一户 H ) 

取户=28. 9X10— 3 kg， 沖 = 2. OXlCT 3 kg, 并把题中的数据代入得 

M = 667kg 

即这个气球还可悬挂 667kg 的重物而不坠下. 

1 33 一 热气球的体积 y=1.2m 3 , 不可膨胀,气球外壳的质童 m = 0. 2kg, 其体积可 
以忽略不计.当大气压强 po = l * Oatm ， 气温 G = 20 ° C 时，气球恰好悬浮在地面上的大气 


M = 




RT 


中: 


(1) 求气球内热空气的温度为多大？设大气的摩尔分子量 p =29 g / mol ; 

(2) 先把气球系牢在地面上,将其内部空气加热到 h = ll ( TC , 并保持恒定，然后释放 
气球.若不考虑空气阻力，求气球的初始加速度 a ; 

( 3 ) 若气球密封、绝热，保持温度^ = HO C ，在地面大气压强 po = l . Oatm ， 温度 
20 C 的等温大气中，气球可达到的稳定高度 A 是多少？ 

(4) 在髙度 A 处，使气球垂直升高 3 . Om ， 然后静止释放，求气球髙度随时间变化的规 


f 1 - 


律 


解 （1) 气球悬浮在大气中应满足两个 条件: 一是气球内外的压强相等;二是气球的 

浮力与重力相等•设温度为^和^时空气密度分别为巧和内，对于理想气 体,/ 和: T 之 
间的关系由状态方程 


pRT 


P = 




给出.当气球悬浮在大气中时，气球内外空气的压强相等，由此得条件 一 

P\^ \ — PlT 2 


( 1 ) 


P\ v g ^ mg + p 2 Vg 

其中 A 为了和/下地面上大气的密度，其值为 

=1. 21 kg / m 3 


( 2 ) 


PoM 


ri — 


RT X 


由式 (1)、（2) 解得 


T 2 = = 


Pi 


T x = 340K 


Pi 


Pi ~ 77 


V 


所以 


= T 2 - 273 = 67( C ) 
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(2) 当气球内部的空气加热到 G =11( TC 时，气球内空气密度将减小，气球的浮力大 
于重力，气球将加速上升，其初始加速度 a 可由气球内外压强相等条件和牛顿运动方程给 


出： 


P\T 1 = p{T 3 

P\V g — (m + pzV)g = (m + P^V)a 

式中朽 为溫度为 t 3 时气球内空气的密度.由式(3)、（4) 解 得初始加速度 

_ pi(T 3 — T X )V — mT 

a = ~~ mT, + Pl T x V ~~ 

(3) 在等温大气模型中，大气密度随高度 z 的变化由下式给出 

p(z) = />】exp 


(3) 


(4) 


g = 1. 04m/s 


— Ml 


(5) 


RT, 


当气球上升到达稳定高度 A 时，大气密度为 〆 々），此时 a = 0, 气球的浮力与重力再次达到 


平衡， 


p(h)Vg = (w + p z V)g 


( 6 ) 


由式 （ 3) 、（ 5) 和 （ 6) 可解得 


^ i ln 啦—组 


T , 


m 


h — 


In 


= 870m 


T 3 f P,V 

(4) 在稳定髙度 / i 处，若气球再垂直升高$米，由于大气密度的减小，气球的浮力也 
减小，气球将受到一个与位移相反的恢复力.气球的运动方程为 


Pi 




Mg 


Pih + ^Wg — (m + p 3 F) 发 =(m + PzV)^ 

由于 A 》 乞 〆 A + 幻可在 z = h 处做泰勒展开，保留到 f 的一次项， 

p(h + 彡）〜 p ( Ji ) — 

把上式代入式 (7) ,并考虑到式 (6) ，得 


(7) 


_ Mgh 


Pi Mg 
瓦 exp 


RT 


^ - - 


( 8 ) 


RT, 




是关于 f 的简谐振动方程，其解为 


芒⑴ = Acos(cot + 奸 ) 


其中圆频率 


-1 


g = 0. 0338s 


RT, 


振幅和初位相钟由初始条件 


爸 (t = 0) = 3m, ^ = 0) 

确定.由上面两个条件求得 A = 3 m ， 种= 0,气球在 A 处做简谐振动的方程为 

汔 （0 = 3cos^(m) 


0 




或 


^(O = A + = 870 + 3cosart(m) 

1 34 如图 Ml 所示，在一个高为 // 的封闭气缸内有一个质量和厚度均可忽略不 
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计的活塞它把气缸分成上下两部分.气缸的顶部挂有一倔强系 
数为々的弹簧，弹簧的下端和活塞 b 相连，弹簧的自然长度等于气 

缸的高度，活塞可以在气缸内无摩擦地滑动，气缸和活塞的热容量 
以及散热均可忽略不计.开始时活塞的下部有一定量的摩尔定容 
比热容为 c v 的理想气体，活塞的高度为 h ，活塞上部的气缸被抽成 
真空.问当气体吸收热量 Q 后，活塞所处的高度心为多大？ 

解 设活塞下部气体的摩尔数为 V ， 初始时气体的压强、体积 
和温度分别为九， h 和:^，由理想气体的状态方程和力平衡条件 


真 


k 


空 


B 


气 


fh 


体 


图 Ml 


得 


p\V 1 = uRT 1 
piS = kh 1 

Vi = 


其中 S 为活塞 B 的截面积，由上述三式可解得 

kh\ - vRT, 

当气体吸收热量 Q 后，气体的温度和压强分别上升到: r 2 和外，活塞上升到高度 h 
的位置，通过类似的计算，得 


kh\ = vRT 2 

气 体对活塞弹簧系统所做的功 A 等于弹簧弹性势能的增加，即 


a = i-k(hi - hi) 


气 体内能的增量 


^k{h\ — h\) 


AU = vc V {T 


TO = 


由热力学第一定律得 




Q = A?7 -\- A = 

由此解得气体吸收热量 Q 后，活塞的高度 


2RQ 


h 2 




k(R -|- 2c v ) 


如果气体的摩尔数 v 给定，则可求得气体温度的增量△: r 为 


k{h\ — h\) 


2Q 


AT = T 2 - T, 


uR 


K 2 c v + R ) 


1.35 如图 1.12( a ) 所示，一个装有活门 K 的真空容器置于压强为/»。.温度为: T 。 的 

大气中•扭开活门后，气体迅速冲入容器，当冲入容器内的气体达到大气压强户。时，立即 
关闭活门，设冲入容器内的气体在大气中的体积为 y 。. 

(1) 求冲入容器内气体的内能 f / 和它在大气中的内能?7。之差； 

( 2 ) 若气体是摩尔定容比热容为 c v (为常数）的理想气体，求冲入容器内气体的温度 
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大气 

Pq ， ^0 


⑻ 


大气 




真空容器 


K 




气缸 


活塞 


( b ) 


1 . 12 


T 和体积 V . 


由于大气冲入真空容器是个快过程，冲入容器内的气体来不及与外面的大气交 
换热量，因此这是一个非准静态绝热过程.但本题中大气压强/>。保持不变，我们仍可计算 
大气对容器内气体所做的功.为此，设想用一个装有无摩擦活塞的绝热气缸与真空容器相 
连，气缸内充有压强为户。、体积为 V 。和温度为： r Q 的大气.原来在气缸中，末态在真空容 
器中的大气就是我们所考虑的系统，见图 1.12( b ). 打开活门 K 的同时，迅速推动活塞，使 
气缸内大气的压强保持为/>。，直至活塞碰到容器壁为止. 

(1) 在这一绝热过程中，外界大气对系统所做的功 d 为 

^ = Po^ 0 


由热力学第一定律得 = 即 


MJ = U -U 

( 2 )设冲入容器中的大气为 v 摩尔，则由理想气体的状态方程和内能公式有 

PoVo = vRT 0 

U — U Q = vc v (T — T o) 


PoV 


两式相等，解得 


+ R 


T = 


T 0 = uT 


式中为气体的绝热指数 • 由于气体初末态的压强相等，故有 


T 


V = = uV 


T 


在储有纯氧的气缸中装有钢棉，气缸内有无摩擦的活塞,它使氧气压强恒定在 

钢棉中的铁和氧发生缓慢的化学反应，生成 Fe 2 0 3 ，为使过程维持在25€的恒温条 
件下进行， 2 mol 的铁反应后要放出 831 J 热量,其化学反应方程式为 

2 Fe + 音0 2 - ► Fe 2 O s 

试计算该过程中系统对外做的功 W 和内能的变化 △(/. 

化学反应在恒压和恒温条件下进行，为使反应维持，需不断供给 氧气. 2mol 的 


1 . 36 


latm 
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Fe 与 1. 5mol 的 0 2 发生化学反应，所以氧气减少了 1. 5moL 氧气的状态方程为 pV = 

,故有户 △!/=(△；!) 尺7\钢棉的体积可以忽略不计,所以系统对外做功 

W = pAV = (^n)RT 


1. 5mol ， 代入得 


An 






W =- 3* 71 X 10 3 J 


负号表示外界对氧气和钢棉系统做功，以维持氧气压强不变. 

由热力学第一定律得系统内能的变化 


2. 88 X 10 3 (J) 

即外界对系统做功，系统在等温等压下进行氧化反应，并向外放热，系统的内能增加 


- 831 + 3. 71 X 10 






1.37 克列门和德索姆测定绝热指数7= &的 实验是：（1)先将容器中的气体压缩， 

C v 

使气体压强 / h 略髙于大气的压强/>。，见图 1. 13( a ); (2) 然后迅速开启活门 A , 又立即关 
闭它，在此过程中容器中的气体准静态绝热膨胀降压到/><>,见图 1.13( b )；(3) 经过一段 
时间后，容器中的气体温度又恢复到与大气的温度相同，此时气体的压强升髙到 p 2 , 见图 

1. 13( c ). 试导出用户。、/^ 和户 2 表示的7的公式 • 


解 如果取整个容器内气体诈为系统的话，则在过程 （1) — (3) 中，系统的质量在变 
化，不便求解，为此我们选取如下两种系统求解. 

解法 一:若 设初态容器中气体的质量为 M , 活门打开后又关闭，设有 AAf 气体经活门 
跑出去，以留在容器中的质量为 Af — AM 的气体作为我们考虑的系统，则从 (1)—(2) 为绝 

热膨胀过程，从 (2)— ( 3 )为等容 过程. 选取 T \ p 作为状态变量，对从 （1)—(2) 的绝热过程 
和 （2)—(3) 的等容过程有 


丄 一 1 丄一 1 

Pi T 0 = pi l T z 


T 2 


T 


Pi 


两式联立，解得 


tk 




=In 


P 


Pi 


有 


Inpi — \np 





第一章热力学状态与热力学第一定律 


27 


解法 二:取 （1) 容器中质量为 M 的气体为我们考虑的系统，活门 A 开关以后有质量 

为 AM 的气体跑出容器外，若设这部分气体的温度和压强与留在容器中气体的温度： n 和 
压强 A ) 相同，则可以设想把活门 A 向左移到 AS 气体体积从 V 扩大到 V'^V + ^ V^V 

即为跑出去的质量为 AM 的那部分气体，则对质量为 M 的气体来说 （1) — (2) 为绝热过 

程， （1)—(3) 为等温过程,写出它们的过程方程有如下 关系： 


PoV f 


PiV 


P\V = p2V f 


由此同样可解得 


ln/>! — lnp 2 

容器（图 1. U ) 体积为 F 。, 装有理想气体.玻璃管的截面积为 
A ， 有一个质量为 M 的小球正好封住管子并可以在管内无摩擦滑动.大气压 

为/>0,管内压力略高于大 气压. 如果小球略偏离平衡位置，它将做简谐运动. 
设气体经历的过程是绝热的， y 是比热容比，求振动频率. 

设容器内的压力是/>，气体的过程方程 

pv r = 常数 


138 


: 

I • I ■ 

lumt 


即有 


图 1. 14 


dp 


dV 


V 


P 


小球受力是 F = Adp= ~kx 9 jc = dV / A 

把 c ^，: r 代入 F 的表达式中，得弹性常数 A = @ 


注意到户^外+ ^，得振动频率 




_ 


A 


k 


2n 2?r 

1*39 小振幅纵波在理想气体中的速度为 


2 tt 


其中，为周围气压4为相应气体的密度,试推导 

(1) 等温压缩及稀疏时气体中的 声速； 

(2) 绝热压缩及稀疏时气体中的声速. 

理想气体等温过程有常数，理想气体绝热过程有常数.我们对一般 
过程常数作讨论^为多方指数.经微分得 




dV 


V 


P 


从而得到 




A 


t 


dV ： 


V 


又户 = M / V ， 所以 
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( d £=^ua=(-^)(-5) 


RT 


M 


式中 P 为气体的摩尔质量.最后有 


€ = 


RT 


(1) 等温过程,(=1，故 


c = 




7 RT 


(2) 绝热过程，£ = 7，故^ = 






平衡辐射 




1-40 有一半径为 R 、 U 度为 T 的黑体球，向无穷远 T = 0 K 的无辐射背景辐射能量 

(图 ： L 15). 


(1) 在极近球表面处，用黑体材料做一层薄膜，辐射平衡时，求 
这层膜的温度和它对总辐射量的 影响； 

(2) 此附加膜是如何影响总辐射量的？（注 :这是 恒星为尘埃所 
屏蔽的一个粗糙模型 .） 

解 （1) 辐射平衡时 7-4=4 ，所以 4 =^/ 2 ,即 r }= r 4 / 2 , 


黑 


外 


体 


部 


球 


乂 




图 L 15 


故 


T 


T , 




( 2 )此膜使向外部空间的总辐射量减为原来的一半.这是因为膜吸收辐射之后还向 
黑体球辐射回一部分能量. 

1-41 杜瓦瓶的主要热漏是辐射传热引起的.技术上减少热 
漏的主要方法是增加“热 膜”. 为模拟这种情况，我们考虑两无限大 
平行黑体平面 （ e = i )， 中间是真空，其温度分别为乃、: r 2 (图 
1. 16)，求能流量.现在中间加入一反射率是及的平面，求其平衡温 
度乃和这时的净能量流•若 T 2 是室温，:是液氦的温度 (4. 2 K ) , 

/? = 95 %，试求平衡温度和净能流的变化. 

未加“热膜”时，真空中的能流为 


T x 


T , 


T 2 


Ei 


E 2 


RE X 


2 


( 1 ■ 哪 (1 -R)E 3 


h 16 


J = E 2 - E , = a ( T 4 2 - T \) 


加上“热膜”后，真空中的能流 ，为 


J * = £2 — RE 

(1 - R ) E 3 + RE X — E 


(1 ~ 7?)£ 




2 


J 


醫 




得 


E x + E 2 


E 
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1/4 


T\^rT\ 


T 


故 


1 - R 


1 - R 




(E 2 - E0 


J 








对于7^ = 4, 2 K ， T 2 = 300 K ， 及 = 0. 95, 得 


T 3 = 252K ， J^J = 0.025 

1. 42 处在真空中的两块平行板,间距远小于板的线度，两板的温度分别为 7\ 和: r 2 
(T ： >T Z ). 

(1) 如果板对辐射不透明，辐射本领各为^和^，试证在单位时间内单位面积上两板 

间净传递能量为 


E, - E 
E \ . E z 


w = 


-1 




^2 


其中，私和私分别为黑体在: r ! 和 r 2 下的发 射率； 

(2) 如果 7^ = 3001^7^ = 4, 2 :K 5 板为 黑体 ，求 

(3) 如在 (2) 中的条件下 ，两板 间再插入《块同样的黑体板，求 WX 斯特藩常数 

5, 67 Xl ( T 8 W / m 2 K 4 ). 

解 (1) 设 力 和/ 2 分别为两板的总辐射本领 (热辐射和反射箱射之和），则有 


0 = 


e ： 


e 2 


Q 


1 一 #丨 /2, fl 


A 


^2 + 1 — 


i - €i \ 




r. 


E 




式中 1— f 和1 —舍分别为两板的反射率.上述两方程联立解得 

1 2 


E X E 


Oi + 以） 一 £ 




fi 


i 


- 1 




ez 


e l e 2 


h = 




— 1 




^2 


故 


E x - E 


^ = /i - / 2 = 




- 1 


^1 


e 2 


(2) 对于黑体， 

(3) 设中间插入的 n 块板，平衡时温度分别为 


E 2 yW=Ei — E2 = (y(Ti—T2) = 4 ： Q0W/m z 


I 9 €2 




，心当有一块板插入时，有 


豸1， （2 ， 


: H — (卜4—71，解得 


t\ + t\ 


a 


4 


,W ^ a(T\ - tj) ^ ^-(Tt ~ Ti) 


当有两块板插入时，有 T\-t\^t\-t\ = t\-T\M% 
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4 | T \ 


a 


, W = ~( T } - T \) 


4 


当有 n 块板 插入时 ，有 71 —4 = d — d = — 71,可求得 


n 


T \^ ~^ T \ 


1 


n 


a 


W / = o { T \ - ^1) 


#71 — 71 ) 

143 一个半径为 r 的球形黑体，温度为: T , 被半径为 K 的同心球壳包围，球壳两边 
均为黑色 •试 证这个辐射罩降低球体冷却速度的比率(假设壳与物体间的空间抽空，没有 

热传导损失）由 W 2 / (及 2 + fer 2 ) 确定，并求出系数 a 和匕 

设周围环境温度为 TV 未放罩前,黑体的能量损失率为 Q = 4 nr z < r ( T 4 -7 V •，放 
入罩后，黑体能量损失于罩的速度为 Q ' =47! r 2 ff ( r 4 —71) ，其中: Ti 为罩的温度.罩损失到 
外部的速率为 Q w =47 tW：n — 乃).由可确定 7 l =( r 2 ： T +/$ 2 n )/( i ^ + 〆 ). 故 
所求的比率为 Q 7 Q = /? 2 /(/? 2 + r 2 )jp 

144太阳常数(太阳在地球表面的辐射能流)约为 0. m / cm 2 . 假设太阳是黑体，求 
太阳表面的温度. 




1，6=1 


a 




太阳能流密度> =# 4 ,其中 a =5. 7 X 10- 8 Wm _ 2 K — 4 ,因此 aT 4 \ -] =0. 1，其中 

太阳半径 r s = 7. OX 10 5 km ， 日地距离 


se 


1. 5 X 10 8 km . 所以 




se 


2nl/4 


0, 1 r 


se 


T = 


^ 5 X 10 3 K 


a 


5 


( l ) 已知地球表面温度为: r Q , 从地球上看太阳直径的张角为心试估计太阳表 

面的温度（假设地球表面的温度均匀，地表面对太阳辐射的反射率为 e ). 根据所得的结 
果，代入各量的数值，粗略地计算太阳表面的温度数值. 

( 2 )在地球表面一个未加热的玻璃屋子里，其内部温度通常高于了。，这是为什么？从 
原则上分析其内温度最大可能是多高？ 

(1) 地球一方面从太阳辐射中吸收热量，另一方面也放出热童.假设太阳可看作 
是黑体，由于有反射，地球是一个灰体，则平衡条件为 

(1 — d * f 巧 3 • "kR-e = Je • 4tt/?e 

4 兀 r s _E 

其中 Js . Je 分别为太阳和地球表面的辐射能流 密度; 兄、及 E 和 r s _ E 分别为太阳半径、地球 

半径和日地距离•显然兄 / r s _E = tg j ， 又由斯特藩-玻尔兹曼定 律知： 

对太阳 : ./ s = ar s 4 ; 对 地球: J E = (1 — e )< rri ， 所以 


1. 45 


1/2 


L 5 X 10 8 km 


T 0 VT ^ 300 K X 2 X 


7； = T 


^ 6000 K 

由于昼夜的变化，地表温度有着相应的波动，两个吸收率不同的物体在白昼将达 
到同样的高温(平衡温度），但在夜晚，吸收率较大的物体辐射较快，因而温度下降较快，使 
得在第 二天日 照开始时吸收率较大 的物体的温度比较低，因而其日平均温度也较低，玻璃屋子 




E 


7 X 10 6 km 


( 2 ) 
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由于反射而具有比地面小的吸收率，在夜晚玻璃的辐射也较少，从而其日平均温度较高. 

146 一个日地模 型是: 真空中的两个黑体球，太阳温度是 r s = 6000 K ， 地球上大气 
和海洋有效的传热把地球调节成为一个表面温度均匀的球.地球和太阳的半径分别是 

/^ seXlOkn ^/^^^ XlODcm ， 日一地距离为 d = l . 5 X 10 

(1) 求地球温度, • 

(2) 求地球所受的辐射压力； 

(3) 把上述结果和下列模型的结果比较.半径为 = 1 cm 的良导热的黑体球，在地 

球轨道上绕太阳运行. 

(1) 地球接受太阳的辐射大致为 


13 


cm 


nRl 

4^ d 2 


= 4^1 (^ Ts ) 


q 


s-e 


地球自身的辐射为 


= 械 e 2 • (( TTi ) 


q 


如果不计地球内热源，能量平衡要求 


q^ = q s -e, 


R 


所以， 


了4 __ 5 了4 

le ~ Ad 2ls 


R 


T t = 


T s = 290K = 17 °C 


2 d 


(2) 由于地球对太阳和太阳对地球的张角都很小，故辐射压力为 


1 RI 


<h 


F 


成 2 • (o 6 X 10 8 N 


C C d 2 


(3 ) 当 n 时 ，： r = 7% = 17 fl C ， 


R 




F e = 1.7 X 10" n N 




R 


1-47 作出合理的假设，由此估计海王星的表面温度，忽略任何可能的内部热源.已 
知 :平均 日-地距离为 l . 5 X 10 8 km ; 平均日-海王星距离为 4.5 X 10 9 km ; 太阳到地球的辐射 
通量八为 1.4 kW / m 2 ; 斯特藩-玻尔兹曼常数为 5. 7 X 10- 8 W / m 2 * K ^ 


设海王星的表面及大气的热力学性质与地球的表面及大气的热力学性质相同. 


由于辐射通量 


= * ^ T \! 


J 


及 


4nR 2 s • aTi - tcR 2 海 /4nR 2 日 _ 海 =• 4nR 2 m 


因此 


R 


= icrTi 


0 ^ 


得 


r>z 

尺 日地 


J 地 


(1. 5 X 10” 

(4. 5 X 10 9 ) 2 4 X 5. 7 X 10 


L 4 X 10 


7 


= 51( K ) 


尺 H 


切 


-8 
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m 


热机及热机循环 






2. 1 —蒸汽机工作于 40 CTC 的高温热源及 150° C 的低温热源 之间. 对给定热输入 Q ， 

此蒸汽机所做的最大功是多少？在什么条件下得到此最大功？ 

解由克劳修斯不等式 


T <0 


得到对外所做的功为 


T 


^ Qi 


W — Qi — Q 2 ^ 1 1 

将 Qi = Q . T 1 = 673 K , T 2 = 423 K 代入得 




T, 


T 


Q = 0* 37 Q 






T, 


因为克劳修斯不等式中的等号当且仅当循环可逆时成立，因此当且仅当蒸汽机为可逆机 
时得到最大功. 


什么是卡诺循环？在 /- F 图及心: T 图上表示之.推导卡诺循环热机的效率 
由两条等温线和两条绝热线构成的循环为卡诺循环（图 2.1). 


p 


A 




B 


D 


T 2 


C 


V 


(a) 


(b) 


m 2.1 


下面计算卡诺热机的效率.设循环是可逆的，并以 lmol 理想气体为热机的 工质: 为 
等温膨胀过程，气体从热源吸热为 


V B 


Q 1 = RT x \n 


V 


c 今 D 为等温压缩过程，气体放出热量为 




Q 2 ― RT 2 ln 

经过程 ABCDA 系统回到初态.在各过程中，状态参量之间的关系为 

PaYA ~ pB ^— pc^c 


V 
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PcV C = PdV Dy PdVd = p A V 


7 




由此得到 


V 


V c 


B 






A 


D 


因此可逆卡诺(循环)热机效率为 


Qi - Qz T x -T 


T 


2 


2 


Q ! 


T , 


T , 


若热机(或循环)为不可逆的，则其效率 


T 


4 <m 


T x 


2.3 —个卡诺热机，其工作物质为 lmol 单原子 
理想气体，已知循环过程中等温膨胀开始时的温度为 
4乃,体积为等温压缩过程开始时温度为: T 。、 体积 
为 64 V 0 . 记每循环对外做功为现有另一个同样的热 

机，但以 lmol 双原子理想气体为工作物质，循环过程 

与前相同，此时热机每循环对外做功 IT . 求 w f /w. 


如图 2. 2.对此卡诺循环, 


V 3 = 64^ 


0 




R ( T , - T 2 ) ln T y 

v i 

其中 T x = AT ^ T 2 = To 分别为高、低温热源的温度，分别为状态1和2的体积， 

V r 3 = 64V r i* 


W 






Wi = ln(VUVQ ^ ln ( V 2 yy 3 ) + ln 64 

W — \ n ( V 2 /VO ~ \ n ( V 2 / V 3 ) + ln 64 


由绝热方程知 


4 T 0 W - 1 = T 0 Vl ' 1 

= W - 1 


fT-l 


AT 0 V 

f = 3 + (1 —穴疒 1 

3 +( 1 - 7 )' } 

对单原子理想气体， y = f ， 对双原子理想 气体， 


故 


7* 故 




w f 




有两个全同的物体，其内能为 U = A ^ CT , 其中 W 为物体的粒子数 ，(: 为常数，初 

始时两物体的温度分别为:^和 7 V 现在以两物体为高低温热源驱动一卡诺热机运行，最 
后两物体达到一共同温度 77. 

(1) 求： T /; 


2 
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(2) 求卡诺热机所做的功. 
m a ) 对可逆卡诺热机有 


dQ l dQ 2 


，又 U = NCT ， 放 dQ x = NCdT, , dQ 2 = 


T l 


T 


NCdT 2 , BP 


dT x 


dT 


Ti 


T 2 


因而有 


T f dT x 


T fdT 


T f 


h 


1 


In 






T 2 ， 


T x 


T r 


T 


T 


T 


所以 T /= 


(2) 根据能量守恒，有 

W — (U ] — U ) — (U — t / 2 ) = Ui + U 2 — 2 U = NC ( T ] - f - T 2 — 2 T /) 

2.5 水 力机: 一自足的机器，仅输入温度为:^和 
T 2 的等量冷、热水稳流(图 2. 3). 唯一的输出是水的喷 

流.假设水的比热容 r 与温度无关.机器处于稳定工作 
状态，其输入水流的动能可忽略不计. 

(1) 用 7\、： T 2 和： T 表示出喷出水的速率•其中，了 

为喷口处水的温度； 


2. 3 


(2) 最大可能的喷出速率是多大？ 

(1) 单位质量水增加的热量 AQ 为 


AQ = 乃 - T )- c ( T - r 2 )] 

工 作机保持稳定，因此增加的热量完全以动能形式由出水口喷出，即士 r ； 2 = AQ ， 所以 


V ~ 


KT 1 +T 2 -2T). 

(2) 由熵变 


In 


T 


T 


>0 


AiS = 


-h In 


—c 


T 


T 


得 




T 


因而 




V 


2.6 有一高 100 m 的拦水大坝，如果上下水的温差为 10 C ， 试比较利用温差发电和 

落差发电分别从 i g 水中利用的能量. 

对温差发 电:在 理想情况下热机效率 




V — I — 


T 
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从 lg 水中利用的能量 


Zk 


W = 7 Q — 1 — 


or 高—了低） 


C 




V 


T 


其中， Q 为从 lg 水中吸收的热量，^为 lg 水之比热容， c v = 1 . 0cal/g • K 

W = r v cr 离一 T 低 ) 2 /T 


U 


可用室温代替，则 


10 


詞•氚 =0 . 3(cal) 


对落差发电 


W f = mgh = 1 X 980 X 100 X 10 2 ^ 10 7 ( erg ) = 0. 24( cal ) 

可见在理想情况下,但实际上热机工作效率远小于理想情况，所以利用落差发电 
仍比较有效. 


2.7 考虑热机的下述可逆循环（图 2. 4) .工作物 
质为理想气体，其定容比热容为常数 C ” a — b ， C — d 是 

等压过程， a 是绝热过程， 

( 1 ) 求热机的效率(用 p ^ p 2 表 达）； 

( 2 ) 求 max ( mm ) 和 min(m 


P 


Pi 


Pi 


T d )； 


(3) 证明工作在 maxCT ^ n / r ,、：^) 和 minCT %、 

7 V 7；、7^) 之间的卡诺热机的效率大于上述热机的效 


率 


( 1 ) 在循环中从高温热源中吸热^^=^>( 7 ^ — 7 ；)，向低温热源中放热 Q 


=c P 


(7\ — h ), 所以 


Qm 


t € ~t 

T b ~T 


d 


7=1 — 

由绝热过程方程〃: r =* 数可得 


=1 — 


Q 


a 


ci-r>/r 


p 兮 ， T 

pn = p^ /r T 


T 




d 


a 


c 


代入上式,得热机的效率 


z^i 


P 2 


r 


7=1- 

( 2 ) 由状态方程知7^>7^,乃>7^由绝热方程知 T h > T cs T a > T d ^m 

T b = max(T a 、 T b 、 T e 、 T d ) 

T d = min(T a 、 T b 、 T c 、 T d ) 


Pi 


T 


T d 


Pi 


y 


(3) 7 卡诺 =1 —_>1 

有一建筑物，其内温度为: r ， 现用理想泵浦从温度为： r 。 的河水中吸取热量给建 
筑物供暖，如果泵的功率为建筑物的散热率为 dr —： r 。）^ 为常数 • 


1 — 








T 


Pi 


a 


m : 
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(1) 证明建筑物的平衡温度为 


1/2 


W 


= T 0 + f ： 


2 a 


(2) 如果把泵浦换为一个功率为 W 的加热器直接对建筑物加热，说明为什么不如用 


泵浦合算. 


(1) 泵浦提供的热量 


W 


W 


Q ~ — 


1 — (To/D 


平衡时 ，: T = l ， Q e = a ( T f — T 。）， 所以 


1/2 


W 


AoiT 0 


T, = T 0 + r：. 1+ 1 + 


W 


2 <x 


(2) 此时平衡条件换为 


= a{V € - To) 


因而 


W 


: T=:r 0 十一 <r 


所以不如用泵浦合算. 

2.9 M 表示一定质量的煤.无论是在房间里递交给暖气管或是在 100 CTC 的发电厂, 
我们假定当它燃烧时都可提供 100 J 的热,假定发电厂是理想的（无损耗），排出的热释放 
给 3 0 C 的小河，问当 M 在发电厂里燃烧变成电后再提供给房间中的 ：（ a ) 民用 电炉； （ b ) 
使热从 or 的低温热源转移到 soc 的热空气中的民用热泵.此时，将给房间提供多少热 


当 M 在发 电厂里 燃烧后，它能输出的功为 

_ 

_ 

S 

w = TjQ , ™ Q x ^ 1 — 

■ 

I 

此功以电能的形 式向外输送. 

( a ) 当使用在民 用电炉 t 时它将全部转化成热 2 J . 

( b ) 当用于理想热泵时,可使低温热源的热传到髙温热源.其工作系数为 


273 + 30 


) ~ 100 X I — 


= 76.20) 


TJ 


273 + 1000 


273 


~ T[ — 71 — 30 


因此可给房间提供的热量为 


Q ’ = (1 + b)W ^ 770 J 

2 - 10 一 个空调装置可以用来降低室内温度，它实质上是一个致冷器，通过外界做功 
把热量从室内（温度低)抽取出来释放到室外(温度高).如图 2. 5所示.设室内温度为: r 2 , 
室外温度为 OT 2 ，空调设备按可逆卡诺循环运转，其连续工作时所消耗的功率为尸 ( j /s) 

(1) 每秒钟空调设备从室内 抽取込 ( J ) 的热量并向室外放出 Q ^ J ) 的热量.见图 2. 
( a ), 用乃和: T 2 来表达空调设备的工作效率 QJP , 

( 2 ) 热量由室外通过热传导输入室内满足牛顿定律 Q = ACT x — T 2 ), 假设室外温度 

恒定，室内温度均匀，对于连续工作的空调设备，试用乃 、尸和 j 来表达了 2 ; 
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(3) 如果空调设备只工作30%的时间就 

可以在室外温度为 3 o ° c 时使室内温度保持 / 

在 20 C . 试问用此设备使室内温度保持在 ^ 

20 C , 室外温度最高可达多少？（绝对零度取 
为一 273。。）. 

(4) 冬天空调设备的运转可以反向进 
行，见图 2. 10( b )， 求保持室内温度为 2( TC 时 

室外温度最冷可达多少？ 


室内 r 2 


室内 r 2 


A {T 2 -T x ) 


Qi 


Q 2 


p 


p 


G ] 


Q ^ 


室外 7 1 ] 




(a) 


(b) 


图 2. 5 


B ⑴由热力学第 一 、二定律分别可得，所以，警 = 

(2) 平衡时应有：由空调设备抽出的热量等于由热传导输入室内的热量，所以 Q e = 


A ( T x - T 2 )^ 


T z 


P = A ( T } - T 2 ) 


Ti - r 


所以 


p 


p 


p 


T 2 — T \^r 


今士 


+ 4 T 2 — 




A 


A 




按题意 T 2 < T x ，故物理解为 


P 


P 


P 


T 


T , + 






+ 4 r ] 兮 




A 


A 


A 


(3) 当空调只工作30%时间时，由 （2) 可知 

( T , - T 2 ) 2 


10 2 


100 


P 


= A 


= A^^~=A 


T 2 


293 


293 


30% 


当设备连续工作时 


100 


ji x Ws^ hU77A 


P — P 


= ^4 


30 


30% 


代入 ： T 2 = 2 (TC = 293 K ， 求 A ，则有 


P 


100 


7' = T 2 - \~\ T 2 -r = 293 + 


= 293 + 18. 26( K ) = 38. 26 CC ) 




30 


⑷类似地有 Q 2 = 尸 + Q ”_ = _ ，平衡时 Q 2 = ACT 2 — T 山所以 


P 


T 2 - 1\ =JT 


A 


P 


r x 


T 


jT 2 - 293 - (1. 1377 X 293) 1/2 々 274. 74( K ) 


1. 74( C ) 

一卡诺热机作为致冷机工作 .（1) 用压强-体积图， （2) 用焓-熵图，详细解释一 
个完整的循环过程.使用上述致冷机把 3 kg 、 crc 的水结成冰，从工质取出的热量传给一个 

温度保持在20 C 的水槽.最少要做多少功？ 
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解 （1) 如图 2. 6( a ) 所示： 

1- 2: 绝热压缩 过程； 

2- 3： 等温压缩过程,工质放热到热源； 

3- 4: 绝热膨胀 过程； 

4- 1； 等温膨胀过程，工质从冷源吸热. 
(2) 如图 2. 6( b ) 所示： 

1-2： 绝热压缩过程，熵不变，等熵过程; 


P 


3 


2 


4 


⑻ 


(b) 


图 2. 6 

2— 3: 等温压缩过程，如工质为理想气体，则为等焓过程 ; 


3- ^4 :绝热膨胀过程，等傭过程； 

4— 1: 等温膨胀过程，等焓过程. 


制冷效率， 


了 1 了 了 2 ，Qz = ML 为 M =3 kg 、0° C 的水结成 

冰放出的潜热 •L = 3 .35 X 10 5 J / kg ，： T 1 = 293 K , T 2 = 273 K ， 将各量数值 代入得 ，至少需做 

功 W/ = 73. 6X 10 3 J. 

2 . 12 假定在地球南极或北极地面附近钻一口很深的矿井，从温度为 一4 CTC 的地面 

一 直钻到温度为 80 CTC 的深处. 

(1) 试问在这两个温度之间工作的热机效率的理论极限是多少？ 

(2) 如果把释放给低温热源的热量全部用来熔解初温为一 4 CTC 的冰，问一座输出功 

率为 10 5 kW 的动力厂每秒能生产多少千克的0€ 的水. 已知冰的比热容 c = 2. 08 kJ/kg 

• C ， 冰的熔解热 Z = 333. 6 kJ/kg • C . 

解 （1) 该热机效率的理论极限值为 


因而 W = Q 


T 


233 


78^3% 


^ = 1 — 


1 

I ^ 

丄 j mam 






T, 


1073 


(2) 一 座输出功率为 10 5 kW 的动力工厂，每秒钟热机需做功 W =10 8 J ， 每秒传给冷源 


的热量 


T 


9QQ 

W — X 10 8 = 2, 77 X 10 7 (J) 


Q 2 = 


T\ — T 

设每秒有 Mkg 的冰熔化成 ( TC 的冰，则有 


M[c(T 0 — T 2 ) + /] = Q 2 


解得 


Q 


2. 77 X 10 


M = 


= 66. 5 ( kg ) 


c{T Q — T 2 ) + Z 2. 08 X 10 3 X 40 + 3. 336 X 10 

即该动力工厂 1 秒钟能生产 66. 5kgOC 的水. 

刚性盒子中有一摩尔温度为 T ’ cK 的空气，如果用一个热机从温度为 r 。 的 
大热源中抽取热量把空气升温到 : r t ，求外界对热机所做的最小功忽略空气分子的内 

部振动自由度和盒子本身的热容，把 W 用 To . Tj 和气体常数及表示出来.如果考虑空气 
的内部振动自由度, W 应该比原数值增大还是减小？ 

解 记 M 2 为从大热源中吸收的热量，则 △Q + W = Cv (7\— 了。) . 由热力学第二定律, 
得空气和热源的总熵变 
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T x 


0 < = 45热源 + A 5 空气 =— ^ + C v \n 


T 0 


T 


0 


所以有 




W>c v (T,~To)-c v Toln 


考 min 


T 


0 


如果考虑振动自由度，则因 C V 增加从而也增加. 

2. 14 —可逆热机在两个温度分别为:^和 了 2 (了 2 >7\) 的热源下工作.热源:^可看 
成是质量无限大，而热源： r 2 是一个体积不变的一定量的气体摩尔，比热容 c v ). 当热机 


工作了长时间后 T z ^Ti 


(1) 在热机工作的时间内，从热源中吸取了多少热量? 

(2) T 2 热源熵的改变是多少？ 


(3) 热机共做了多少功? 




(1 ) 0吸 = /^(了2— T 1 ) 


dQ jucydT 


T , 


(2) 由于 cLS = 


，故厶6 : :/^ v ln ijT 


T 


T 


dl ^ 


T , 


/^ d 7 ，所以共做功 


(3) dQ 


，dQ = 


1 — 」 




T 


r T i 




T 


/4 1 — %T CydT = /^ y ( T 2 — T x ) — juc v T { ln 


W = \dW - 


7 


T , 


lT 2 




15 现有 90GK(//) 及 30GK(C) 的大热 M. 

(1) lOOcal 热从 1/ 转移到 C , 整个系 统熵变多少？ 

(2) 一 可逆机工作于 H 和 C 之间，若从//中吸取 lOOcal 热，问对外做功多少？ 

(3) 在过程 (2) 中，整个系统的熵变是多少？ 

U ) —真实热机将热量从 C 传送到 H , 问此热机作为一热泵所产生的整个系统的熵 

变又是多少？ 


* 


(1) 整个系统熵变为 


^ ^ ^[fc ~ T 


= 号 (cal/K) 


=100 


300 900 


H 


(2) 热机对外做功 


T c 


1 - f^i X 100 = ~^(cal) 


W = 7^ Q X = 1 — Q x = 


T 


H 


传给 C 的热量为 


哔 cal 


Q 2 = Qi-w 




(3) 整个系统熵变 


Qi , Q 

十： r c 900 


■ + 1^ = 0 


AiS = — 


300 


(4) 熵变 


^2 t Ql 


A*S = — 


T 


T 


c 


H 
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其中， Q 2 是向低温热源放出的热量， Qi 是从髙温热源吸收的热量.由于 Q 2 /r c —A/ Th ^ 

0,因此 A5>0* 


2 16 (1) 把一摩尔理想气体由温度为 7V 体积为 R 的状态转变到温度为 T 2 、体积 

为 h 的状态，证明熵的改变为 


T 


V 


A5 = c v ln — + i?ln 


T, 


y^ 


( 2 ) 考虑理想气体的如下 循环： （/绝热膨胀 —( /等压压缩 —( 外、 Vi) 
等容加热 -(A，F!) ，证明此循环的效率为 


V 


_ ± 1 

t r 丄 




7 = 1 -/ 


Pi 


— 1 


Pi 


其中 r=c P /c 


V • 


⑴由 dLs=^(d£+/>dio=+(c v d：r+/^) 及 />y= 灯可得 


㈡ 


T 


V 


A5 = c v \n ~ + Rln tit 


T, 




(2) 循环如图 2. 7 所示，在此循环中系统对外界做功为 

^ + p 2 (V, - F 2 ) 


A 




w 


绝热 




AB 


由于 AB 是绝热过程，且对理想气体有 pV = nkT 


+ i ?， 


f€ p =c 


V 


Pi 


B 


所以 


C 


pdV=- c w dT = - c v (T 2 - TO 


Vy 




AB 


AB 


图 2. 7 


(p2^2 一 Pl^ 1 ) 


i - r 

式中为比热容比.上述循环中， CTl 为吸热过程，吸热为 

I v 

c v dT = c v (T ! — T 2 ) = 


Q 


V l(p2 — P\) 




1 - y 


CA 


所以热机的工作效率 


V 2 


— 1 


w 




7 = = 1 — ^ 


Q 


Pi 




P2 


(1) 假设已知下述关于熵入体积7、内能 [/ 和粒子数 iV 之间的关系5 = 乂 

[7VVf7] 1/3 , 其中 A 为常数.求下列各量之间的关系： ( a ) 和: T;(b) 和： T; 

(c) 定容比热是多大？ 

现在有两个完全一样的物体，其热力学性质由 （1) 的状态方程所描述，两个物体 
的 N . V 都相等，始温分别是和了 2 ，有一热机工作于这两物体之间，最终两物体达到一 

共同温度 7>. (a ) 求7> 的 范围； （b) 求对应最大功兩的7>，并求兩_.求解这些问题 
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时，既可以考虑可逆过程，也可以考虑不可逆过程 . 


5 3 


( 1 ) = 


A 3 NV 


_ _ 3U m 

— A 3 NV ~ A(NV) m 


3S 2 


dU 


= 


dS 


V t N 


3/2 


5 3 


dU 


U 


AT 


A 管 -V = V 捕 


p = — 


dv 


S,N 


dS 


1 


VT ^ A VT 


— T 


c 


v 


dT 


V t N 


(2) (a) TV 的最大值对应一个输出功为零的热机 


Qi = J f c v 6T — J 


T f 


X VTdT = \k{T z / 2 - Tp) 


T i 


T s 


dT = -rrACT 3 / 2 - T\ n ) 


Qz = 


c 


V 


T 2 


由 Ql+Q2 = 0 ，得 


3/2 \ 2/3 


max 


T f 的最小值对应一个可逆热机，整个系统熵增为 0 


T f 


C 


7pdT = 2X{T 1 / 2 - T\ n ) 


AS i ~ 


,T 


T 


T f 


C 


辛 dT = 2KT 1 / 2 - T\ /2 ) 


AS 


T 


T 


由 A5i + A5 2 = 0 得 


T\ n + T\ n 


2 


T 


/min 


故 


_ Tf^^Tf^Tf 

(b) 兩 _ 对应，即可逆热机具有最大输出功， 


max 


2A 


T x + 


(Qi + Q 2 ) = ^ T\ n + T\ n - 2 


W 






max 


其中 A 


2. 18 电阻丝把 M=lkg 的水从 h = 2(TC 加热到 i 2 = 99°C ( 大气压下），求 

(1) 水的内能的 变化； 

(2) 水的熵增； 

(3) 水的微观态数增加的 倍数； 

(4) 一热机工作于此水和 ~ = 2(TC 的热源之间，求最大输出功 . 

(1 ) 内能变化 


At/ = Mc^T = 1000 X 1 X 79 


7. 9 X 10 4 (cal) 
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(2) 熵的变化 


T z 


Me 


dT = Mein 


= 239cal/K 


AS = 


T 


T , 


(3) 由玻尔兹曼关系， S = 


^2 


6 S 


25 


7. 24X10 


A = e " = e 


(4) 若一可逆热机工作在此水和 h = 2(TC 的热源之间，直到水的温度和热源温度相 
同，这样运行的热机输出的功最大.当水的温度下降 dr 时，热机对外所做的元功为 dW = 

7 dQ =-( l -^) McdT . 所以热机最大输出功为 


T 


T , 


Tj 


W 


—j MedT = Mc(T 2 


— 了 l) — T\Mc\vi 


= 9 X 1 0 3 cal 


1 - 


T x 


式中 T l = 293K,T z = 372K 


2.19 设有 lmol 顺磁物质，其 了 - S 图如图 

2. 8,如果用它来作为卡诺致冷机的工作物质，髙 
温热源的温度为 1 K ， 致冷样品的温度为 0. 2 K . 

(1) 在: T - S 图上画出一个可能的卡诺循环， 
并指出所画循环是如何实现的？ 

(2) 对上述循环，每循环一周能够从样品中 
抽取多少能量？ 

(3) 对上述循环，每循环一周需要对工作物 
质做多少功？ 


r ( K ) 


15 


A 


D 


1.0 


10 


0.8 


4 


0.6 


2 


0.4 


C 


02 


ff=0 


B 


SIR 


0 


0.5 


10 


1.5 


2.0 


图 2.8 

(1) 画出的 ABCDA 卡诺循环如图所示 


B 绝热去磁; 
C — D 绝热 加磁; 


B — C 等温 去磁； 

D^A 等温 加磁. 

— 0* 2X(L 5 — 0* 5)R~0^ 2R^1* 7X 10 7 (erg/mol) 

—1 X (1* 5 — 0*5) • 3X 10 7 (erg/mol) 


(2) Q 吸=『低（么幻 

(3) o 放二： r 髙 


做功 


W = Q 放 — Q 吸 = 6. 6 X 10 7 erg/mol 

个电容器的容量对温度很敏感，它被用来完成下述循环 ：（ i ) 与温度为7^ 
的大热源接触并缓慢充电到带电荷量❼，此时电压为 h ，在此过程中电容器吸热 Q 1； ( ii ) 
脱离大热源但继续充电到电压为 y 2 ，此时温度为 T 2i Cni) 保持温度为: T 2 并缓慢 放电; 
( iv ) 脱离温度为 r 2 的大热源，全部放电完毕回到温度为7\的初始状态. 

(1) 求整个循环中所做的总功； 

(2) 在过程 ( iii ) 中，电容器放出多少 热量？ 

(3) 对固定的带电电荷量 9 ，求电容器的 
(提示 ：考虑 VfW + dV ,) 

(1) 整个循环可看作是一个可逆卡诺循环. （ i ) 和 ( iii ) 是等温 过程； （ ii ) 和 （ i v ) 是 


2. 20 


-_■■■> 


dV 


dT 
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等熵过程(绝热过程），见图 2. 9整个循环中，外界所做的 


V 


功为 


B 


V 2 


0放— Q 吸= T 2 1 A*S 2 1 — I 1 


W 


M 

■■— 




V , 




整个循环中总熵变为0,所以 

AS X -\- AS 2 = 0, 

ffi] 11 A*S11 = Qi ，所以 




AiS i I = [ A5 2 1 




V3 


C 




T 


o 


^ 9] 




w / = Qi 


— tt 一 1 

-L 


7 \ 


图 2. 9 


T 


T 


T 


7 \ IA5 2 1 =^rTi I A5 i i =^rQi 


(2) Q 放 = r 2 |A5 2 




T , 


T x 


T , 


(3) 画出此循环的 F (电压 ）一 电荷量）图2.9，则有研= jVdg •现设1/ 2 = \^+叹， 

dV 是小量，记电容器的电容量为 C(T)， 则由电容器的性质知 

V — q / C(T 1 ) 

V = g / C ( T 2 ) 


O 


A ； 




B — C : 


考虑各个过程中外界所做的功 


= irqiV, = -tdTOVi 


W 




V x IC { T 2 W 2 - C { T ,) V ^ 


w 




A-^B 


( V 2 + v s )( q 2 ~ q s ) =- ±(Vi - Vi ) C ( T 2 ) 










B-^C 


cct 2 ) V ! 

显然过 o 点的绝热线的方程是确定的，因此，如果 dv 是小量，则 y 3 也就是小量.在一级 
近似下有 


W 


^ 3?3 


^― 






c—o 


- tVlC ( T 2 ) 


^ O^W 


W 


c-*o 




irCiTOVl - irC ( T 2 W 2 2 + V ^ CCr . W , - C^)^] 






1 T ” dC(T) 


d 士 CW 2 -^ Vd ( C ( T ) V ) 


V 2 


dT 






dT 


另一方面由 （1) 知 


Qi 


Q 


T x ) — —dT 


= ^ r (7 




T , 


T 


所以 


l y2 dC ( T ) = Q^dC(T) 2Q 




dT 


dT 


TV 


最后我们有 


dV 


d 


d 


= q 


dT 


dT C(T) 


dT C(T) 


Q 


9 
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q dC ( T ) q 2 Q 2 Q 


C 2 ( T ) dT 


C 2 ( T ) TV 2 


Tq 


或写成 


dT 


Tq 


其中 QCT ，？) 是把电容器与温度为: T 的恒温热源接触并 
充电从0至 g 所吸收的热量. 


定量的理想气体经历 A ^ B ^ C ^ A 的循 


环过程见图 2. 10. 

(1) AB 段为多方过程，多方指数《为常数.气体的 

体积由 V \ 膨胀到 V 2 * V 2 = bV ^； 

(2) 段为等温压缩过程，气体的体积由 F 2 等温 
地压缩到初始体积1/ 1; 

(3) CL 4 段为等容压缩过程，气体的温度升高到初始 


温度 


试证明在此循环过程中气体对外所做的功与多方膨胀过程中气体对外所做的功之比 


{n — l)lnb 

b n ^ x — 1 

A -^ B 为多方过程，气体体积膨胀，对外做功 


1 - 


v 


V 


C n 


C n 


C n ~[( 1 — b n ~~ l ) 


2 


~dv = 


AB 


- nvr 1 

式中利用了多方过程方程 pv n = c nf c n 为常数. 

c 为等温压缩过程，过程方程为 pV = Cr , C T 为常数，气体体积缩小，对外做功 


V 


vr 1 


(n — l)V 


n 


n 




n 


2 


B 








pdV = C r ln — = — C T lnb 


BC — 


V 


v 


C ^ A 为等容过程，气体做功为零，即 WcM = (X 

气体在循环过程中对外所做的功与多方膨胀过程中对外所做的功之比 

D ^ AB + W SC H" W C A 


w 


C T (n — l ) Vl^ l lnb 


BC 


1 


1 




W 


c n 


1 —沪一 1 


AB 


AB 


c 


比值 f 可由 5 点的压强和体积值求得 


n 


Cr _ PbV 2 

c n ~ p B V 


= VI 


—n 


ft 


代入上式，得比值 


in — l)\nb 

— i 

2. 22 设某理想气体的绝热指数 y = i 为温度： T 的函数 • 

( i ) 证明在准静态绝热过程中，气体的 r 和1/满足函数关系 F ( r ) y = c ，式中 c 为 


= 1 — 
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常数，函数 FCT ) 的表达式为 


dr 


\ nF ( T ) 




(7 - 1)T 

(2) 利用 （1) 的结果，证明该气体的可逆卡诺循环的效率仍为 






(1) 对准静态绝热过程有 


nc v dT + pdV = 0 


气体的状态方程 pV = nRT ，代入上式得 




C 


V 


C 


式中系数发=7—0, 


两边积分得 


dr 


dv 


+ ^ = lnC 


(y - i)r 


V 


F ( T)V = C 


dr 


式中 C 为积分常数， inF ( r ) 




(2) 设卡诺循环由温度为7\和: r 2 的两条等温线和 


P 


两条绝热线组成的循环 ABCDA 组成，如图 2. 11所示 
^ ab 段气体从髙温热源下吸收热量 


A 


7\ 




B 


Qi = nRT jin 


B 




A 


D 


在 ct ) 段气体向低温热源： r 2 放热 


t 2 


c 


V c 


Q 2 = nRT 2 ln 


V 


V 


D 


2. 11 


5 C 和 ZX 4 两段分别为绝热膨胀和绝热压缩过程，由 （1) 


得 


F ( T x ) V b ^ F ( T 2 )V 

F { T x Wa = F ( T 2 )V 


c 


D 


两式相比得 


_ V D 

经一个循环后，气体的内能不变，气体对外做功 

W = Q,-Q 


气体的可逆卡诺循环效率 




nRT z \n 


Qz 




V D 


T 2 


PC 1 — 


Qi 


v 


T x 


B 


nRT.ln 


V 
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3 汽油机的循环过程类似于奥托循环，见图 


S 


2 . 12 


D 


C 


A ^ B 气体绝热 压缩； 

5- C 气体等容加热(相应于汽油燃烧）； 
C — D 气体绝热膨胀(动力冲 程）； 

D ^ A 气体等容冷却. 


■51 


52 




B 1 


V 




Ki V 


计算理想气体的奥托循环的效率7作为压缩比¥和 


V 


B 


图2, 12 


一个粒子的比热容 c v ( c v 与温度无关)的函数. 

因为 AS 和 CD 为绝热(等熵)过程,气体的吸热和放热只在过程 5 C 和 DA 中进 


行 - BC 为等容吸热过程，吸收的热量为 


T c 


Qi = Nc v ( T c - T b ) = Nc v T b 

da 为等容放热过程，放出的热量为 


-1 


T b 


T 


D 


q 2 = Nc v (t d - r A > = Nc y t a 




T 


A 


CD 和为绝热过程，故有 


TcVlr 1 = T D V r n l 
T ^] r l - T A V r A 




由 = 心代入得 


T 


t d 


T a ( Vs ] 7 - 1 


c 


及 


T 


Tu 


B 


A 


A 


奥托循环的效率 


Qi — Q 


r-\ 


t a 


V B 




Qi 


T B 


V 


A 


其中 7 为绝热指数 


k 


y = ^ - 


(v 




式中 4 是玻尔兹曼常数.所以奧托循环的效率 






C 


A 


V 




B 


对于单原子分子理想气体， 




C 


V 


1 




A 




B 


对于双原子分子理想气体， 




C 


V 


I 




5 


A 


7=1 — 


y 


B 


24 两个温度为和 r 2 (7\> r 2 ) 的物体，它们的比热容〜和〜都为常数，设在 


2 
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外界压强保持不变条件下，一热机工作在两物体之间，求热机所能输出的最大功 • 

解 若在两物体之间驱动一可逆卡诺热机,使它运行到两物体的温度相等为止，此时 

热机输出的功最大. 

设物体终态的温度为: T /， 则两物体和热机的熵变分别为 

T f dT 


Tf 


In 


A 5! 


=c 


c pi 


pi 


T , 


T 


T x 


Tf 


T / dr 


— Cp^n 


A 5 


c 


pi 


T 


T 


T 


^ 热机 = o 

两物体和热机组成的系统为绝热系统，其总熵变 A 5>0, 故有 


r j^ c p\ ~ >tc pt 


Tf 


T 


A5 = A5i + AS 2 + AS 热机 =r^ln + 


In 


In 


>0 


c 


P2 


T , 


T 


由此解得 


T/> T a x iTp 


式中〜为 


c 知 


(/. = 1，2) 


a,= 


c 


pi 


P2 


热机输出的功 

= Qj — Q 2 = 


2(T f -T 2 ) 

_ 

当取最小 TV 时，热机输出的功最大.这就是说,当热机为可逆卡诺热机时输出的功最大， 

和分别为 


a \ — Tf ) 


+ c p2 T 2 — (c p i + c p2 )T f 


€ 


— € 


C 




pi 


pi 


p 


a 




c 


^ max = Cp\T I -\-Cp 2 T 2 _ (^/>1 ~\~Cpi)T /njin = Cp\T 1 ~\~CpiT 2 一 p\ ~\~Cp2^)T\ 


T 


C p\ +^2 2 ^1 ~\~C P 2 


2. 25 有两个相同的物体，它的定压比热容 c P 为常数，两物体的初始温度均为 7 V 现 
有一致冷机工作在两物体之间，致冷机工作到使其中一物体的温度降低到: r 2 为止.假设 
物体被维持在定压下，并且不发生相变，证明完成此过程所需的最小功为 


+ T 2 - 2 T 

2 

将两物体和致冷机组成一个绝热系统，则系统的能量守恒，而熵变 A 5>0. 为此， 
我们分别求出系统各部分热量和熵的变化. 

物体1 :初态温度为 T 。, 末态温度为7\，它吸收的热量 Q 和熵变 A 5 i 分别为 

Qi = Cp(^T 1 — T'o) 

r i dT 




= c 


0 


p 


T 




AS X 


In 


cp 


=c 


p 


T 




T 


0 


0 


物体 2: 初态温度为: r 。， 末态温度为： r 2 ，放出的热量 q 2 和熵变分别为 

Q 2 = c ? O o - T 2 ) 
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7\ 


r 2 dT 


In 


A 5 


€ 


T 


T 


r o 


致冷机经若干个循环后回到初态，其内能和熵均不变，即 

△f/ 3 = 0 ， AS3 = 0 


由热力学第一定律得外界对系统做功 

W = Q x — Q 2 


(T, +T 


2 T 0 ) 


c 






系统的总熵变 


= 丛 + A5 2 + A5 3 = c p ln 0 


由上式得 


T 


T x > 


T 


代入 W 的表达式，得 


+ T 2 - 2 T 


T 


当致冷机为可逆机时，^ = 0,7\ = ^，致冷机所需的功最小，最小功为 


^rz 
1 0 


W^min — TfT + 了2 _ 2T 


T 


2. 26 图 2. 13 为某物质的状态图, A 和 6 为 
两条温度为: n 和： r 2 的等温线，等温线上 a 点的 
左侧为液相,点之间为汽液两相共存 ,5 C 为 
气相 • 今有 lmol 物质进行如图 2. 13 所示的可逆 
循环过程循环过程的参量为 

(1) ABC 和是等温过程； 

(2) 和 CD 是绝热 过程； 

(3) 认为物质在气相 CBCX^) 中是理想气 
体，在 A 点为纯 液体； 

⑷过程气液共存，摩尔潜热为 L ， 状态 A . B . C 的体积分别为 Va ^ Vb ^ Vc . 
求循环终了时，该物质所做的净功是多少？ 

循环 ABCDEFA 为一可逆卡诺循环，由卡诺定理得效率 




t 2 


V 


2. 13 


w 


T 


Qi 


T , 


式中 A 为物质从髙温热源7\中吸收的热量， 


Qi = Qab H - Qbc ~ L RTz~ 


V 


所以循环终了时该物质所做的净功 




Fc 


W = 7 fQ 1 = 1 


L + RT x \n 




T , 


V 


27 设一热机在循环过程中与多个热源交换热量，在热机从其中吸收热量的热源 
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中，热源的最髙温度为;在热机向其放出热量的热源中，热源的最低温度为 7 V 试 证明: 
这个热机的循环效率不能超过工作于温度为乃和： r 2 的两热源之间的卡诺循环的效率. 

解为了比较与多个热源交换热量的任意循环过程的效率 V 和工作在最高温度:^ 
和最低温度: r 2 两热源之间的卡诺循环过程的效率 7 卡的大小，最好用图来讨论. 

先在： T - S 图上画出任意循环过程 ABCDA .设循 
环中石 点温度最髙 T b = T x ,D 点温度最低 T D = T 2i A 
点熵最小， C 点熵最大.过 B 、 D 两点作两条等温线，过 
A 、 C 两点作两条绝热(等熵)线，四条直线相交构成长 
方形见图 2. 14. 长方形循环 EFGHE 表示热 

源温度在乃和 r 2 之间的卡诺循环，它的两条等温线 
和两条绝热线与任意循环 A BCD A 相切. 

由图可知，卡诺循环吸收的热量 A 和放出的热 
量 Q 2 分别等于长方形 FGHNMEF 和 EHNME 的 

面积，任意循环 ABCDA 所吸收的 热量弘 和放出的热 
量 Q [分别等于曲边梯形 ABCH^MEA ADCHNMEA 的面积.因为长方形 EFGHE 


T 


7\ 


A 


T 2 


E 


M 


2* 14 


外切于 ABCDA ， 故有 


Qi 〈 Q? 


^ < 


Qi 


Q [ 


热机循环的效率 7=& = 1— 所以任意循环 ABCDA 的效率 7 /为 


W 




7’ = 1 — 

相应的在热源乃和: T 2 之间的卡诺循环 EFGHE 的效率7卡为 

^ , Qz , t 2 

7 卡 =1 — =1 — 


Qi 


Qi 


T x 


由于！<證，故有 


V f < 7 卡 


或 


T 


7’ < 1 — 

Imol 水从 27 C 冷却到 OC 并结 成冰. 一 个工作在理论上有最大效率(无熵增) 
的致冷机吸收了水放出的全部热量，并把它传递给另一个 lmol 温度同为 25 C 的水，把它 

加热到 100 C . 求： 

(1) 有多少摩尔的水转化为 10 CTC 的蒸汽？已知水在 10 CTC 时的汽化热 Y = 9730 cal / 

mol ， 冰在 ( TC 时的熔解热 A =1438 cal / mol ； 

(2) 需对致冷机做多少功？ 


T , 


28 
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(1) 致冷机在最大效率处运行，它必定是一个可逆致冷机.运行结束后致冷机和 
两个 Imol 水的总熵变为零，作为冷热源的两个 lmol 水的熵变分别为 


273 


厶 5 冷 = Cpln 


298 273 


, 373 f nX 1 
= Cpln 298 + 373 

上述两式的第一项分别为 lmol 25° C 的水冷却到 0 C 和加热到 10 CTC 的熵增，第二项分别 
为 0 C 的水结成冰和 100 X ： 的水汽化成蒸汽的熵增, n 为转化为水蒸气的水的摩尔数. 

经循环过程后，致冷机的熵不变 , A 5 tt = 0, 系统的总熵变 

373 X 273 
(298) 2 


nX f 


= A5^ + A5«l + AiS 


In 


机— 


273 1 373 


解得 


_ 373 f A 

n ~ x L273 

把 c P = 18 cal/(mol • K )， A =1438 cal / mol ， A '= 9730 cal/mol 代入，得 

w = 0. 107 mol 


373 X 273 

(298) 2 


Cpln 




(2) 致冷机从冷源吸收的热量 


Q 


(298 - 273) + A = 1888 cal 


它传递给热源的热量 


Qi = ^(373 - 298) + nk f = 2391 cal 


由热力学第一定律得，需对致冷机做功 


W = Q 1 - Q 2 = 503 cal 

系统由两块物体和一个热源组成，两块物体的质量分别为 mi 和 m 2 ，温度分 
别为:^和了 2 ，它们的比热容均为常数^热源的温度为 7 V 现有一理想卡诺热机 i ? 运行 
在这一系统中，当热机工作到尽头时，求热机输出的总功 W 和热源吸收的热量 Q 各为多 


29 


少？ 


当热机运行到物体1和物体 2 的温度都和热源的温度 r 。 相同时，热机停止运 
行.设热源吸收的热量为 Q ， 则物体、热源和热机的熵变分别为 


dT 


T 


0 




idn 


= THyC 


^ 丁 


T x 


r odT 


T 


AS 


rlrx 


2 = ^lC 


T 


T 


Q 


AS 


T 


热机 = 0 

热机在系统中运行是可逆绝热过程，故热机和系统的总熵变等于零，即 

— ^Si + + AiSo - {- 


= 0 


热机 


把代入后，得 




T 


Q = m } cT 0 \n — + m 2 cT 0 \n 777 


T 0 
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设热机从物体1和2吸收的热量分别为仏和0 2 ，则热机对外输出的总功 W 为 

I 

= Qi + Q2 _ Q 


将 


Qi ~ T?tic(T 1 ~ TQ) 

Qz = m 2 c(T 2 ~ T 0 ) 


和 Q 的表达式代入，得 


T , 


T 


^ = 讲 1((7\ — T 0 ) + m l c{T 1 — T 0 ) — m^T 0 \n — m 2 cT 0 ln 


T 


T 


另一种解 法:此 题的另一种解法是利用卡诺定理.为明确 
起见，不妨设: ro > r 2 ，让卡诺热机工作在物体1和热源 

To 之间，见图 2. 15. 在热机及运行过程中，从物体1吸收热 

量，直到物体1的温度下降到: T 。 为止.当物体1的温度为 T 
时，热机从物体1吸收热量 dQi = ~ mi cdT ( dT <0) ，设热机 
在热源： To 中放出的热量为 d # ，则由克劳修斯等式得 


7] 


物体1 


01 


R 




Q f 


T , 


热源 


Q 


R 


W 2 


dd, dd f 


Ti 


物体 2 


T 


T 


对 dQ ' 积分，得热源得到的热量 Q 为 


图2, 15 


了。筚 = Wl cT 0 ln ^ 


Q = 


=— nticT 


^ T 


T 0 


热机及对外所做的功为 


T , 




Qi - Q ; = m/CTi — T 0 ) - m^Toln 




T 


现再让热机及 工作在 热源: ^ 和物体 2 之间，尺从热源: T 。 吸收热量 Q "， 对外做功 

W 2 , 并把热量0 2 传给物体2,使它的温度上升到 T 。， 热机及停止运行。仿照上面的讨论， 
得热源放出的热量0〃和热机对外做功分别为 

T odT 


To 


I dQ 


Q 


〃 


icT 


cT 0 \n 


T 




T 0 


Q" — Q 2 = m 2 cT Q \n 




m 2 c(T 0 — T 2 ) 




T 


由此可得热机尺输出的总功 W 和热源 T 。 吸收的净热量 Q 分别为 


W = W x + W 2 = m^iT 1 — T 1 。） + m 2 c(T 2 — T 0 ) — m^Toln — m 2 cT 0 ln 


T 


T 


T 


T , 


I2 


Q = Q f 一 Q 


micT 0 ln ^pr + m 2 cT 0 \n 


T 


T 


得到相同的结果. 

2.30 如图 2. I 6 所示，及表示一工作在热源1、2和3之间的可逆热机，完成一定数 
量的循环后，热机从热源1吸收热量0 1 = 1200〗,对外做功 W =200 J ， 求 

(1) 热机从热源2和3吸收的热量 Q 2 和 Q 3 各为多少 

(2) 每个热源的熵变各为多少？ 


7 
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(1) 由热机及和 3 个热源组成一个绝 

热系统，/?为可逆热机，系统经可逆绝热过程其 
^3 熵不变，即 


W 


R 




Qi 


A 5 = A 5! + A 5 2 + A 5 3 + A 5 r = 0 
按题意各热源和热机的熵变分别为 


r, =400K 


T 2 =300K 


T 3 =200K 


Q t 


ASi = 


图 2. 16 


/ = 1 ， 2 ， 3 


TV 


ASr = 0 


代入得 


Qz Q3 

I 1 I II ■ ■ I 

T, T 2 T 3 

热机对外做的功 w 等于热机从各个热源吸收的热量之和， 

^ = Qi + Q 2 + Q 3 


= 0 


两式联立解得 


W 


— Q ] 女 


T 


T 


T , 


Qz = 


=—1200 J 


T, T 2 

Qs — ~ Qi — Q2 = 200 J 

即热机从热源 1 和 3 分别吸收热量 1 2 00 J 和 200 J ， 向热源2放热 1200 J ， 对外做功 


200 J 


(2) 3个热源的熵变分别为 


Qi 


£iSi = 


3J/K 




T x 


Q2 


A 5 


= 4J/K 


T 2 


Q 


A 5 


- 1J/K 

2 - 31 有一热机，以热辐射作为工作物质,热机装有可以允许热辖射进入或离开的气 
缸.现有两个平衡热辐 射源五 i 和五 2 ,它们的温度分别为:和 TzCT ^ Ti ). 令这一热机 
作准静态卡诺循环，试叙述这一循环过程，并利用卡诺定理求出热辐射的能量密度 

已知辐射压强 p = ~^ u . 

解 以热辐射为工质的热机，它的气缸带有无摩擦的活塞 B 和活门 D ， 缸底有小孔 

C ， 允许热辐射进入或离开气缸，这种热机的卡诺循环由以下 4 个过程组成，如图 2. 17所 
示，循环过程在 />- F 图上的表示同列在图的右方. 

(1) 等温膨胀过 程:打 开活门 D 热机从温度为乃的辐射场&吸收热辐射，气缸与辐 

射场达到热平衡，并在辐射压强力:二+“/了)作用下作等温膨胀 (对 热辐射来说，等温线 
也是等压线），体积从6膨胀到 V 2 ，对外做功 




T 


u(T\ 
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F 3 


P 


V , 


V 4 


( P ^) 


Ti 


Vi 


A B 


b (Pi ^2) 


a 


D 


c 


d 


T 2 


( Pl V 3) 


(P2K) 


C 


V 


e 2 


o 


图 2. 17 


W , = p l ( V 2 - V 1 ) 


由于辐射场的体积增加了 — h ，所以热机气缸内的内能增加了 AU = u (. T 1 )( V 2 ~ V 1 ), 

由热力学第一定律，热机从私吸收的辐射能为 




4 


Q^Wi- {- MJ 

(2) 绝热膨胀过程 :活门 D 关闭，热机对外作绝热膨胀，体积从]/ 2 膨胀到1/ 3 ,气缸内 

的辐射场温度下降到了 2 ，其能量密度和辐射压强分别下降为《(乃)和 p 2 = ^ u ( T 2 ), 

(3) 等温压缩过程 :活门 D 再次打开，气缸体积由 F 3 压缩到 V 4 , 热机向温度为 T 2 的 

辐射场放出辐射能； 

(4) 绝热压缩过程 :活门 D 关闭，气缸内的辐射场的体积由 K 绝热压缩到 K ，温度 
由 r 2 增加到，完成了一个循环过程. 

热机作一个循环后对外做功由四边形 abed 的面积给出. 

现设: r ] 和 r 2 相差一微小温度 dT ， v 2 和 h 相差一微小体积 dv , w \ abed 为一微卡 
诺循环，热机对外做功 


u(T x )(V 2 - F 0 




W = d/)dT^ = —dwdV" 


热机从辐射场吸收的福射能 A 可改写为 


Qi = ~^u(T)dV 


由 W 和 Q ! 可得热机的效率 




du 


Qi 4ucr) 


弓 一方面 由卡诺 定理得可逆卡诺热机的效率 


dT 


7 j — 


T 


两式相等，得微分方程 


du(T) . dT 
u{T) 


- 4 


T 


对方 程积分得辐射场的能量密度 
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u(T、 = aT A 

即辐射场的能量密度正比于温 度了的 4次方, a 为积分常数.由辐射场的辐射通量密度的 
斯特藩-玻尔兹曼定律 ■/ = <7 T 4 , 可得 

一实际致冷机工作在两个恒温热源之间，热源的温度分别为 T , = 400 K 和： r 2 = 

25 0 K •设热机的工质在每个循环中从热源: r 2 吸收热量仏= 500 > 1,热源和工质的总熵变 
A 5 = 2. 1 J / K ， 试求： 

(1) 每个循环外界对致冷机所做的功 W 和致冷机的致冷系数 e; 

(2) 若致冷机为可逆机,求每个循环中外界所做的功 W 和致冷机的致冷系数 e ' ; 

( 3 ) 实际致冷机和可逆致冷机所消耗的功差 = W — V 转化为高温热源的内能. 
若再利用这部分能量在热源7\和: r 2 之间装一个不可逆热机，循环后的总熵变 =0. 30 J / 
K ， 则这部分能量对外做功 多少？ 如果装的是可逆热机，对外作的功又为多少？ 

(1) 由致冷机、热源和工质组成的大系统其总熵变 A 5 = 2.1 J / K , 经一个循环后 
致冷机和工质都恢复原来状态，熵变为零，故有 




，式中 r 为光速，〃为斯特藩-玻尔兹曼常量 


2.3 


Qi Q 


A 5 = △〜源 =^ 


T x T 


由此解得致冷机向热源7\放热仏为 


§2 


Qi = 7\ AS + 


= 1640 J 


T 


外界对致冷机做功 


^ = Qi — Q 2 = 1140J 


所以，致冷系数 


Q 


帝 = 0. 439 


(2) 若致冷机为可逆机，则经过一个循环后大系统的熵变 A ^=0, 则有 


Qi Q2 


== 0 


T , T z 


致冷机向热源乃放热 


T , 


Q{ = ^tQ 2 = 800J 


T 


外界对致冷机做功 


= Q{ — Qi = 300J 


可逆致冷机的致冷系数 


Q 


e = W f ^ L 67 

( 3 )设在热源： n 和乃之 间装一个不可逆热机，经过若干个循环后，从热源:^吸收 
热量 Q^=AW = W - W , =8 iO ], 向热源 了 2 放热为 Q 2 , A 5 , = 0. 30 J/K ， 则 

AS f = 


Q2 Qi 


T 


T , 


解得 
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= 600J 


热机从吸热△『，对外做功 


A = AW — Q 2 = 240J 


如果在乃和: r 2 之间装的是可逆机，则 


絚 哑 




t 2 


T , 


解得 


T 


Q 卜； ^ 縱 = 525J 


T, 


可逆热机可对外做功 


A f = LW - Q【= 315J 




33 1kg ( TC 的水与 10( TC 的热源接触，当水的温度到达 10 CTC 时 


(1) 水的熵变是 多少; 


(2) 整个系统的熵变是多少? 


(3) 欲使整个系统熵变为零，水应如何从01：变到 100 C . 

此过程是不可逆的，要计算水及整个系统的熵变，必须设想一个初态和终态分别 
与题中所设过程相同的可逆过程来计算. 

(1) 设想一可逆等压过程，水的熵变为 


me 水 dT 


373 


1 


373 


水 

将 w~lkg,c*~4. 18J/g 代入，得 A5tk = 1305J/K 

(2) 热源的熵变为 


= rrtCjk In — ^ 

水 273 


T 


273 


1000 X 4, 18 X 100 


热潭 


=-1121CJ/K) 


r 


373 


因此，整个系统的熵变为 


A5 = A*S 水 + AS 热漯 = 184J/K 0 


符合熵增加原理. 

(3) 在 0 C 与100 C 之间取彼此温度差为无限小的无限多个热源 ，让水 依次与这些温 
度递增的无限多个热源相接触，由 0° C 吸热升温至 100 C ， 这是一个可逆过程，故 A5 = 0. 

2 . 34 求下列两种状态的 熵差： 

(1) 温度为 2 0 C 压力为 latm 的 lg 氮气； 

(2) 温度为一 19 6 ° C ，压力为 latm 的 lg 液氮. 

—1 96 C 是氮的沸点，相变潜热是 47 . 6 cal / g , 把氮气当作理想气体，其分子量是28, 

7. 0cal/(mol • K) 且与温度 无关. 


比热容 


C 




P 
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lg 氮的摩尔数为 




亡 = 3. 57 X 10— 2 (mol) 


n 


28 


理想气体的熵变 


T , 


AS 7 = nc p \n — = 0* 33cal/K 

^ 2 

式中相变过程中的熵变 

= 0. 62cal/K 


L 


A 5 


n 77T 


T 


故 


A5 = + A5 


0_ 9Seal/K 

35 —克原子的银在等容下从 0°C 加温到 30 °C ，试计算其熵变.在此温度区间内 
可看作常数，其值约为 5. Seal 八 mol • K). 


(V 


* 


熵变 


T 


cAT 


T 


30 + 273 


In = 5. 85ln 


A 5 = 


0- 61(cal/K) 


c 




T 


T , 


273 


T i 


= 0. 081K • mol 的 He 气初始温度为 
27°C ，压强为 2 X 10 5 N/m 2 ， 然后经历了过程 A -^ B~*C 

(图 2. 18) .对 He 


36 


n 


P/(N/m 2 ) 

2x10 s t 


A 


- —R 

— 2 尺， 

假定它满足理想气体规律. 

(1) 在的等压膨胀过程中对外做功多少? 

(2) 在中 He 的内能改变多少？ 

) 如果 B — C 是绝热的,求其熵变及终压强. 

(1) A -^ B , 对外做功 

取 = Pa(V B — v a ) = 1. 0 X 10 5 J 


=^rR 


]xlO 


€ 


C 


c 


1.0 


K5 


20 


V/m 


q 0 


图 2. 18 


(2) 内 能增您 




AU = 


AT - 


f(V B ~V A ) 

(3) 万 — C ， 理想气体绝热过程满足方程 


irW = 1. 5 X 10 5 J 


nc 




£p 5 


py 7 = 常数 . y = 

即得如 =1.2 4 X10 5 N/m 2 •在可逆绝热膨胀过程中，熵变 = 

0,或具体计算 如下： 、 


C 


T c 


V c 


T c Vlr 1 


A5 = nc v \n 


+ nR\n zy- — nc v ln 


T b 


V B 


T B v 7 B - j 


2.37 lmol 理想气体经历了体积从 W 到 2 K 的可逆等温膨胀过程，问 
(1) 气体的熵变是多少？ 
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(2) 整个体系的总熵变是多少？如假定同样的膨胀为自由膨胀，上述结果又如何. 
m (1) 等温膨胀过程，系统对外做功为 

r 2 、 ， c 2V i dv 

pdv = RT 

由于此过程内能不变，这些功都由从外界吸热来提供，因此气体的熵增加为 

_W 

(2) 热源的熵变 A 5 2 = — ，因此整个体系的总熵变为 

hS = ASi + AjS 2 = 0 

若是自由膨胀过程，体系内能不变，因而体系终态与等温过程的终态一样，故熵变也 

一样.这时，由于热源的状态没有变化，因而其熵不变.因此整个系统的熵变为 A 5 = , Rln2 . 

2. 38 W 个原子的理想气体储在具有绝热壁的圆 
柱形容器中，其一端由活塞封口.初始体积 A ， 初始温 

度7\(图 2. 19). 

(1) 如果拉开活塞使气体体积由 R 瞬间增到 V 2 ， 

求出温度、压力和熵的变化； 

(2) 怎样迅速地拉开活塞才能使上面求得的表达式 正确？ 

(1) 活塞在外力作用下快速运动，气体不对外做功，又因器壁绝热，因此气体的 

内能不变， dC / = 0. 理想气体的内能仅为 温度了 的函数，故活塞拉开前后的温度不变, T 2 = 
Ti . 压强与体积成反比变化 pz / pi ^ V l / V 2 ^ 熵增为 

*^2 — ^1 

( 2 )活塞运动速度 u 须远大于气体分子的平均速率 t ；， 即 v 》 v = {8 kTi /' Krri ) 

2* 39 一圆柱形容器（图 2. 20) 中含有一在 
压强/ > 、体积 F 、 温度 T ，内能及熵处于热力 
学平衡的理想气体.此柱形容器的周围是一个 
相同 温度了 的大热源.器壁和活塞或是完全导 
热或是完全绝热.活塞的移动产生体积的微小 
变化士“慢”或“快”意即在体积变化的过程 

中，活塞的速度远小于或远大于温度: T 时的分子速度•对下列五个过程，指出各量的变化 
(在 再次达到平衡后)是正、是负还是零. 

(1) ( + AF ) (慢 ）( 导热） 

(2) ( + MO (慢 ）（ 绝热） 

(3) (+ AV ) (快 ）（ 绝热） 

(4) ( + AV )( 快 ）（ 导热） 

(5) (— ATO (快 ）（ 导热） 


w = 


RT\n2 




V 


AS , 


= Rln2 


Vi 


V 2 


2 . 19 


V 


A 


dV - 遞 n tt 2 




V 


1/2 


+AK 


P ， y，r 


T 


u.s 


T 


图 2.20 


AT AU AS 


Ap 


(1) 等温膨胀过程，△了 = 0 ， Af / = 0 
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△F 


A5 = R ^77" ^ 0 9 △ 户 =— <C 0 


V 


V 


(2) 绝热膨胀过程 ， AQ = 0. 由于过程进行得很慢，因而可看作是准静态可逆过程，有 
AS = 0 .绝热过程满足方程 /> V y = 常数 .V 增加时^减小，即△/><0.体系对外做功，内能 

减少， Af / CO , 亦即 △ T <0. 

(3) 此过程相当于理想气体绝热自由膨胀过程，因而， A 5>0, At ； = 0, AT = 0, 


A/><0 


(4) 结果与等温自由膨胀过程相同，因而 △ r =0, M 7 = 0， A 5>0， A /><0 

(5) 与等温压缩过程结果相同，有 AT = 0, A (7-0, A /)>0> A 5<0. 

综上所述，得 


AT AU AS 


Ap 


+ 


0 


0 




0 


+ 


0 




4 


0 


0 


0 


0 


40 一个绝热盒子被隔膜隔成两部分(体积分别为 V 2 )， 

其中一部分充有温度 r 的理想气体;另一部分是空的(真空).膜突 
然移走，气体充满整个盒子达到热平衡(图 2. 21). 

(1) 气体的最终温度 7 V 是多少？ 

(2) 证明气体膨胀过程是不可逆的. 

(1) 自由膨胀气体不对外做功，又无热量输入，因此内能 

不变， df / = 0 •理想气体的内能仅为温度的函数，故在这个过程中温 
度不变，即 


* 


T f = T 

(2) 自由膨胀前后的熵的变化,可假想一个准静态等温膨胀 


图 2*21 


过程计箅.在这个过程中，有 




dS = 


dF , pV = NkT 


T 


卜 r 参 


a + f 


Sf 一 

气体的熵增加 • 因此，气体自由膨胀过程是不可逆的. 

_ 

有一均匀导热棒，长为横截面 A , 密度 A 定压比热容为 c p . 将棒一端与温度 

的热源接触，另一端与温度 7 V 的冷源相接，使棒中产生不均勻温度分布.将棒撤离冷 
热源，同时保证绝热和等压.试 证明： 棒的熵改变为 


dV = Nkln 


> 0 






2 , 41 


T 


H 
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T c 


T m 


InTc 


InT 


H 


T h - T c 


T h -T 


c 


Th + Tc 


CppjAL y 7 ^/ = 




Th — T c 


证棒内的温度梯度为 


，距: Tc 端为2长的截面处的温度为 T X = T C + ( Tm ~ 


L 


L 


T c )x/L. 撤离热源过程绝热，故有 J 


/v P [TU)—T/]dx = 0, 由此求出终态温度 T/-CT 


0 


H 


dS 


+ Tc )/2 .因 c p = T 5 ，故 


dT 


p 


L 


( w/2 dr 


T c 


c p [l + lnT/ + 


T h 


_ 

IhTh 

HP 


AS = CppA\ dx 


lnT c — 


T 


T H — Tc 


T h - T c 


T 


0 


其中 


= c p pAL 


c 


p 


注:求 积分时用了如下的积分公式 


= x(lnx — 1) + C 

2 * 42 0. lmol 氦和 0. 2 mo ] 氮的混合气体，初始温度为 ： T = 300 K ，体积为 4 L ， 证明当 
混合气被绝热压缩时，其温度和压力变化可以用某种混合比 y 来描述，当体积缩小1% 

时，求温度和压力之变化.£知氦气和 氣气的出热比 分别为 A = 5/3, y 2 = 7/5. 

理想气体的■变公式 


m^rax 


zv 


v 


AS = nc yin 


+ nRln 


T { 




其中⑺ 为摩尔数，脚标〖和/表示初态和 终态. 在绝热过程中，氦气和氮气的总熵变应为 
零，即 △& + △& = () .其中 


T 


Z / 


^Sj = rtjCvjln Tff + rijRln 


j = 1,2 




T , 


由此解得 


( n l + 穴 2 )只 

n \ c V\^ n 2 1: V2 


再用理想气体状态方程，有 


7 




Pf = P 




其中， 


niC pl -\-n z c 


y= 


—cvj^R 


C 




PJ 


気是单原子分子氮是双原子分子， 

1. 46.当 V / =0. 99 V , 时，得 


于是7 = 


~7^RjC P 2 


Cvz = 




Tf = 1* 005 T , = 301 K 
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Pf = 1. 015 A = 1* 015 ,r = 1. 9 X 10 5 N/m 




式中，” 0. 3 mol ,/? = 8. 31 J • mol -1 • K - 


2.43 考虑两种把两理想气体混合的方 
法.第一种 方法: 把一个孤立绝热的容器分成 
两部分，分别盛入理想气体 d 和 5( 如图 
2 . 22( a )) ，然后打开隔板使之 混合; 第二种方 
法 :如图 2. 22( b ) 所示，隔板是两个紧靠的半 
透膜，把 A . B 两种气体隔开，与气体 Z 相接 
的半透膜只能透过气体4的分子，另一个半 

透膜只能透过气体 B 的分子，现把两个半透 

膜拉开使二气体在中间混合，整个过程保持 
温度为 r (与热库接触). 


气体义 


气体5 


叱摩尔 


〜摩尔 


体积6 


体积 b 


⑻ 


A 可渗透的 

半顧 


5可渗透的 


半 


气体义 


气体5 


(b) 


图 2. 22 

(1) 求第二种情形下熵的改变； 

(2) 求第一种情形下熵的改变； 

(3) 问题 (1) 中热库熵的改变是多少？ 

(1) 因为过程是等温可逆的，我们有 


j 爭叫 








Pb^V = R n A \n 


AS = 


B 


4 - n B \n 


V 


V B 


V A 


其中用到了状态方程 pV = nRT. 

( 2 ) 由于能量守恒，又理想气体的内能只与温度有关，所以初末态温度不变.此时的 
初末态与 (1) 的初末态完全相同.熵是一个态函数，故与 (1) 相同. 

(3) 因为 （1) 中 d 和£气体的混合为可逆绝热过程，容器内气体和热库构成一个孤 

立系统，其总摘 △« S f = : AiS _ + AiS = 0，& AS 热库=— AiS ， A < S 由 （1) 所给出. 

圆柱形容器内有一无摩擦活塞，活塞是由仅可通过水的半透膜构成，活塞的一 
边是体积为 V 的 W 摩尔水，另一边是体积为 W 的稀薄盐 ( NaCl ) 溶液，含有 w 摩尔盐和 
AT 摩尔水.整个系统与温度为: T 的热源 接触. 

(1) 求盐溶液中混 合熵； 

(2) 如果盐溶液中的水加倍，求移动活塞所做的功； 

(3) 求作为溶液体积的函数的活塞上的压力 

(1) 混合熵，即等温等压混合后的熵增加量•对摩尔水的熵增加 

— N f R\nx 


2* 44 


P 


AS 


水 = 


水 


摩尔盐的熵增加 


A 5 


— nRlnx 






N f 


其中 


7 分别为水和盐的摩尔浓度.故混合熵为 


工水= 


n + N ， ’ 




n + N 


N f 


A5 =- N f Rln 


— nR\n 


(2) 稀溶液的渗透压; r 遵循如下方程 
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^ V f = (范霍夫定律) 


当盐溶液体积加倍时，移动活塞做功为 


~fdV f = nRT\n2 


7rdV f = 


W = 


V 


(3) n = nRT / r . 渗透压，即两边的压力差，是膜所受的有效压力. 

2. 45 (1) 在宇宙大爆炸理论中，初始局限于小区域的辐射能量以球对称方式绝热 

膨胀，随着膨胀，辐射冷却.仅仅基于热力学的考虑，推导出温度 T 和辐射球半径7?的关 


系 


(2) 用温度7%体积 F 和常数 kji 、 c 表示出光子气体的总熵. 

(1) 膨胀视为准静态过程，故有 dU = TdS - pdV , 利用绝热条件 dS = 0, 辐射的 


U 


U 


物态方程户 • 咅，黑体辐射能密度 w=^=^r 4 , 可得 d^7/t /=-+ ciw. 因而有 roc 


3 V ’ 


F 


— 1/3 


，及 r 4 ocF -4/3 oc7r \ 这样: Tcci?- 1 ， 即只了 =常数 # 


V 


dU 


4 


(2) dS = Y ^^ y - Vdu/T + ^ udV/T = d \ ^ aT 3 V ] ，因而5 =子“7^.由量纲分 


4 


4 


3 


故^珲 k 


k 


析可知 a ^ k 4 /{7 icy . 实际上，由统计物理得 


T 3 V 


15(^) 


45 ( nc ) 

2.46 (1) 一个体积保持不变的系统与一个温度为: r f 的热源相接触，如果系统的初 

始温度为I,计算热源加系统的总熵变 AS ，这里可假定系统的比热^与温度无关. 

(2) 现在假定此系统依次与 W 个热源: ri+AH + SATV.，,r f -AT,T f 接触而使其 
温度变为: r f ， 这里 iVA：r=r f —:n, 证明在极限 iv-^oo , at ^ o , nat = r f - 保持不变的 
情况下，系统加热源的总熵变为零. 


(3) 借助热力学第二定律说明 (1) 与 (2) 之间的差别. 

(1) 系统的熵变为 


[l k «| 


r f Mc v dT 


T f 


^Si = 


— Afcyln 


T 


Ti 


系统从热源吸收的热量 


Q = Mc v (T{ — Ti) 


热源的熵变为 


T .- T , 


Q 


AS 


^7 = Mc v 


T f 


T { 


系统加热源的总熵变为 


A 5 = A 5, + A 5 2 = Me A In ^ + Tl ~ Tf 


Ti 


T { 


N ™ 1 


lim 2 A5 


( 2 ) 


AS = 


其中 


Ti + (n + DAT 


AT 


AS n = Mc v In 


Ti + nAT 


T,+ (n + 1)AT 


为第 〃 + 1 次接触时的熵变.因此在 ^oo,AT— 0的极限下，上述求和可写成积分形式 
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T { 


T idT 


A 5 = Mc w In — 


= 0 


T { 


T 


T 


— lnj ： — 1 对 x 〉0 及 1 有 f ( j :)>0 .即 

/ U ) 的极小值.因此 (1) 中 A * S = Mc v /(^|) >0,即熵增加，由热力学第二定律知此过程是 

不可逆的.而对于过程 (2) ,A5 = 0, 过程是可逆的. 

2 - 47 水的比热近似看成 leal/(g • K ) ，且与温度无关，其中 leal = 4. 18 J . 

(1) 用热量 Q 、 熵*5、温度： T 来定义一物质的定压比 热容； 

(2) lkg ( TC 的水突然与 10 CTC 的热库接触，当水已达到 100° C 时，求水的熵变、热库 
的熵变、整个系统的熵变； 

(3) 如果 Ot ： lkg 的水先与 50° C 的热库接触，平衡后再与 10( TC 的热库接触,求整个 
系统的熵变； 

(4) 如何才能把水从 0°C 加热到 10CTC 而整个系统熵增加可以忽略不计？ 

( 1 ) c p = 

\ 

(2) 水的熵变为 


(3) 函数 fix ) 


1 时，/(1) = 0为 






JO 


JO 


dQ 


dS 


* — 


dT 


dT 


p 


p 


T 


T 2 


^dT = 


A *?!= 


Cpln 


= 0. 312 kcal/K 


r.T 


T x 


式中 ， w = lkg ， c p = lcal/(g • K ),^ = 273 X ^2 = 373^ 热库的熵变为 

cr 2 — 7\) 


me 


A 5 


= — 0. 268 kcal/K 


T 


A*S = 0* 044 kcal/K 

(3) 这过程中水的熵变仍然是 A^=0. 312kcal/K. 而热库的熵变为 

1 X (50 — 0) 

273 + 50 

A5 7 = + A5 2 f = 0. 023kcal/K 

U ) 把0〜 10( TC 的温度范围分成 AT 等分, AC »1, 每个温度分值上都有一热库，让水 
从低到髙依次与它们接触,使传热过程接近准静态过程即可. 

个热容量 c p 为常数、温度为 I 的物体，与温度为 T f 的热源在定压下接触而 
达到平衡.求总熵变并证明无论 cr f 一 1 )/乃的符号怎样它总是正的. 

解假定: n 关 T f (因为 Ti = T f 时熵变必为 零). 物体的熵变为 

AiSi = 


IX (100 - 50) 


A4S2 =— 


0. 289( kcal / K ) 


273 + 100 




r f cAT 


T { 


In 彐 


=€ 


T 


p 


T , 


T ： 


热源的熵变为 


AS 


T { 


T { 


因此总熵变为 


T \ 


T { 


A 5 = A 5 X + AS Z = 


^7 - 1 + In ^ 


c 


p 


T { 


T x 


当： r >0， x#l 时，函数 / Cr ) 


— l _ lar >0, 由此可知 




X 
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49 lmol 范德瓦耳斯气体向真空自由膨胀，其体积从 h 增加到 2 W ，气体的初始 
温度为 c ，求气体的熵变，设气体的摩尔定容比热容为 c v 为常数. 

气体的真空自由膨胀是一个不可逆过程，气体的熵增加.把熵 S 作为 T . V 的函 
数，初末态的温度和体积分别为(了 1 ，'^ 1 )和(了 2 ,27 1 )，末态温度7 1 2 可由自由膨胀时气体 
内能不变的条件得到.内能的微分为 


du = cAT + - p\dV 


由范德瓦耳斯方程 


RT 


a 


p = V^b V 2 


得 


du = c y dT + ^- 2 dV 


积分得 


a 


a 


Aw = c y (T z — T x ) 






2 V , 


解得 


a 


T 2 = T l 


2^! 


为了计算气体的熵变，把初末态(:和 (7^26) 用一个可逆过程联系起来. 

dS = + ^dV 


dT 


R 


T + V — b dV 


c 


T 


T 


V 


对上式积分得气体的熵变 


T 2 dT 


2V ! R 


dV = c w ln + Rln 


2 V x -b 

V i 一 b 


AS = 


c 


V 


A T 


1 / . . rj 

1 ^ 


T 




2 V , 


a 


c v ln 1 — 


+ Rln 


2V x c v T 

对于理想气体的自由膨胀 ， a = 0,6=0, 得 


VI — b 


hS = R\n2 


这正是我们熟郏的结果 


枉一个较大的温度范围内，固体的物态方程可表示为 V = W[1 + 3 ^T — 印]， 
式中 a 为线膨胀系数， /c 为等温压缩系数，若 F 


2 . 50 


均为常数，证明 


Q y fC jC 


V 


(1) u = Uo^\~c v (T — To)~h 

(2) 5 = *So+c v ln (V — V 0 ) 

9a 2 TV 


( V - V 0 ) 2 


2 ^cV 


0 


K 


0 


0 


(3) Cp=Cy~ 

(1) 选取作为状态参量，利用状态方程1^1/。[1十3戊了一砂]，得 


K 
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V -V 


d p 


My 


= c v dT 十 T 


p dV = cAT + 


dT 


kV 




0 


若令 






Uq 


u 


+ cAT -T 0 ) + 


(v — V 0 ) 


u 


u 


0 


2fcV 0 


(2) S = S(T,V) 


3 P 


3a 


dS = 念 dw + ^dV = 7 ^dT + 


c 


c 


dV" = 7^dT + — dV 


T 


T 


T 


dT 


T 


K 


V 


令& = S (7 W 。）， 对 cLS 从 (7 W 。) 到 CT ，1/) 积分得 

S = S 0 ^ c v ln + ~(V — F 0 ) 


T 


K 


o 


(3) 


9a 2 TV 


dV 


dp 


o 


= T 


Cr, ~ C 


P 


V 


dT 


dT 


K 


V 


P 


2_ 51 —根均勻的铜杆，质量 m = \. Okg ， 定压比热容 r p = 385 J/(kg * K ), 在初始时 

刻，杆的左端温度为 ^^ AOOK ， 右端温度为: T 2 = 300 K , 杆的侧表面与外界绝热.试分别 
计算杆在下列四种情形下的熵的增量和在(1)、 （2) 中热源的熵增量. 

(1) 杆的左端与 T , = mK 的热源接触，右端绝热，使杆达到热平衡； 

(2) 杆的右端与了 2 = 300 K 的热源接触，左端绝热，使杆达到热平衡； 

(3) 杆的两端分别与乃和: r 2 两个热源接触而导热 ； 

(4) 使杆的两端与外界绝热，并达到热平衡. 

解 a ) 设杆的长度为/，杆的线密度户=乎，杆的初始温度分布为 


100 


Ti(x) = 400 — 


x 


坐标 x 的选取见图 2. 23. 杆的末态温度 T f = = 

400 K . 


热 


r , 


在杆上 x 处取一小段 cbr ， 它的质量 dm = /) d : r ， 它的 

熵增量 d * S (： t ) 为 

dS (x) 


图 2. 23 


dmdT 


T , 


c 


= pCpdxln 




T 


TXx) 


T } ( x ) 


整个杆的熵增加可由 cLS 积分得到 

A 5^= Jd 5 = 予 c p : ln 7\ — ln ( T \ — 

c p illnT l -- n 

P 1 1 100L' 

(inTj + ^[(Tj - 100)111(7^ — 100) - T l \ nT 1 + 100] 

385 X ( ln 400 + r ^[300 ln 300 - 400 ln 400 + 100] 




100 




m 


T x - 


In 7\ 


1 




~r~x 


o 


me 


p 
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= 52. 7CJ/K) 


dx 段杆吸收的热量 dQ ( x)^J 


dQ(x) = 


c p dmdT = — T[(jo))dx 


T ； U) 


整个杆吸收的热量为上式对: T 从0到 Z 的积分, 


^^xdx — 50mc p = 1. 925 X 10 4 J 


Q — 


~rc 


热源的温度^ = 40(^，放出热量为 Q， 所以热源的熵增加为 


Q 


AS 


=- 48. 1J/K 


热 * —— 


T, 


负号表示热源放出热量，熵减小.杆和热源组成一个绝热系统,其熵变 

A5 = A5 杆 + A5 热潭 = 4. 6J/K 


△S>0, 符合熵增加原理 


(2) 若杆的 x = 0 端初始温度为7\，杆的 x = l 端与热源: r 2 接触，则杆的末态温度 Ti 

= T 2 = 300K. 与 (a) 相类似, dr 段杆的熵增 


dmdT 


= ^pdxln 了 2 


dS(x ) = 


T 


Ti(x) 


c 


对: r 从 0 到 / 积分,得到整个杆的熵增加 


100 


c 


△*5 杆 = d*S (x) = 


= mcp|lnT 2 + — [300ln300 - 400ln400 + 100] 
=— 58(J/K) 


杆放出的热童 


T,-T 


—^ 


= 385 X 50 = 1. 925 X 10 4 (J) 


me 


热源的温度为 ：T 2 = 300K， 吸收热量 Q， 熵增加为 


Q 


A5 


Tfr ― 64. 2J/K 


热深 — 


T 


杆和热源组成的系统的总熵增量 


A5 = A5 杆 + A5 热潭 = 6, 2J/K 


△*S>0, 也符合熵增加原理. 

(3) 初始时刻杆处在定态，以后杆的状态保持不变，热量从高温热源：流向低温热 
源 7V 杆的熵不变，即 


^5 杆 = 0 

若有热量 Q 从：^流向: r 2 ，则热源的熵增加 

Q , Q 

- II I ■ 1 - 

t^t 2 - 


A5 


热癉 






T 


T x 


杆和热源的总熵变 
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= A5 杆 + M 热漯 = Q\~ T 


> 0 


也符合熵增加原理. 

(4) 杆两端的初始温度分别为7\和了 2 ，杆是一个绝热系统，达到热平衡时，杆的末 

态的温度: T f = 士(了:+乃），在: r 处 do : —小段杆的熵增加 

dmdT 


T f 




c 


m j t ^ x 

= ^ dAn tJ ^) 


dS 


X 


T 


T ； U) 


整个杆的熵增量 


+T 


T,-T 


m 


d 5 = 


A 5 


In 


— In T^i — 


dx 


c 


杆 — 


x 


p 


0 


t, + r 


2 


In 


[T 2 (lnT 2 - 1) - T, (InT, — 1)] 


me 


p 


T, -T 


T x + T 


In 


[ T 2 inT 2 - TilnTJ + 1 




— mc p 


T,-T 


2 


=1. 32 J/K 

△* S 杆 >0,也符合熵增加原理. 

2- 52某物质的内能只是温度沾函数，线膨胀系数《为常数，且 a « l . 其定容热容量 
= 6 T 3 , 求在恒压下、温度由 T 。 变到了时该物质的熵变. 

彺定压下，该物质的体积 V 只是温度: T 的函数， 


c 


V 


9V 


dl , = 


dT = VdT ^ S^odT 




dT 


p 


上式中已经令体膨胀系数，〜 3 〜旦由于 a 《 i ， 所以 y ^ y 0 . 由热力学基本方程 


dv = bT 2 dT + 3aV 0 p 孕 


t 


C 


v v-/ 

ai 


d 5 


7 


在恒压下，对上式 积分得 


d 7 


b 


T 


A 5 


L bHdT + 3aV 0 p jr 


= 了（了 3 — 乃） + ZapVoln — 

绝热系统由弹簧和悬挂在弹簧上的质量为 m 的质点组成，弹簧的弹性系数 

为々，其质量可以忽略 • 开始时将质点移到离开平衡位置距离为 A 处,然后静止释放，开始 
振动，由于阻尼的作用，质点最后达到静止.问宇宙的熵变化多少 

解由于系统绝热，所以外界的熵不变，即 

外界= 0 

对于由弹簧和质量为 w 的质点组成的系统，开始时具有势能系统由振动变成 

静止，其机械能逐渐转化为热能，系统的温度从 T 。 上升到: T ， 设系统的比热容为 c ， 由能 
量守恒定律得 


53 ~ 


? 


tkA 2 = mc(T - T 0 ) 


解得 
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kA 2 


丁 — *T 丄 1-^— 

一 G 十 2mc 


系统的熵变 


T 


mcdT 


T 


kA 


= mcln = mclnl 1 + 


A 5 


系统— 


T 


T 


2mcT 0 


T 


0 


0 


宇宙的熵变 


/ kA 2 \ 

— n ( 1 + 2^Tj 


宇宙 = 外界 + 系统 =AS 


系统 — 


AS 宇$>0,宇宙的熵增加. 


2.54 —个钢瓶的体积为 30 L ， 开始时装有压强为 lOObar, 温度为 27X ： 的氦气，周围 
与其热隔绝•然后把钢瓶上的阀门打开，让气体缓慢地流到一个大的空气球中，直到留在 

钢瓶中的气体为原来摩尔数的十分之一，充进气球中的气体与周围大气（大气温度为 
27 C ,压强为 lbar ) 热平衡.氦气可作为理想气体处理 ，求： 

(1) 钢瓶中留下气体的煻变 

(2) 钢瓶中留下气体的终态温度： r f; 

(3) 钢瓶中留下气体的内能变化 

(4) 离开钢瓶的气体的熵变 AS 

(5) 离开钢瓶的气体对周围大气所做的功 

(6) 外界给予离开钢瓶的气体的热量 

(7) 在( 6 )中计算的热量 Q 是否等于 (4) 中计算的熵变 A 5 2 乘上室温？为什么？ 

设开始时钢瓶内有 nmol 气体，它被分成两 部分: 一部芬 mmol 留在钢瓶中；另一 

部分 《 2 mol ,经历一个自由膨胀过程充入气球内,故有 


2 9 


n 


矜 1 + 打 2 = 


n ， 


n x = 


10 


由开始时钢瓶内气体的气压 />o = 100 b ar ， 体积 Vo = 30 L ， 温度了。= 300仄，可得 


0^ 0 


= 120mol 


n 


RT 


0 


所以 n \ = 12 mol f nz = 108 mol . 

(1) 留在钢瓶内的 n x mol 氮气经历一准静态绝热过程;其体积从 V P = 3 L 膨胀到 h 
= 30 L ， 其熵不变，故有 


A*Si = 0 

(2) 由绝热过程方程得留在瓶内氮气的温度 


V 


1 


T ^ T X ^ 


==z 300 X (()• 1 ) 3 = 64* 6( K ) 




其中已利用了氦气的&=音及音. 

(3) 氦气内能的改变 

A"= n^c^Ti — T 0 ) = 12 X y/?(64 - 6 — 300) = — 3. 5 X 10 4 J 

即瓶中氦气体积膨胀，温度降低，内能减小， 
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n 2 mo\ 氦气经自由膨胀进入气球，其物理量变化 如下： 

(4) « 2 mol 氦气进入气球前体积为 F 3 = 27L ， 进入气球后膨胀到，温度保持不变， 
7^ = 300?：，由气体的状态方程得 


n 2 RT 0 


V 


= 2. 69m 


Pi 


式中 / >i = lbar = 10 5 N / m 2 ■其 摘变 


V 


AS 2 = n 2 Rln r-^ = 4*13 X 10 3 J/K 


V 


(5) 气体进入气球的过程是自由膨胀过程，气体对外不做功，即 

^ = 0 


(6) 外界给予离开钢瓶的气体的热量 


Q = AU + W 

由⑸得且由于膨胀前后气体的温度不变，所以 At / sO , 由此得 

Q = 0 

(7) 由 （ 4) 得： TcAS 2 >0, 因此， Q 关 : TcAS 2 ， 

T q AS 2 〉 Q = 0 


+ 符合熵增加原 


理 


2 - 55 一个无摩擦的、不漏气的、且有小热导率的活塞在一个绝热的圆柱容器内滑 

动，活塞两边的 d 和 B 两室装有等量的单原子理想气体 • 假设初始时刻>1内气体的温度 

为 T ^ B 内的温度为 37 V 在所有时间内系统都可看成力学平衡，而且最终系统也将达到 
热平衡. 


(1) 求在初始时刻和在 £ = oo 时4和 B 两室的体积之比是 多少？ 

(2) 从£ = 0状态到状态，系统中每一摩尔气体的总熵变是多少？ 

(3) 如果热量从一室转移到另一室是可逆地完成的(通过适当的转移机制），系统中 
每一摩尔气体可做多少有 用功？ 

解 （1) 由题给出 A . B 两室的压强 = 扣 =/>，摩尔数 
TojTb — ST o »由理想气体状态方程得 （= 0 时 


，初始温度7^ = 


n A — nE = n 


T a 


V 


T s l t 


当 £ = oo 时，系统达到热平衡7^/=7^/=7\，故 


V 


V B 


( 2 )当 （ =〜>时，系统达到热平衡，乂、5两室气体的温度均为 7 V 由系统内能不变得 

(T { — T 0 ) + nc v (T{ — 3T 0 ) = 0 


nc 


解得 


T { = IT 


因为过程是等压的，所以 
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dr 


dS = 


nc 


p 


T 


完成积分得 A . B 两室 lmol 气体从 f = 0 到 （ = oo 的熵变分别为 


T { 


= nCpln — = nc p ln2 

/ 0 


T { 


A5 fi = ncpln = 


In —— 


nc 


p 


o 


对单原子理想气体，取 = f 及，所以系统中 lmol 气体的总熵变 


4 


AS = 


(A5^ + A5 5 ) = —R\n — 




2 ti 


4 


(3) 如果热量从一室转移到另一室是可逆的，例如可通过一可逆热机完成.则系统的 

总熵变 A 5 = 0, 设末态气体的温度为: n 则 A . B 两室 lmol 气体的熵变 


^ = cjzi — + Rln 7 T 1 






V 


0 


A 


T[ 




^ + Rln ^ 




二 t v ln 二; 


3T 




B 


0 


7 J 氺 s + V f ，系统的总熵变 


式中 


R , v ^ i -( y A 4 V B ),v 


C 


yi ' ■一 


v 


my 




o 


A 5 


尺 in 


+ Rln 


— 0 


p 


3T 


o 


由此解得 


z 


4 


3 


3 


4 


T\ 


3T 


T 




0 


0 


系统中一摩尔气体可能做的有用功为 


~£c v (T 0 — 乃 ）+ c v (3T 0 — Tf ) 3 


W = 


Ui — U { = 


J. 


4 


cA2T 0 -V { ) = 3RT 




0 


1 


平衡辖射突然从具有理想反射硬壁的容积为 Fi 的空腔中辐射到具有同样器 
壁的容积为 v 2 的空腔中，试求终态辐射场的温度和熵的增量. 

初始时在％中的温度为： Ti 的平衡辐射场的内能为 


56 


Ui = V { aT\ 


式中“为常数 • 当它突然辖射到容积为 R 的空腔中，空腔 Vi + F , 组成了一个孤立系统, 
辑射前后系统的能量守恒,设系统的终态温度为 r f ， 则终态的内能为 

Ui = + V 1 )aT\ 


由 


U t = U { 


解得辐射场的终态的温度 
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4 


T f = 


T x 


V 】+ V 


由 于辐射场的体积增加 ，所 以辐射场的温度减小 , T f <T 

辐射场的熵 


S = ^aT 4 V 


所以系统的熵增加 


4 


A + V 


4 


AS = Sf — Si 


^aTHV x +V 2 ) - ^aTW, 




1 






A 5>0, 符合熵增加原理. 

2. 57 一块隔板将体积为 y 的绝热容器分成体积相等的两部分，容器的左半部装有 

温度 为了的 1摩尔范德瓦耳斯气体，它的定容比热容 c v 为常数，右半部为真空.当抽去隔 
板后，气体膨胀，并充满整个容器， 试求： 

(1) 气体内能的增量 

(2) 气 体温度的增量 AT ; 

(3) 气体分子间吸引力所做的功 

(4) 气体熵的增量 A 5. 

(1) 这是范德瓦耳斯气体的自由膨胀过程 , Q = 0, W =0, 所以气体内能不变，即 

AU = 0 

(2) 选 7 \VM 乍为状态变量，? 7 = C / CT , F ), 

dr + 


dU 


dU 


dV " = c v dT + t | - p dV — 0 


dU = 






dT 


dV 


! V 


T 


得 


r . p ~ T [lr) v ] dv 


dT =— 


c 


V 


RT 


a 


由范德瓦耳斯 方程户 = 


y —办 —卩 得 


iA 


a 


p — T 


dT 


V 2 


V 


代入 dr 表达式，得 


a 


dT 


dV 


V 2 


€ 


V 


v 


对 V 从 7 到 F 积分，得气体膨胀后温度的增量 

AT = ~ Jz ^ n dv =— 

负号表示经自由膨胀后气体的温度下降. 

( 3 )气体的内能由 动能五 k 和热能 £ p 两部分组成，气体膨胀前后内能的增量 

AC 7 = △五 k + A£ p 

其中△私 = c v A 了只与气体温度的增量有关 ，△五 p 为气体的势能的增量，与气体的体积有 


V 


a 


a 


c v y 


0 
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关,气体分子间的吸引力所做的功等于气体势能的减少，即 

j 分子= 一 A£ p = A£ k = c y AT 


将 Ar 的值代入，得 


d 分子 


T 


说明分子间吸引力做负功，即气体膨胀时分子需克服分子间的吸引力，其所需的 
能量由分子动能的减少(气体温度下降)来补偿. 

(4) 气体膨胀前的温度和体积为 CT ， f )， 自由膨胀后气体的 温度和 体积为 CT + AT ， 
to . 为计算气体的熵变 a , 用一个可逆过程把初末态联系起来 ， s = scr , v ), 由热力学基 

本方程 


RT 


i ± 


dV 


dv = c v dT + 


TdS = dU + pdV - cAT + T 

气体膨胀前后的熵变 AS 可由上式积分得到 


dT 


T + AT 


V — b 


T-\- 6 T 


dT 


R 


dV = c v l 


+ Rlri y 


A 5 = dS = 


T 


- b 


T 


b 


b 




c v ln| 1 


V 


+ R ln2 + 1 






c v TV 


1 


V 


b 


《 1,77 《 1 ，此时 


在通常的条件下 


c v TV 


V 


+ ln2 + 吾 j 

如果略去第二项，△*5 =則112,这就是理想气体自由膨胀后的熵增加，第二项为小量，是范 
德瓦耳斯气体对理想气体熵增加的修正. 

2 . 58 温度为 300 K 的理想气体作不可逆等温膨胀，从温度同为 300 K 的热源中吸收 
热量 100 J ， 同时对外做功，所做的功是气体可能对外所做的最大功的10%.求在此过程中 

气体和热源的熵变各为多少？ 

由于是等温过程，气体的内能不变 , △U = 0, 所以在此不可逆等温膨胀过程中，气 


— i?ln2 + 77 




y RTV 




体对外做功 


A = Q = 100 J 

按照最大功原理,在可逆等温过程中系统对外所做的功最大.根据题意在可逆等温过 
程中，气体对外做功最大， Anax 的值为 


= 10^4 = 1000 J 


在可逆等温过程中，气体吸收的热量 


^ Qmax = 气体 

气体即为气体的熵变 •令 Qmax = Anax =1000 j ， 得 


= 3. 33J/K 


AS 


Q 


气体— 


max 


7 


7 
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热源的熵变 


Q 


100 


0. 33(J/K) 


△*5 热* =- 










T 


300 


热源和气体的总熵变 


A*S = AS 气体 + AS 


3J/K > 0 

2. 59 (1) 图 2. 24 所示的循环效率是多少？ 

(2) 质量相同，温度分别是 7\ 、 T 2 的两种相同液体 
混合，整个系统绝热 . 如果是液体的比热容 , 总熵变 A5 
是多少？证明 A5>0. 






T/K 


400 


300 


I 

4 


I 

I 


S 


500 1000 


(1) 一个循环中，热机吸热为 

400 十 300 


2.24 


= L 75 X 10 5 (J) 


Q = (1000 - 500) X 


做功为 


400 - 300 


= 2. 5 X 10 4 (J) 


W = (1000 - 500) X 


故效率为 




14* 3% 






Q 


(2) 显然，平衡温度是:^=(7\+7\)/2,因而 


dT 


T 


T 


3 C 


= c p \n 


A * S | = 


T x 


, T 


T 


dT 


T , 


T 


3 C 


c p ln 


A 5 




T 


T 


T 


(T t + T z ) 

4T 2 T 2 


AiS = A5i + AiS 2 ~ c p \ 


由于 (7\+:r 2 ) 2 >47Yr 2 ，故 

在绝对温度 T 附近，一根拉伸的塑料棒的张力 / 和它的长度 L 之间的关系为 

f = aT 2 (L-L 0 ) 

其中 a 为常数 ， “ 为棒未被拉伸时的长度 . 当 L = L, 时，棒的比热容^(在固定长度下测 
量得到的比热容），由 CL=bT 给出，其中 6 为常数 . 

(1) 对这一系统写出用 <«7 和 dl 表示 cLS 的热力学基本关系； 


*11 


(2) 设棒的熵 *5 是 : T 和 L 的函数，求 | II 


T 


(3> 若已知 sen, l 。） ; 求在任何温度了和长度 1 时的熵 sct ， l ) (最方便的方法是 
先计算在长度为 L 。 时術随温度 T 的改变，因为 L-Lo 时的比热容 Ci 是已知 的）； 

(4) 如果从 : TtTi 和 L=L, 开始，准静态绝热地拉伸棒，直到棒的长度为 Z /, 求终态 
的温度 : T f ， T f 比了 i 大还是比乃小 . * 

(1 ) 在准静态拉伸棒时外界对系统做功 

dW = fdL 


热力学基本方程为 
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du = TdS + fdL 


由此得熵方程 


dS = T^dU —二 dL 


( 1 ) 


T 


T 


(2) 系统的自由能 F 及其微分方程为 


F = U -TS 
dF =- SAT + fdL 


由全微分条件得 


3/ 


dS 


— 2 aT (L — L q ) 


( 2 ) 




dT 


3 L 


T 


L 


(3) 由 c L ( T , L 0 )= bT ^ 


^l(T ， Lq) 


dS 


= b 


T 


dT 


L 


0 


将上式对了从了。到： r 积分，得 


S(r ， L。） = b{T - To) + 5 (To,L 0 ) 

式中为积分常数，由题中给出.在保持 T 不变的情况下，将式 (2) 对 L 从 L Q 到1 
积分，得 


S ( T , L ) -5(T,L 0 ) 


— aT{L — L 0 ) 




将已得到的 sct ， l 。) 代入，得到 


i 


5 (T,L) =- aT(L - L 0 ) 2 ^ b(T - To ) + S ( T OJ L 0 ) 

(4> 在准静态绝热拉伸棒，从初态 cn 山)到终态 (tf，。) ，系统的熵不变，即 

SCT ^ L ,) = SO \， Lf ) 


(3) 


把式 (3) 中的 S(T,L) 表达式代入，解得 


(Li — Z /。） 2 






b — a(L f — Lq) 

b — a{Lf 一 Lq) 


a 


T f = 


T ， _> 


T { 


(4) 


b 


( L f - UY -- 


a 


6>0 及 L f > L t > U ， 所以有 TVCTi， 即绝热拉伸棒，使棒的温度下降. 

橡皮带的长度为/，张力X与绝对温度: T 之间有下列 关系： 

■ 

X = A(l)T 


由于 


i/ih 


-i A 


€ 


i 


其中 Aon 是 / 的某个函数，且儿 >o, 试证 

1) 橡皮带的内能只是温度的函数，与长度无关; 
(2) 温度不变时，橡皮带的熵随长度增大而下降. 
证 U) 橡皮带的热力学基本方程为 




dU = TdS + MOTdl 

若选取 (TV) 作为独立变量，5 =以7^)，^/=^7(了，/)，则有 


dS 


dS 


dT + 


d/ 


dS = 


dT ! £ 


31 


T 


代入 df/ 方程，得 
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dU = d&T + [ r ( | y ) + A ( l ) T]dl 


由此得 


dU 


dS 


= T 


^ A ( l)T 




dl 


31 


由麦克斯韦关系有 


dX 


dS 


dT 


dl 


代入得 


3「 A (/) T 1 


dU 


—— T 


+ A ( l)T = 0 


dT 


dl 


所以内能 U 只是温度的函数，与长度无关. 

(2) 由 （1) 知 


a[A(/)T] 


dS 


=-A(l) 


dl 


dT 


dS 


<0. 即在等温过程中，橡皮带的熵 S 随长度/的增大而下降 


因乂（/)>0,所以 


dl 


2. 62 考虑一定质童物质的 />- F 图中的一族绝热线，证明这族绝热线中的任何两条 
均不能相交. 


解如题述结论不真，即有两条绝热线相交于 O 

点.在 o 点的上方作一条等温线: r 与两条绝热线相交 
于 A . B 两点（交点 A.B 一定存在，请说明理由），如图 
2.25 所示 . A BOA 形成一个循环过程，经这一循环后， 
系统在等温线上吸收热量，并对外做功其值 
为循环 A 50 Z 所包围的面积，无热量放出，由热力学第 
一 定律得，即系统经这一循环后从单一热源 r 
吸收热量，完全变成有用功，这就违反了热力学第二定 
律的开尔芬说法，所以两条绝热线不能相交， 


P 


B 


A 


T 


0 


r 


D 


c 


v 


图 2.25 


另一方面，若在 o 点下方作一条等温线: r ,与两条绝热线相交于 c 9 d 两点，在循环 
ODCO 中，系统在等温线上放出热量，并对外做功.功值等于循环 ODCO 的面积.这不仅 
违反热力学第二定律，也违反了热力学第一定律. 

由此可以得出结论 :在， V 图上任何两条绝热线不能相交. 

2.63 试应用热力学第二定律证明光压的存在. 

为了证实光压的存在，让我们设计一个理想的 实验: 设有两个黑体 I 和 I ，其平 
衡温度分别为7\和 r 2 ，且乃>: r 2 , c 为连接两个 

黑体场的真空圆筒，筒中有两个可无摩擦滑动的平 
面活塞 A 和 B , 圆筒的内壁和活塞 A 、 B 的两个平 
面都是理想的反射面，初始时刻活塞 A 和 B 的平面 

分别紧贴黑体 I 和 II 的位置 1 和 2, 如图 2.26 


C 


A 


黑 


黑 


7 1 ! 


T 2 


体 


体 


II 


图 2.26 




热力学第二定律与熵 


75 


所示 * 


现作如下操作 :先将 B 移出筒 C ， 让黑体 I 的辐射能充满 C ， 再将 B 移回到位置2,并 

把 A 移出筒 C ，然后推动活塞 B ， 如果没有光压，推动 B 时外界不需做功，当 B 移到位置 I 

时，筒 C 中的辐射能全部被黑体 I 吸收.此时，筒中又充满了黑体 I 的辐射能.把活塞 A 

和 B 轮流移入和移出，重复上述过程，黑体 I 的辐射能不断地被黑体 I 吸收，从而使黑体 

I 的温度上升，黑体1的温度下降。这就是说能量能自发地从低温热源(黑体 n )流入高温 

热源(黑体 I ) ，而不引起其他变化，这显然是违反了热力学第二定律的克劳修斯表述. 

上述实验事实的理论解释的错误在于没有考虑辐射对活塞平面产生的压强，当计及 

这种光压时，在推动活塞时外界必须做功•上述实验只有在外界对辐射场做功时才能 
进行. 


由此可得，辐射场一定存在光压. 





第三章热力学函数与平衡条件 

一、 热力学函数 


3.1 对下列各热力学条件，指出哪个系统或哪类系统满足此条件.答案限制在不变 
质量的经典单组元化学系统为内能 A 为熵. 


dU 


dS 


( 1 ) 


0， (2) 


<0； 






dV 


dV 


T 


p 


9T 


dS 


(3) 


0， (4) 






dS 


dV 


T 


P 


3T 


dP 


(5) 


dV 


dS 


s 


V 


(1) 经典理想气体, 


dS 


dV 


c 


( 2 ) 


<0 


d(V.p) d(T ， p)l d(T ， p) — \dT 

得 a <0, 即定压膨胀系数为负的系统 


dV 


3T 


TVa 


p 


p 


p 


« 


(DT 


T 


(3) 1^5 


; 此即两相共存系统. 


= 0,即 


C 


P 


c 




p 


dS 


3 p 、 


Ui ± 

p \3T 


= 0,即 

此即定容压力系数等于零的系统. 

(5) —切不变质量的单组元系统都满足此麦克斯韦关系. 

考虑一理想气体 Y 其熵为 


(4) 


= 0 




dV 


3T 


1 


T 


i/ 




3 


U 


F 


n 


5 = — < <7 + SRln — + 2Rln 一 

l I n n 

式中 ，” 为摩尔数， /? 为气体常数，?7为能量, F 为体积， a 为常数 

(1) 计算定压和定容比热容 

(2) 有一间年久漏风的屋子，起初屋子的温度与室外平衡为 32° F , 生炉子之后三小时 
达到 70° F ， 假设屋内空气满足上述方程，比较能量密度在这两个温度下的大小. 

(1) 温度了由下式 决定： 


Cp 、 Cy^ 


dS 


n 


即？ 7 = 


= 


^RnT 


T 


9 U 


IT 


V 


1 dU 


所以，定容比热容 


=亡及，定压比热容 


+/? = —/? 


c 


c p = c 


V 


dr 


V 


n 


v 


U 


n 


( 2 ) yT 

利用理想气体的状态方程 />V = Wj R ： T ， 则有 


七 R 


T 




V 


U 


=~^P 


V 
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在题给的两个温度下，因为空气压力始终不变,所以能量密度也不变. 

3.3 绝热气 体:理 想气体可定义为物态方程为 / >v = iv 々: r 的气体，并且其内能仅为 

温度了的函数.证明理想气 体有： 

+是,其中 Cp 和 Cv 分别为一个分子的定压比热容和定容比 热容； 

(2) 在绝热膨胀中 pv y 为常数. ( y = c P / c v 假定为常数). 

设 s 、 v 分别为比熵和比容. 

(1) c p -c v = T( Jfj p - T ^ dTl ^ . \ dVJr \ dT ) p ^ \ 3 T ) v \ dT } p 

(2) 由 ck =(“ d ： T + 声01\0/了 = 0，/)(^+|/(1声=紀7\及4 — “ =是，可得1^户 + 7如1/ = 

0,或 vdf + y > dv = o , 因而有 常数. 

3 4 定压比热容与定容比热容之差对一切简单气体都基本相等.什么是 
似值？ C p 与^之差的物理解释是 什么？ 对理想气体计算比值. 


( 1 ) 


Cr, = C 


P 


V 


dV 


dV 


ds 


ds 


ds 




T 


T 


=k 












的近 


Cp — c 


V 


dS 


dS 


T 


-T 


C ? — Cy= — 




dT 


dT 


m 


v 


p 


式中， W 为气体质量.由函数关系 


S(T,p) ^S(T,V(T,p)) 


可得公式 


dS 


dS 


dS 


dV 


dT 


dT 


dV 


dT 


y 


T 


p 


p 


dS 


—肚 


再利用麦氏关系 


，上式可化为 


dV 


dT 


T 


V 


VTa 2 


— ZiA 


dV 


Cr, — C 


* 


P 


V 


dT 


dT 


m 


771K 


V 


p 


1 dV 


式中， a 为热膨胀系数， 


为压缩系数.对理想气体， 


因此 ， Cp — 


a= — 9 k = 


V\dp 


P 


T 


R 


n 


式中， n 为气体的摩尔数， m 为气体的质量， M 为气体的摩尔质量. 

) 式直接将两种比热容之差与物态方程联系起来.对于有些物质，定容比热容或 
定压比热容在实验上不易测量，可通过（ * ) 式由测得的《及 / C 决定.对于简单气体，其 
值和 K 值接近理想气体之值，因而两种比热容之差近似等于 R/M. 

^比 c v 大的原因在于，定容时气体吸收的热量只用来增加内能，定压时气体吸收的 
热量不仅用来增加内能，而且还用来由于体积增大而对外做功， 

一种新物质具有如下状态 方程： 


__ O — -^1 

XV « ^ 


C 


v 


M 


m 




a 


3 


p = AT S /V 

式中及: r 分别为压强，体积与温度, a 为一个常数.该物质的内能为 

U - BT n \n{V/V 0 ) + /(T) 

式中， B 、” 及 V 。均为常数， / CT ) 只依赖于温度.试确定 B 及 

由热力学恒等式，有 


n 


dV + dT 




d5 = 


+ 


T 


TdV 


T 


T 




热学、热力学、统计物理 


78 


把内能 U 及压强/>的表达式代入，得 

BT n ~ l 4- AT 2 


f(T) 


V 


+ nBT n ^ 2 \n — 


dS = 


dV + 


V 


T 


V 


o 


由全微分条件 


3「尸⑺ 
dVl T 


i?i — 1 


+ AT 2 


d B1 


y 


+ nBT n ~ 2 \n 


sr 


v 




0 


有 


n~2 


2AT - BT 


= 0 


因此 n = 3 jB = 2 A 


气体经节流绝热膨胀过程由体积为 
%，恒定压强为介的区域到体积为 V /，恒定压 

强为 P / 的区域(初始时 Vf =0). 如图 3. 1所示. 

(1) 根据过程中气体所做的功，证明初终态 
气体的焓相等； 


3 


图3, 1 


(2) 体系中间状态情况如何？ 

(3) 证明对于小的压强差 △/> = />/— A ， 两区域间的温度差为 


y 


AT 


— (Ta — l)Ap 




c 


p 


㈣ 

(4) 利用上述结果，讨论由节流绝热膨胀过程冷却理想气体或实际气体 


3Q 


式中， 


ot= ~ 


^p = 


dT ) ； 


p 


RT 


P = 


V - b 


的可能性，并对结果做解释. 

(1) 气体在节流绝热膨胀过程中所做的功为 

P/V f — py i 

它等于气体内能的减少，即 f /,— f //=/>/ F 厂 户,兄,所以 

^. + pNi .~ Uf + / >/ V / ，即 Hi — Hf . 

(2) 节流过程是一个不可逆过程，气体在此过程中所经历的非平衡态中，焓是没有定 
义的,只是指初态的焓和终态的焓值相等. 

(3) 假如气体在节流过程中压强变化足够小，则由 dH = TUS + Fc ^ = 0 及 

d*S — 


\lji dr+ lli)r dp =T dT ~-[ d ^) 


d /> 


， P 


可得 


HUL -^ 


1 


V 


dr = — 


{T a — 1 )dp 






c 


c 


p 


p 


p 


因而对小的 △/)， 有 


V 


AT = 


— (T a — 1)A/? 

fp 

(4) 对于理想气 体：/ >1/ = NRT ， 1 /T ，所以 



第三章热力学函数与平衡条件 


79 




AT 


— (T a — 1 ) A/> = 0 




c p 


过程不能用来冷却理想气体. 

对于气体/ 

中，△/><0,故 ATX ), 这种气体亦不能用节流过程降溫. 

3.7 在气体绝热膨胀过程中，温度随压强变化用 


1 R 


b 


， F ( ra —1) = — 6,因而 AT = — 乂△久由于在节流过程 




V p 


C 


P 


3T 


表示，证明仏与焦耳 - 


Ms = 


3 p 


S 


v 


汤姆逊系数 ^之差为 /^ s — ju= 一 >0 


c 


P 


3T 


3T\ 9S 


T dS 

C ? \dp 

- 丄 (If 

C p \ dp 


证 




dS 




d p 


T 


T 


P 


s 


dT 


dT 


3H 




dH 


d p 


dp 


H 


T 


T 


P 




dS 


dH = TdS -h ^ r dp — c p dT + T 


+ V dp 


dp 


T 


得 


dS 


O' 


= T 




dp ! 


3p 


i 


T 


代入即得 


V 


U , — ju = — 〉 0 




这说明在减压降温过程中，绝热膨胀比节流过程降温的效率更髙. 


(1) 利用状态方程和摩尔比热容 


3, 


2 


/?， iV 是摩尔数.求单原子 


C 






v 


分子气体的自由能对 N 、 V、T 的依赖关系. 

(2) 一 圆柱形容器被一绝热、无渗透活塞分成两部分，两部分各含有 lmol 单原子分 
子理想气体，初始体积分别是 V, 1 =10h f V t l =1L. 器壁是导热的 ，整 个容器放在温度为 
0°C 的“热池”中，活塞可逆地移动 ，最终 体积为 F/ =6L,F/ =5L ， 求系统对外所做的功. 

解⑴对于理想气体， + 其中， t /。 为系统在绝对零度时 


的内能.由于 


Nc 


ds - 十 ^dv 


T 


T 


所以 


5 = ^^lnT + NRlnV + S f 0 


式中，災为常数，不妨取系统在 : T = 7 W = V 。 时熵为义，则 

^ 應 Inf 


V 


+ NRln ~ + So 


T 




0 


0 


SNRT 


NRT\n ^) + f/ 0 - 5 0 7 


F^U - TS = 
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(2) 活塞两边的气体经历的都是等温过程，在 dr = 0 时, dF =— 户狀，所以系统对夕卜 
所做的功为 


dW , + dWj =- [ dF l - fdF 1 = 


里 

A ^ tlnrr ^ + A ^. ln ^ l^T = 2. 5 X 10 3 J 


V 


V i 


V i 


3.9 范德瓦耳斯气体的物态方程为幻==及7\ 

(1) 讨论参数的物理起源，为什么/>的修正项反比于 F 2 ? 

(2) 此气体经历了体积从 R 到的等温膨胀，计算亥姆霍兹自由能的 变化； 

(3) 从给你的条件中能否计算出内能的变化？讨论你的答案. 

(1) 在理想气体物态方程的基础上，范德瓦耳斯考虑到真实气体的固有体积而 

引进常数幻考虑到气体分子间的相互吸引力而引进常数 a . 下面我们说明为什么压强修 

正项反比于 V 2 . 

气体中的每个粒子都有一定的作用范围.在容器中间的粒子由于周围分子的均匀分 
布而受力各向均勻.但是，处在器壁附近分子作用范围内的粒子，由于分子分布不对称将 

受到 一个向 内的净吸引力 ，因而 施于器壁的压强将有一修正.若以表示因向内拉 

力作用使分子垂直于器壁方向动量减少的数值，则△々 = (单位时间内与单位面积器壁相 
碰的分子数 ） X 2 M . 显然 W 与向内拉力成正比，而向内拉力又与单位体积内的分子数 
成正比，即 Akccn . 同时，单位时间内与单位面积器壁相碰的分子数也与〃成正比.因此 


n 


Apccn^cc — 


V 


(2) 原方程可写为 


RT 


a 


p = 


V — b 


在等温过程中，亥姆霍兹自由能的改变为 

pdV =— 


RT 


I 


V 2 -b 


a 


AF 


v x W - b ~ yi I = - RTln 






a 


V i — b 


V 


(3) 可以计算出内能的变化•以 7\ V 为自变量，有 


dU 


3 U 


dU = 


dT + 


dV 






dT 


dV 


T 


对等温过程有 


dU 


dU = 


dV 




dV 


T 


由热力学关系，有 


dU 


dp 


a 


= T 


-P = yl 


9 V 


dT 


得 du =^ dy ， 积分得 


2 a 


W = 


= 


a 


,y 2 


F , V 


3. 10 某体系的吉布斯函数为 
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G(p f T) = RT\n 


CRT) S/Z 


式中， a 和尺为常数,求定压比热容 


Cp 


dG 


S - — 


R-R\n 




(RT) 5/2 


dT 


p 


3S 


T 




c p 




dT 


p 


3 . 11 考虑压强为 /> ，温度为 r 的一物体，证明 


3( 放出的热 ) 


av 


= T 


dT 


3 p 


T 


P 


证由麦克斯韦关系，有 


dS 


dV 


dT 


d p 


T 


P 


由此可得 


dS 


dV 


T 


= T 


dT 


d p 


T 


P 


3( 放出的热 ) 


dV 


= T 


dp 


dT 


T 


P 


a(T,5) d(p ， V) 


3. 12 证明 

个麦克斯韦关系式 . 

证 取户少 为独立变量， f/=[/(/> ， v) ， *s=*s( 户， V ).由热力学基本方程 


其中是两个任意的独立变量,并由此导出四 


9 (x ， y) 3 ( 工， : v) ’ 


(g)$ + w 亂 -，] 


dll = TdS - pdV = T 


dV 


dL7 为全微分，故有 


dS 


a 


dS 


d 


T 


T 三 


— p 




dV 


d p 


dV 


d p 




P 


P 


d 2 S 


d 2 S 


完成求偏导数的计算，且利用 ds 的全微分条件 


整理后得 


dV d p d pd V 

dT\ (dS 


dT 


dS 


dV 


d p 


dV 


d p 


V 


P 


P 


写成雅可比行列式的形式即为 


d(T ， S) 

d(p ， V) — 1 

若：均为两个独立变量 ^ 的函熟，则由雅可比行列式性质得 

9 (T ， 5) d (x^y) _ 

d(p,V) = 1 


或 


3(T>5) = d(p 9 V) 

d(x 9 y) ~ d (x f y) 


若令 x = S ，:^ = V ，代入上式得 
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9T 


3 p 


3S 


9 V 


v 


s 


若令 x = S ，: V = 代入上式得 


9T 


9V 


dS 


d p 


s 


p 


若令，代入上式得 


dS 




dV 


dT 


T 


y 


若令 x = = 代入上式得 


dS 


3V 


dT 


d p 


T 


P 


3.13 以&表示绝热膨胀系数 


表示等压膨胀系数告 (g 


，氏表示绝热 


jCt 


p 


压力系数含(鋅） 

示等温压缩系数-剖 g 


，/?表示等容压力系数 


，是 s 表示绝热压缩系数 一 g 丨，是表 


V 


s 


S 


，证明 


T 


A 


a 


K 


1 - r ； 


— =y 


= 1 — ^7 








y 


a 


K 


5 


S 


式中， y = c p / c v 为绝热指数. 

证 （1) 令1/ = 1/(7\/>)=\/(7\以了，/0)，则有 


dV 


dV 


dV 


dS 


dT 


dT 


dS 


dT 


T 


P 


P 


$ 


1 dV 

V 1 dT 

丄 fiZ 

V\dT 

1 SpjCy 1 

( 2 ) 令 />=/>( r ，\ o = 〆 :^义了，\0)，则有 


ar dV 

dV! 5 \Js 


dS 


dT 


dS 


a 


p 


=1 + 


= 1 






▲ 


dT 


dS 


dT 


a 


T 


s 


V 


P 


P 


s 


— 7 




i ± 


dS 


d P 


d P 


dT 


dT 


dS 


dT 


y 


T 


K 




Ui ± 


dT 


dS 


d P 


dT 


3S 


1 - 




汉—丄 

p \ dT 


dp! ,\3S 


dT 


dS 


3T 


T 


V 


V 


P 


s 


/Cy = 1 


=1 —— 5 






P 


7 


(3) 令 v = v ( r ，/ o , 则有 


dV 


= d(V,T) = 3(F,r) w) d(jp 9 S) 

~ dip ， T) — d(V,S) d(p ， S) dip ， T 、 

m ids 

dp! S \3T 


d p 


T 


dT 


dV 


dV 


— 化 


= 7 




dS 


Cy \ 9 p 


9 p 


y 


p 


S 


5 


由此得 
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1 9V 


dV 


K 


UdV 

V\dp 

3.14 证明对于系统,热力学关系式 


dV 


K 


S 


d p 


S 




d 2 T 


3T 


9c v dT 
dV I p ^ dp 


dc 


(c ? — ^v) 


+ 


3 pdV 


3V 


dp 


V 


V 


p 


成立，式中 G 和 c v 分别为系统的定压和定容比热容 . 

证 由热力学基本方程得 


9H 


3U 


c 


Cy = 


P 


dT 


dT 


v 


p 


所以 


dT 


3H 


dT 


dH 




dV 


dT 


dV 


dV 


p 


p 


p 


p 


dU 


dT 


dT 


dU 


Cv 


dT 


d p 


dp 


d p 




v 


V 


V 


第一式对 / > 求偏导数，第二式对 V 求偏导数，然后两式相减得 


d 2 T 


d 2 T 


dT 


d 2 U 


dT 


dc 


dc 


(Cp — Cv) JpdV + 


V 


dV 


dVI p \ dp 


3Vd p d pd V" 


dp 


V 


V 


p 


等式右边为 


a 


d 




dp3V ipV) = 1 




代入上式，则得热力学关系式 


d 2 T 


dT 


dc 


dc v I dT 
9VI dp 


(C p — C v ) 


d pdV 


dV 




V 




P 


一系统的吉布斯函数 G 可表示为 


3. 1 


G G 0 ^ AT + Bp + i-CT 2 + DTp + 士 £/> 


式中， G 。 为 r— 0 及 p^O 时的 G 值，九 5 、 C\D 、 五均为常数 . 试求系统的焓 H=mp ， S 、 
表 达式 . 






G=G(T ， />) 的全微分 dG 为 

dG=-SdT^Vdp 


得燠 


BG 


S —— 


A-CT - Dp 




dT 


p 


系統的焓 


H = G + TS = G 0 + Bp~ 々 CT 2 + -jrEp 


由 s (: r ，/ o 解得 


T 


7=7(5 A + /)/>) 






c 
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代入//表达式得 


H (/ >,5) = Go + £/> + jEp 2 - ^(S + A + DpY 

一 种物质在熵为 * S 。 的可逆过程中，体积从膨胀到 V 时所作做的功为 

= AS 0 \n 

v 0 

Vol s 

v\s 

熵. 假设在 5 0 , y 0 时，该物质的内能是 c /。. 试以 s , v 为独立变量 ，求： 

(1) 体系的内能 f / 和压强户； 

(2) 在熵为 s 的可逆过程中，体积从膨胀到 v 时，体系所做的功. 

解 （1) 设以二叭心^^/^/^氺八则由热力学基本方程 

d ?7 = TdS — pdV 


3. 1 


a 


此外，这种物质的温度满足 T = A 


，其中 A 、 a 、 &和 F 。 都是常数，且 a ^-1,5 为 


0 


得 


9U 


V vi 


a 


—T = A 


dS 


v 


0 


dU 


= — p 


dV 


s 


把第一式在保持 V 不变下对 s 积分，得 


v 


s ^ 1 


⑽，^吟 (《+ ⑽ 

式中， 〆V )为 V 的函数，待求 • 把得到的代入第二式，并考虑到功和压强的关系 


+ (piV) 


为 


3U 


3W 


p =—— 


dV 


dV 


s 


s 


得 


V 




dW 


- 乂 3 


+ ? f {V) 


— p = — 




V 2 (a + l)Sl 


3V 


S 


当5=&时，上式有 


— A & 


dW 


+ <p f (V) =— piSo^y) 






V 2 a + l 




dV 


s 


0 


由的表达式得 I ，代入上式得 


s 


0 


F 0 5 0 AS 


<p f (V)=A^ 


0 


V z a + l 


V 


积分得 


( a + l)V 


V 


<P(V) 


— AS 0 ln rr + C 






V 


0 


式中， c 为常数，待定 • 代入 r 的方程，得 

^ q 5o n 5 
O + IWI\S 


a+1 


V 


U(S.V) 


1 — AS 0 ln [r 十 C 








0 


o 
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且" (5 0 fV 0 )=C = ?7 o - 最后得 


__AVoSo_ns_ 

( a + i ) yU 5 0 


a +1 




U(S,V) = 


— 1 — tt - 


0 




0 


a+1 


肌 A 

(a+ 1)V 2 

(2) 体系在熵为 S 的可逆过程中，体积从 V 。膨胀到 V 时所做的功 


dU 


AS 


0 


p(S ,F)= — 


3V 


V 


s 


0 


V 


[U(S f V) -U(S f V 0 )J = 


W =-AU 




V 


0 


0 


V 


体系所做的功 


也可由 


/> CS ， y ) dF 积分得到. 


w 


w= 


V 


0 




"S[(I 


a +1 


V 






p(S jTOdV — 


+ ^5 


^dV 




0 


0^ 


a 




v 


V 


0 


o 


0 


= AV 0 S 0 n S 

— a + 1 

3. 17 设某种气体的状态方程为 


«+1 


y 


— 77 . AS 0 ln rr 








o 


0 


0 


a 


p + 


(V - b) = NRT 


T n V 2 


式中， a 、6、 n 为常数， W 为气体的摩尔数•证明该气体的自由能为 

F(T,V) =- NRT\n(V - b) 


dT 


a 


dT — TSq H~ U 


- T 


0 


C 




T 2 V 


了 2 


0 


V 


式中， 4 为 c v 在 V — oo 时的极限值，并由此导出和 G 的表达式. 

选 T . V 作为独立变量,^ =尸(7%10 ， dF 的表达式为 

— iSd7^ — pdV 


dF 




因而 


dF 


= —— p 


dV 


T 


在保持: r 不变下，上式对 v 积分得 


pdV + <piT )=-[( 


)dV + fCT) 


NRT 
V ~ b T n V 2 


a 


F(T,V) 






a 


NRT\n(V - b)- 


+ <p{T) 




T n V 


当 y — oo 时,= 则 


F°(T,V) =- NRTlnV + <p(T) 

另一方面当 V — oo 时，气体趋向于理想气体，由理想气体的自由能表达式 

_ 

c°JT + U 0 - t{ [ $dT + NRlnv] - TS 


F °( T , S )= U ° - TS 


o 




0 


T 


dT 


- T 


c° v dT - NRTlnV + U 0 -TS 




^2 


0 


与上式比较得 


{ 笋卜 r + "。 


9( T ) =- T 


~ TS 0 
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代入 Fcr ， v ) 表达式，得 


t| ~\^c%AT + U 


a 


F(T,V) =- NRT\n(V - b) 


- TS 




0 


0 


T n V 


熵 


3F 


dT 


+ I ^%J^dT + ^|^dT + 5 0 


na 


S(T,V) 


=NR\n(V — b)— 






T n+l V 


dT 


T 


v 


压强 


3F 


NRT 

V -~b T n V 2 


a 


p(T,V) 






dV 


T 


内能 


(n + \)a 


c° y dT 

c° v dT + 


U(T,V) = F ^-TS 


+ U 






0 


T n V 


焓 


NRTV (n + 2)a 
V -b 


H(T ， V) = U + pV 


+ C7 




0 


T n V 


吉布斯函数 

G(7\F)= F + pV 


NRTV 

Y^J —舜 — 7] ^ I c%dT + U 0 -TS 

3. 18 试由范德瓦耳斯气体的状 杳方程 ，计算范氏气体的 

(1) 热膨胺系数 

(2) 定压和定容比热容之差 

(3) 在维持气体的 m 度不变，气体的体积由 k 变到 的过程中气体熵的增量 5,- 


6T 


2a 


=-NRTln (V - b) ^ 


o 


玟； 


C p —C 


V f 


Su 


范德瓦耳斯方程为 


RT 


a 


P = 


V - b V 2 


式中， /? 为气体常数 d 和 A 为常数. 

(1) 在保持/>不变不，方程两边对: T 求偏导数，得 


R 


[ 


RT 


2a\9V 
(V - b) 2 V 3 J\dT 


0 = 


V -b 


p 


3V 


由此解得^ ，代入 《 表达式得 


dl 


p 


v\Jf 


_ b 


a 


2a V — b 


p 


VT -言 




dp 


dV 


dT 


3 p 


⑵由 


V 


T 


——— T" 


Cn — C 




p 


V 


dT 


3T 


3± 


V 


p 


dV 


T 




R 


dT 


V — b 


V 
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RT 




2 a 


(V - bY f y 3 


dV 


T 


代入得 


R 


Cn — C 


P 


V 


2 a (V - b ) 

RT — P — 


1 




(3) 选: r 和 v 作为独立变量，^=^(7%\/) 


9 S 


dS 


d p 


€ 


dS — 


dV = ^dT + 


dT + 


dV 


dT 


dV 


T 


dT 


v 


T 


V 


对于等温过程 


R 


d P 


dS — 


dV = 


dV 


dT 


V - b 


y 


积分得熵增 


F 2 —厶 


AiS = S 2 — S\ = jRln 


3. 19 黑体辖射， （1) 推导麦克斯韦关系 


dS 




dV 


dT 


/ T 


y 


(2) 麦克斯韦从他的电磁场理论发现，各向同性的辐射场的压强等于能量密度 


CT ) 的 1/3,即 


u 


1 U ( T ) 


P — — u ( T ) 

V 为空腔体积 • 用热力学第一定律及第二定律及 (1) 中结果证明 






V 


1 rj, du 
=-/ --- 

3 dT 


U 


~u 


(3) 解此方程得到 w 对: T 的斯特藩定律. 

(1) 由热力学方程狀=-以了一 /> dF 得 


9 F 


9 F 


— — S f 


=- P 


dT 


dV 


v 


T 


3 2 F _ d 2 F 95 

dVdT ~ dTdV ^^\ dV 


_ iA 


注意到 


dT 


/ T 


V 


(2) 辐射场的总能量为 U { T , V )= u ( T ) V . 将此式代入热力学公式 


9 U 


dS 


d P 


= T 


-p = T 


- p 




dV 


dV 


dT 


T 


T 


V 


利用 p ^ u / 3 得 


T du 

J dT 


U 


~u 


dw 


(3) 改写上式为： r 万; = k ， 积分得 w = ar 4 , 其中《为积分常数.这就是著名的黑体 
辐射的斯特藩定律. 

20试求平衡辐射场的单位体积定容比热容，定压比热容以及它们的差 


3 


C 


C 


P 


V* 
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已知平衡辐射场的内能密度 u = aT \ a 为常数.所以辐射场的内能 U 和压强 p 


分别为 


U = uV = aT 4 V 


P = = — aT 4 


所以单位体积的定容比热容 


Cv = f(lr 

对于平衡辐射场，辐射压强/>只是温度的函数，等压过程即为等温过程，所以 


= 4 ：aT 


C p = Cx = 


和 o 之差为 


Cp — C 


3.21 —系统的定容热容量 g 和压强 f 由方程 

= avr 3 和 p = prr 

给出，式中《和 p 为常数，求该系统的吉布斯函数 

积分可得系统的内能 


€ 


dU 


由 


9 T 


U ( T , V ) = c v dT + f ( V ) = + f ( V ) 


式中，函数 /( F ) 待定.由 


dU 


1± 


= T 


— p 


dV 


dT 


将 /> = /? r 4 及 《7( r ， lO 代入，得 


-T^ + f(V) = 3/?T 


比较等式两边得 


a = \2 p 

f { V ) = 0 

故 /=c，c 为常数 •当 r—o 时 o, 得 c=o, 代入得 

u = 寻 VT 4 和 p = 加 = 


1 u 


4 


12 


U 


式中为系统的内能 密度. 由热力学基本方程 

dS =去 d " + ^dV = aVT 2 dT + ^dV = d { — VT Z 


T 


T 


积分得 


S = -faVT 3 

o 

式中，已取当 T — 0 及 V — 0 时 5 o = 0 . 吉布斯函数 G = i 7 +/>V — r * S , 把求得的和 s 

代入得 


G = 0 
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若取常数 “=16 jA ：， 其中 < r -5. 669 X 10— 8 Wm _ 2 K -4 为斯特藩常数 < = 99 SX 10 B ms ^ 1 ^} 

真空中光速，则得内能和压强分别为 


a 


4 


U= 4 —VT 


c 


— — T 4 


p ~ 


c 


此系统就是温度为 r ， 体积为 v 的平衡辐射场. 

v I dT 

到深度为 lkm 的贮水池底时温度的改变，已知比热 c p =4.2 X 10 3 J/(kg • K ). 

设水池表面的水是在无热交换下下沉到池底的，水的压强随着深度的增加而增 


=1. 3 X 10— 4 广 C ，求水从贮水池水面流 


水在271时的膨胀系数 




P 


加， 


A/> = pg/\h 


水的温度增量 


dT 


八 


Ap 


3 p 


s 


而 


3T 


TldS 

C ? \ dp 


T dV 


TaV 


d y 


dT 


d p 


dp } 


T 

J 






5 




T 


P 


P 


把上面各式代入 AT 表达式，得 


r _ TaV pg 


M 


LSI 


C 


P 


取 Vp = lkg，M = lkm ， a = l . 3 X 10 _4 / K ， c p = 4. 2 X 10 3 J/(kg • K ) 及 7" =300 K ， 代入得 

_ 

AT = 9. 1 X 10 _2 K 

+ 

即池面的 27 C 水沉入到 lkm 池底，温度升高 0.09° C . 

3. 23 将 lg 2( TC 的压强为 10 4 atm 的水通过一绝热多孔塞进入压强为 latm 的试验 

室.求从多孔塞射出的水的状态.假设在 10 4 atm 和在 latm 时水的密度是相同的，水的汽 

化热为 540 cal / g . 


水经过多孔塞前后，其焓不变，即 


U/ + p/V = U { + p t V 


若射出的水的温度为 TV , 则 

Af/ = C ； 


U t = mc(T f - T,) = (A - p f W 


得 


(a 一 pf^y 


T f 


H~ Ti 


me 


取 A —/?/^10 4 atm = 1. 013 X 10 9 N / m 2 = 1 CF 3 L = 10 _6 m 3 ， c = 1. 0 cal/(g • K ) — 4* 187 J 


— 1 


-1 


lg 代入得 


K 


，m = 


g 


: T / = 242 十 293 = 535( K ) 

= 535 K ， 大于水的沸点，所以必定有部分水变成水蒸气，末态水和水蒸气的温度 


7 
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373K •设 lg 水中有 xg 的水变成 100X： 的水蒸气，则 

Ui = mc(T / — xl — (pi — p/)V 


AU = U 


解得 


= 0, 3g 


x 


式中， >540col/g = 2. 26 X 10 3 J/g 为水的汽化热.即射出的是 100°C 的 0.3g 水蒸气和 
0. 7g 水的混合物. 

3. 24 实验表明，液体表面膜的表面张力系数 a 仅为温度的函数,且 a 随温 
度的下降而增大. 

(1) 当表面膜的表面积从 A 可逆等温膨胀到时，求熵的变化 A5. 在此过程中，表 
面膜是吸热还是放热？ 

(2) 求在可逆绝热膨胀过程中，温度随表面积的变化关系•温度随表面积的增大是升 
髙还是降低？设表面膜的比热容为 

(1) 对表面膜做的元功 = 其热力学基本方程为 

dU — TdS + <ydA 


CA 


自由能 F 的方程为 


dF ―― SdT + adA 


clF 为全微分，故有 


dS 


d<J 


da 


3 A 


dT 


dT 


T 


A 


熵的方程为 


dS 


dS 


da 


dA = ^dT- GcU 


dS — 


dT + 




dT 


dA 


T 


dT 


A 


T 




对于等温可逆过程 = — 若表面膜的面积从 A 可逆等温膨胀到，其熵变 

dA =~ — A t ) 


A f d<7 


f 


A5 




_ 


dT 


A, 


da 


依题意 &;<0，A/—A>0, 所以 A5>0. 表面膜吸收的热量 Q 为 

Q = TA5 = - 了 普 (A ,- 八) > 0 

(2) 在可逆绝热过程中熵不变, d*S = 0, 故有 


dcr 


^dT- ^dA = 0 


T 


由此得 


dT 


T da ^ ^ 

- A 6 f <0 


dA 


S 


所以在绝热膨胀过程中，温度随表面积的增大而 下降. 

原长为/。的弹性弦，其弹性系数为 々CT) ，线膨胀系数为〃，长度恒定时 的比热 


3. 25 

容为 Q， 试求 
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(1) 弦的热力学基本方程； 

(2) 当将弦可逆等温地从/。拉伸到时的 W \ AF 、 A 5、 M 7 和 Q 
解 （1) 取/和 r 为独立变量，由胡克定律，弹性力 

拉伸时对弦所做的功 dW ^ fdL 热力学基本方程为 

TdS = dU - fdl 


熵方程为 






1 3U\ 
T\dT! i 


d*S = 


d/ =— 


dr + ^ 


T 


* dS 的全微分条件得 


d[X(dU\ 1 = idU] _ 1 

.r \ = rriT \ \ JTi t ~ ^ 


dl 


求出偏导数，化简得 


df 


1 [ dU 


dT} t 

由 /= HT )( Z —/ 0 ( D ) 求偏导数，得 


T 


T 


df 


dl 


dk 


dk 


0 


G — / o ) 


- k(T) 


=(/ — lo ) 


— kcU 




dT 


dT 


dT 


0 


dT 


l dl 


dU 


0 


式中，已利用了 
方程，得 


，是和4只是 r 的函数，并注意到 


把上述结果代入 d*S 


a = T 0 dT 


dT 


d 々 


kcd Q Al 

mm 


dS — 7pc £ dT — (l — l 0 ) 




T 


dT 


由此得弦的热力学基本方程 


dk 


kal 0 dl 


TdS ^ c £ dT - T[(l - l 0 ) ^ - 

(2) 将弦可逆等温地从/。拉伸到^，对弦做功 

k (/ — /o)dZ 


W = 


~k{V — 1 0 ) 




0 


按最大功原理，自由能的增量 


△厂 = =z 


—k(l f — 1 0 ) 


弦的熵增加，内能增量和吸收的热量分别为 

a ( Ai ^) 


dF 


[ 




AS= A 


— k ^ 一 Iq ) cU 


亡 （/，-4) 








dTh 


0 


dT 


dT 


dk 


AU= AF 十 TAS = ir(l f - / 0 ) 2 k~T 


H ~ Tk(JJ — / 0 ) q ：/ 


dT 


0 


dk 


Q= TAS = THV - k)al 0 - - l Q y ^ 

x 射线衍射实验发现,橡皮带未被拉紧时具有非晶型结构，当受张力而被拉伸 
时，具有晶形 结构. 这一事实表明橡皮带具有较大的分子链. 


326 
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(1) 讨论橡皮带在等温过程中被拉伸时它的熵是增加还是减少？ 

L(li 

I \ 9T 

实验表明，在弹性限度内橡皮带的拉伸是可逆的，且发现当橡皮带拉伸时，长度 
I 增加，但它的横截面略有减小，其体积基本上保持不变，故可略去体积功.设橡皮带在拉 
力/作用下，伸长了七，则外界对橡皮带所做的元功 

dW = fdl 


(2) 试证明它的线膨胀系数 


是负的 


热力学基本方程为 


dU = TdS + fdl 

(1) 由统计物理学知道，熵是系统内部混乱度的量度，由题意知，当增加张力/，等温 
地拉伸橡皮带时，它从非晶结构变成晶体结构，混乱度减少，即橡皮带的熵减少，故偏导数 


9S 


< 0 


df 


(2) 定义橡皮带的吉布斯函数 


G = U -TS - fl 


则有 


dG =- SdT - Idf 


由 dG 的全微分条件得 


9S 


31 


df 


dT 


橡皮带的线膨胀系数 


1 91 


m 


< 0 


I dT 


即《为负的. 

3.27 对一根弹性棒可以进行下列 测量： 

(1) 弹性棒伸长时温度的变化(如果你没做过这类尝试，你可以用嘴唇试试棒的冷 
热，把棒拉长后，再试 试）； 

(2) 棒一端固定，另一端挂一重 W 的物体，测得微振动频率为 v ; 

(3) 重物静止，当给棒加热 SQ 时，平衡长度变化 SL , 试推导可以用（1)、（2)的测量给 
出 （3) 的预测的方程. 

解由 〃得 棒的弹性系数 


W 


k = —— (2w) 

g 

加热 SQ ， 相当在保持张力不变时，有 aS = SQ /7% 因而 

d(L,W) d(T f W) dQ 
S(T,W) # dJS.W) • 亍 — \3T 


9L 


dL 


dQ 


8L = 


dS = 


dS 


U 7 




由于 L — 1。= 7,所以 


k 


dL 0 W dk 

dT ~ V 2 df 


dL 


dT 
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dL 0 W dk\dQ 

df ~ k^df 


Cw 


V 


g 


3.28 理想弹性圆柱体（图 3.2) 中的张力 F 由状态方程给定 ：F = 


F 


Ll(T) 


L 


，其中 a 为常数，张力为零时的长度 /^(r) 仅为温度 t 


aT 


L 0 (T) 


V 


L 


的函数 . 


(1) 圆柱体可逆、等温地由 L = L q 拉伸到 L = 2L 。， 用 <2 、 7\L 。和 a 。 表达 

1 dL 0 (T) 
L 0 (T) dT •’ 

(2) 当长度绝热地改变，圆柱温度 T 随之变化 . 用 a 、 T 、 L 、 L 。、％ 和^表 


F 


传给圆柱体的热量 Q ， 其中零张力时的热膨胀系数 a 。 为 


a 0 = 


9T 


示出热弹性系数 & 的表达式，其中 S 为熵， ^ 为定长热 容量 ; 


dL 


S 


(3) 对该体系确定 a 是否 仅为了 的函数 


^cr) ，或是否&也必须依赖于长度 


cl 


(T,L). 


令卢表示自 由能. 由得 


L LKT) 

11 ■ ■■ 1 1 ■ 

L 0 (T) L 2 


d ♦ 


—F = aT 


dL 


T 


LI 


L 


KT ， L) = a T ~- + 


— 号 U + HT,L 0 ) 


2L 


L 


0 


a 


d ♦ 


3L 


3 2 厶。 + 虽 U + &(了，厶。) 


L 


0 


S ——— 


+ aTL 


a 


o 


3T 


L 2L 


2 L 


i 


0 


(i) Q=rCs(r ， 2L 。） —s 0 ]=-arz 。 i- 号 Ta 0 


dS 


T 




dT 


d(T ， S) 

d(L ， S) 

… d 2 S 

dLdT 


dL 


aTL 




L 


L 


T 


0 


( 2 ) 


— 1 + 71 — 了 2 + ^ 


a 0 


dL 




L 


L 


Cl 


s 


0 


0 




dc 


d 




L 




=— aT 


关 0 




a 0 






dL 


dT 


T 


0 


0 


t 


故有 


CT ， l ) . 

3. 29 已知当橡皮筋被绝热拉长时温度增加 . 

(1) 如果橡皮筋被等温拉长，它的熵是增，是减还是保持不变？ 

(2) 如果橡皮筋被绝热拉长，它的内能是增，是减还是保持不变？ 

解 （ 1) 熵 5=^(7 ， x) ， 式中 T 为温度为橡皮筋的拉长.由热力学关系 


Cl Cj 


dS 


dS 


dT 


dT 


c 


X 


dx 


dT 


T \ d x 


dx 


T 


s 


s 


X 


式中， c ，： T(||；) 

增加 ，即 (s 


为橡皮筋的等长热容量 , G>0 , 由题意已知橡皮筋被绝热拉长时温度 


X 


:>0 ,故有 


5 
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3 S 


< 0 


3 x 


T 


也就是说，橡皮筋被等温拉长时，熵增加. 

(2) 当橡皮筋被拉长 dz 时，外界对橡皮筋做功 

dl^ = kxAx 

式中4为弹性系数，且 A>0. 橡皮筋的热力学方程为 

dU = TdS 4- kxdx 


由此得 


dU 


= kx > 0 


dx 


s 


即橡皮筋绝热拉长时内能增加. 

3.30 热平衡时一条橡皮带的张力为 


J 0 


0 


t - AT 


x 


0 


式中, Z 为张力，: r 为绝对温度，I为带长为张力为0时的带长 ，乂 为常数.已知当 

B 寸，等长比热容 gOt ，：T) 为一个常数 

(1) 求下列各量(作为: r 和 x 的函 数）： 

;£为内能;②、〕 

T \ d X ! 丁 

(2) 把此橡皮带由 j：=/ 0 ,T=To 绝热拉伸到 

(1) ①由热力学定理知 d£=7US+«U， 由于 

c x = T 


I 




X 


0 


① If 


3 e 


GCr，：n ; ④ E ( x ， Th ⑤ S ( x , T) 9 S 是熵 

1.51 求末态温度. 


X 


X 




3 S 




dT 


X 


dE 


所以 


又 ，一 般地 E = EOc ， t ) ，故有 


c 


x 


dT 


4 


X 


dE 


dE 


dE = 


dT + 


dx 




dT 


dx 


T 


£ 


dE 


即 d£^ x dT+[^j^ 另一方面，利用热力学定律得 

d5 = +( d £ — tdx ) = 7^dT + 占 「（ z ~- 


T 


T 


T 


_ 3 2 E d 2 E d 2 S _ d 2 S 
w 3 xdT — dTdx，dxdT = d—Tdx 


得 


d 2 E 


d 


J^ c 


X 


dTdx 


d 


9 dE 

dT \ Tl \ dx 


C x 


dx \ T 


T 


T 


X 


( If )，。， 从而(急) 


于是 ( dE / dx 、 T=t — T ( dt / dT \. 代入，的表达式，得 

dc x (x ^ T)dx 


= 0 


T 


X 


(x，7》 = c x ( l 0 , T ) + 


c x GojT ) + 0 = c x ( l Qf T ) = K 


c 




X 


d X 


o 
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T 


T 


dE 


dT + £(T 0 ) 


£( X ,D= £(T) = dE + £(T 0 ) 




dT 


T 


T o 


0 


T 


KdT ^ E(To) = K(T - T 0 ) + £(T 0 ) 


T 


o 


此时 


1 n dE 


K 


c 


X 


-^ dx 


dS = ~£;dT + 石 


=—dT — A 


T 


T 


T 


x 


T 


0 


积分后有 


S ( x , T ) = K\nT — A 劣 + 益 + 常数 


2 /q 


x 


(2) 此时 cLS = 0( 绝热过程），所以 


II 


K 


x 


兰 dr - A 


dx = 0 


T 


x 


0 


Tf 


(1. 5/ 0 ) 2 


ll 


1% 


n 




K\n 


= A 


々 （)• 292Al 


0 


T 


21 


1 . 5/ 0 21 


0 


0 


0 


0 


故 Tf = T ^ 292 AI 0 /K 


3.31 两端封闭的绝热圆筒被一无摩擦导热活塞分成两部分.开始活塞放在中间 ，一 
边有 1 L 空气，其温度为 200 K ， 压力为 2 atm ; 另一边也有 1 L 空气，温度 300 K ， 压力 latm . 
活塞松动，在它新的位置上体系达到平衡. 

(1) 计算最终的压力和 温度； 

(2) 计算总熵的增加.要求给出所有的理由. 


解 （1) 两边的粒子数始终不变.不妨设两边的粒子数分别为 i ^、 iV 2 , 最终的压力为 
户，温度为: T ， 并且空气按理想气体处理，故 

piV 0 — ^ \^T1 1 


P 2 V 0 = N 2 kT 2 

式中，•活塞无摩擦阻力，不消耗空气 
的内能，并且圆筒绝热，所以气体的总内能不变，即 


—juN^T, + 々 fjtN 2 kT 2 = —fiiN, + N 2 )kT 


式中， A 为气体分子的运动自由度 


N 


Pi 


+ t T ^ _ 

N 2 /N x + 1 _ 


Pi 




T, = 225K 


Pz 1 1 

Pi T 2 


1 


由 V l + V 2 = 2 V 0 ^ 


+ N 2 ) 


kT = f \ T ； + T 2 

( 2 ) 熵为状态的函数，与过程无关，假想一个准静态过程计算熵的变化.用5^5 2 分 
别代表两边的熵.熵的变化为 


p = 


= 1* 5 atm 


2V 


0 


(T.Vj) 


cm ) 


J 


J 


2 


A5 = A5] + A5 


+ 


dS 




(7 W 


(T 


V 
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dU , 




T 


1 名 dF 


dSi — 


= n x \^ c v ln jT + 及 In y - 


T 




( T r V 

( T t V ,) 


V 


T 


dS 2 ^= n 2 c v ln ；fr + Rln 


T 


V 


(了2十0) 


式中，〜 、& 分别为两边粒子的摩尔数，为摩尔定容比热容， i ? 为气体常数.这样， 

A 5 = ^(|ln|J+lng) + ^ 

体系的温度不高,可以认为空气分子的有效自由度仅为平动自由度和转动自由度，即 

， 则 


P2X 


T 




PT 


Cy = 


AS = 0. 57 J/K 

3- 32 一圆柱形容器被一固定活塞分成等体积的两部分（图 3. 3). 左边充有 lmol % 


气，压力为 4 atm ， 温度为 300 K ; 右边充有氩气，压力为 
latm , 温度为 300 K . 气体可当作理想气体来处理.整个系统 
与外界绝热，容器与活塞的比热容是 cG 为常数).现在让活 

塞无摩擦地沿着圆柱形容器滑动.由于耗散,活塞最终静止 
在一平衡位置.计 算： 

(1) 新的平衡温度（活塞是导热 的）； 

(2) 新的氖氩体 积比； 

(3) 系统的 熵增； 

(4) 这时把活塞去掉，附加的 熵增； 

(5) 如果开始左边是 lmol 氩气 〆 1)、（2)、（3)、（4)的答案是否会变化？ 

(1) 理想气体的内能只是温度的函数，整个系统内能未变，故温度亦未变，新平 


氖 


动态 


衡温度为 300 K 


(2) 新的体积比 J 卩是分子数之比，也即开始时的压力比，故有 


” = 1/4是氩气 ( Ar ) 的摩尔数.又 r Ne 十 1^=7。，故有 r Nc = 41 V 5， r Ar = TV 5 

(3) 系统的熵增 

AS = A ^ Ne^ln 

式中， 

(4) 附加熵增为 


V 


V 


= ^vf + f ln T7f 


+ A^Ar^ln 


2. OJ/K 






Vi 


A 5’ = Rln(l + w ) + n/?ln 


= 5. 2 J/K 

( 5 ) 如果开始左边是 lmol 氩气， （1)、（ 2 )、（ 3 ) 的答案不变 ，（4) 中 A 5' = 0. 因为活塞 

两边为同种气体，活塞去掉后气体的状态不变，所以附加熵增加为 0. 

一绝热系统由导热、可移动的活塞隔开的两部分理想气体组成，两部分的体积 
分别为 F 和 2 V ， 温度、压力如图 3 _ 4所示.活塞开始移动，但两部分气体不相混合.当平 
衡时，总内能和总熵的改变是多少？平衡的温度、压力是多少？ 


3. 33 
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解假设两边的气体分子摩尔数分别为 A 和 

由方程6声〜 兄 T 和这是由 

理想气体构成的孤立系统，两部分初始温度均为： T ， 因 
此最终温度 T f = T . 最终压力/>/为 

p f = ( n x + n 2 ) RT /3 V 


n 2 ， 


3P 


P 


T 


T 


2V 


V 


A 


(1 + n x / n 2 ) = —p 

设想一个准静态等温过程，计算态函数 s 的改变 

、 p x dV x + |/> 2 d^2) = 

n l R \ n ( Vj 2 V ) + n 2 R \ n ( V 2 / V ) 


■ _ ■ _ 


3 - 4 


dV 


dV 


AS= ~ 


^ r + n 2 R 




V 




2 V 


18 


因7 1 +1^ 2 = 37，'^ 1 /乂 2 =；2 1 /« 2 = 6，故；^ = 6[ 2 = ¥卩所以 


A»S = WjjRln — + n 2 i?ln — 0 . 66/> V /T 


3. 34 长颈瓶中的牛奶 ：一锥 形长颈瓶装着生牛奶（图 3.5), 瓶中底部的压力可测 

经过足够长的时间，奶油上浮，牛奶沉淀（假定液体的总体积保持 
不变).底部的压力增加、减小，还是不变？试解释. 

设奶油层体积为 K ，厚度为，密度为内；牛奶体积为 F 2 , 
厚度 H 2 ，密 度阳生 奶密度为^•因 〆 K + p 2 V 2 ^ UP 2 - 

户) V 2 =( /巧）1^，所以 

^ 2 /^ 1 = (p — Pi)/ ipz |°) 

又因，故 (户 一巧 ）/( 朽一 ，或内私十 外 /^〈^(/^+迅），即底部 

压力 减小. 

3. 35假设大气为理想气体，有恒定的比热容 y = cjc w . 又假设重力加速度 g 在大气 
范围内为常数 • 令海平面处2 = 0，了。、/>。和分别为气体在 z = 0 处的绝对温度、压力和 


奶油 


牛奶 


压力规 


图 3. 5 


密度 


(1) 假设气体的热力学变量之间的联系方式如同绝热过程中的一样，求 /> U ) 和 


p(z ) ; 


(2) 证明： 对于这种情况，存在高度在此高度之上没有大气，它由 

^确定，这里及为每克普适气体常数. 

(1) 气体达到稳定时，有 


7 RT 


y — 1 


g 


gp(z) 

式中，#为重力加速度.利用绝热关系,，可得 

〆- 2 U)d〆 之） 




dz 


必 d 


yp 
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借助物态方程和二内及乃，其中为每克普适气体常数，可得 




Mgz/RTo'j 

figz/RTo'j 


7 - 1 


户（之） = po 1 — 


7 


r/a-i) 


y — 1 


p{z) = pQ \ — 


7 


式中 4 为大气的平均摩尔质量. 

(2) 在没有大气处， 〆 2_) = 0,由此得 


RT 


To 


7 


€ 


0 


Z 


max 


y — 1 


Mg 


g 


式中， c p 为气体的定压比热容. 

3. 36 考虑大气的一个简单 模型. 不考虑风、对流和重力随高度的变化. 

(1) 设大气是等温的（处于求分子密度对髙度的分布，估计半数分子处于其下 


的髙度; 


(2) 假设大气是绝热的，证明此时温度随高度的增加而线性地减小,并求减小的速 


率 


(1) 用 ” U ) 表示髙度 A 的分子数密度.由力学平衡条件扣=—及状态方 


程 p = nkT ，有 


—彆 dh 


~ d P 




JkT 


P 


式中， m 为分子质量，积分得 


— mgh/kT 


P = Po^ 


因为 = 所以 


— mgh/kT 


n{h) = n 0 e 


令 


H 


n(h)dh/ n(h)dh — 


o 


0 


得 


kT 


H = ^^ln2 = T?^ln2 


Mg 


g 


M 是空气的平均摩尔质童，并取 M =30 g • mol — \则 

31 X 10 7 X 273 


奉 


H = 


X ln 2 ^ 8 X 10 5 ( cm ) = 8( km ) 


30 X 980 


dp=-^dh 


( 2 ) 




P 


仍成立.绝热条件给出 


P y 了=常数 




(对双原子分子) 


C 


v 


所以 
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6 T 7 

~ tT ^\ 

T—T^=~ {7—\">mgih — ho)/7k= — (7—l)mg(h—ho)/7R 

7 —I Mg 

~~ Y ~ R 

3. 37 在地球表面附近，不受约束、绝热缓慢上升的气团，既不会不停地上升，也不会 
落下(大气是几乎不“对流”的).当高度2为小量时，大气的压强与温度 T 分别为 
户 0 (1— az )，: r = r Q ( i - A )， 其中和与乃分别为地球表面大气的压强与温度.试确定 

及卢与温度 7 V 地表的重力加速度 g 及分子量 m 的关系.假定空气含 f n 2 及+0 2 ,了。足 

够低，不能激发起分子振动;但也足够高，以致可用经典方法处理分子的转动. 

按题意，在地表附近， d />/ dz ;= — a />。， 又 

dp/dz — — pg 

因此。=|0。尽//>。，其中为地球表面大气 的密度 .又 

po ~ RT 1 。 /V 0 = RT 0 p 0 /My 

式中，7?为理想气体常数， F 。 为摩尔体积， Af 为摩尔 质量： 


mR 


dh 


kT 


dT 


0* 01(K/m) 


dA 


a 




7 - X 28 + 十 X 32 = 29 


这样有 a^Mg/RT 

气团缓慢上升可视为准静态过程，它始终与其周围大气有相同的/>及 a 因而也有相 
同的温度: T . 在绝热过程中,7^ 〆 〃=常数，其中 

/c v — (c v + R)/Cy 


0 


7 = 


及+亡及十穴 




C 










P 


这样有 


dT/r = 7 ~^ 1 & p/p 
在地球表面, dTV：T=-/?dz，d/)/>=—adz. 代入上式，得 

7 - 1 2 




a = —a 


7 


3 - 38设大气可以看作是摩尔质量为^的理想气体，地球表面附近的重力加速度为 


g 


(1) 证明 :如果 大气的温度： T 为常数，则大气压强/>随离地面髙度 z 的变化为 


^ P/P =~ 昔 d 


Z 


式中，尺为气体常数. 

(2) 假设大气压强随离地面距离的增大而减小是由于绝热膨胀的结果，证明 

_ 7 dT 

~ 7 - 1 T 


£e 


P 


C v 


(3) 计算 7=1.4 时，纯 N 2 的 dT/dzi 
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(4) 假设大气是等温的，温度为 r ， 推导 />(z) 对 T 和海平面气压和的依赖 关系； 

(5) 设在海平面/> = ^>。，7"=了。，求绝热大气的 p(z). 

证 （1) 由力学平衡条件可知其中 w 为单位体积中的摩尔数.由理想 

气体方程 p = nRT 可得 


—上 


dp 






RT 


dp 


Z 


RT 


P 


(2) 绝热过程满足:常数，所以 

dp 


y dr 

p r 


(3 ) 比较上述结果可知 


dT 


M 


1 






dz 


7 


R 


对 N 2 ,^=28 g • mol ~ 1 1 y = l . 4 时 


dr 


9. 4 X 10~ 5 K/cm 




(4) 由 （ 1 ) 可得 


_ 股 


p(z) — p 0 exp 


z 


RT 


(5) 由 （ 1) 和 (2 ) 可得 


乜 — 


>7(1 — JO 


r/ci-7) 


pt 


— 


z 


D 


RT 


P 


所以 


1 —^ 
丄 r 


p- 1/y dp 

_ 

户 (之） = 户0 1 


dz 


P 






0 


RT 


0 


y/<7 — l) 


1 —— 


z 




RT 


7 


D 


RT 0 7 


显然，此结果只适用于 


f^giy—iy 

引力场中的等离 子体: 完全电离的离子气体，在均勻引力场 & 中平衡.离子荷 

电量为 ZUI ，原子量为 A . 气体具有恒定温度: T , 离子与电子之间处于热平衡.气体的密 
度很小，可忽略粒子间的局域相互作用. 


39 


(1) 证明:为避免电荷分离，必须有均匀电场£， 


( Am p — m e ) 

(1 + Z)|e| 




E = 


式中， 


分别为质子、电子质量. 

证明 ：如果 等离子体处于非等温情况， 上述方程仍然成立. （提 示:每 一成分，•按 
遵从流体静力平衡方程的理想气体对待，即 


m p 、m 


e 


( 2 ) 
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dpi 


dx 


式中, A 为第 2 组分的分压，〜为其数密度 ， i ^为每个粒子所受合力的 o : 分量) • 

(3) (1) 中的方程对整个太阳也成立，其中五和#都沿径向，证明太阳表面的电荷大 


约为 


Q — 


1 Z € ’ 

, 


M 为太阳质量. 

(4) 太阳质量 M =2 X 10 33 g , 若太阳组分是纯氢, Q 等于多少库仑?假设不存在电荷分 
离是一个好的近似吗？ 

证 （1) 任选 g 场中一点为引力势零点，该处的数密度为高度方向与 g 相反.设 
有与 g 相反的均匀电场 £：. 电子与离子数密度随高度的分布分别为 


— {m t gh-\-E\e\hy/kT 


(h)= 


-iAm^gk-EZ\e\h)/kT 


nj(h)= n 07 e 


电荷不分离，需有 n !( h )/ n ^( h )= n 0 j/noe > 


Am v g — EZ\e \ = m^g + £ |e | 


A 


A 




或五 =— 


E = 


君， 


(Z+ l)\e\ 


(1 +Z)|e 




n 7 (— Am p g + Z\e\E) 


( 2 ) 




dh 


dp 


(— m e g — \e\E) 

平衡时，每个粒子(在同一高度)对应的压力应相同， 

1 dp! 1 dpe 


dh 


dh 


dh 


ni 


n t 


— Am p g + Z\e\E 


g — \e\E 






因而 


A 


mi 


E = 


g 


(1 + Z)k 


Q 


GMr 


(3) 取石 = 


—，则 


47 T € 0 r 2 r ， 5 — 


Q 


GM A 


Am 


GM 


— m e 


m 


(1 + Z)H 


(1 +Z)|-? 


4 丌 e 0 r 


因而 


Q = An€ 0 GMAm p /(1 + Z) 


( 4 ) 对氯:乂 = 1 yZ~lf 故 


A7re 0 GMm 


Q 々 


^ 77 C 


2 k 


式中 
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H = 1. 602 X 10 _19 C , 


0. 8854 X 10 _U C • V — 1 


-i 


m 


^0 = 

G = 6. 673 X 10 _U N 


M = 1 . 984 X 10 30 k 


=1. 673 X 10— 27 kg ， 


— 2 


k 


m 




p 


电磁系统的热力学基本方程及平衡条件 




自旋体系处于温度为 T 的热平衡态#为每个自旋的磁矩， M 为每个自旋 
的平均磁化强度（一对给定的磁化强度 M ， 每个自旋的自由能为 F ( AO . 

(1) 如果 


3. 40 




M 


M 


,1 > = >亡 






F ( M ) = A 


M 




0, 


M 


式中 M 为常数，求 M 对外磁场 . B 的依赖关系 

(2) 如果某人给出 


M 


M 


F { M ) = X 










M 


你应该看出这是不可能的 一 - 该表达式违反了热力学的一条基本凸原理. U ) 表述这一原 

理； （ b ) 检验上述表达是否满足该 原理； （ C ) 用至少一个例子讨论，如果这原理不被满足，热 
力学将会出什么错. 


(1) 由 式中户。 =1. 257 X 10 _ 6 H 


一 1 为真空磁导率.得 


m 


M 




0, 




9 F 


2 X ( M 

M ' A 

2 X ( M , 1 

A p 


M 






dM 




T 


M 


， —1 < — <— 了 


+ 




因而 


/ 

I 

\ 


M 


MoM, 




M 


心 + ¥(? 


M 


B = juo(H + M ) 


< —< 1 






M 


2 X M 


M 


MoM+ ^ 


T 

(2) ( a ) 关于自由能的凸性原 理是： 自由能是温度的凸性函数，是磁化强度的凹性函 

数，娜(韻 


+ T ： t 






户\ [I 


存在，则 


T 


d 2 F 


>0 


dM 2 


T 


( b ) 若 F ( M ) = A 


d 2 F 


2A 6M 


— 1 


dM 2 




M 


T 
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* 


d 2 F 


M 


<0,即不具有凹性. 


当二< 








(c) 如果凸性原理不成立，例如 


d 2 F 


= Mr 1 < 0 


dM 2 


dM 


< 0 


dH 


则平衡态熵极小，平衡态不稳定. 

解释绝热去磁降温的原理.什么因素限制了由此方法得到的温度. 

解磁介质的热力学基本方程为 dU - TdS + 吉布斯函数 G = U - TS - 

抑 // M ， 所以 dG =—5 d ： T —/ O / clH . 由 G 的全微分条件得 


1 


» 


dM 


dS 


= Mo 


3 T 


dH 


又由式 


dT 


dS 


dS 


dT 


dH 


dH 


dS 


得 


及比热容的定义 o/=r 


dT 


IBT] _ 

\ dHls ^ CH \ dTI 


假设撤介质服从居里定律 


Cv 


M = 


T 


代入上式得 


dT 


= ^ T^ H 


dH 


由此可知，在绝热条件下减少磁场时，磁介质的温度将降低，这就是绝热去磁降温的原理. 

利用绝热去磁可以产生 1 K 至 lmK 的低温，但当温度降到 mK 量级时，顺磁离子间 
的相互作用便不能忽略.磁矩间的相互作用相当于产生一个等效的磁场，因而妨碍降到更 

低的温度. 

3. 42对簡单磁系统发现，若温度 r 保持不变，而磁场从//变化到//+△//，则熵 

的变化为 


CHLH 


A5 =- 


T 2 


式中, C 为与系统特性有关的常数.由此决定磁化强度 M 随 T 的变化关系，并对小 H 画 
出草图. 


按题意， 


dS 


CH 


3 H 
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由 AG =- S 6 T - fi 0 MAH ^ 


dM 


dS 


Mo 


dT 


dH 


H 


T 


因而 


dM 


CH 


dT 


^oT 2 


H 




MoT 


其草图如图 3. 6 所示. 

3. 43 有一磁性盐 满足: 磁化率 X = b / T , 比热容 CH - aV / T 2 
( a , b 均为常 数). 现把温度为 r , 的此物质的一个样品放入磁场强 

I 

度为 H 的磁场中，然后绝热地把磁场减为 0. 求末态温度. 

解这可以看作是一个可逆绝热过程，从而有 

0 = dS — 


dS 


dS 


dT + 


dH 


dT 


dH 


图 3. 5 


H 


T 


dS 


由 


和 dG = - SAT - / xoMVdH , 


T 


ch 




dT 


H 


H 


而 A /= ZH , 故 




dX 


dT 


H 


所以，对上述绝热过程有 


dT 


dS 


dS 


MoVHT dx 


= bfi , TH/a 


dH 


dH 


dT 


dT 


Cr 


t 


H 


积分得 


T f b 


In 


- m 

取 T 尸尸 = 则得磁性盐的末态温度: T 为 

T = 了 , exp (—盖 " 0 H 

一顺磁系统，处于均勻外场中且和环境绝热，其感应磁矩为 M = aH / T ， 在给 

6/ T 2 , 其中为 常数. 如果 H 准静态地降为零，系统温度会发生 
什么变化？要使温度变为初始温度的1/2,初始场强//要多大？ 

解由热力学基本方程(1(/=7\^+；«。//(1从得 


T { 


3. 44 


定 H 时，比热容为 


Ch 




3 T 


dH 


— ju 0 


dM 


dS 


s 


M 


m ■ 






13( T ,5) 
" 0 a (H f M) 


- I 

— 1 


. ..裊 


故 
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d ( T ， S ) = d ( H ， T ) a ( H , Af ) d ( T , S ) 
d ( H ， S ) = d { H ， S ) • d ( H ， T ) • d ( H 9 M ) 


dT 


dH 


s 


if) 


MoT 


dM 


dT 


a 


MoTH 


= —户 o 


dS 


dT 


b 


Ch 


H 


H 


H 


，即系统温度会下降，若 


于是 ，T f = T\e 


2b 


2 b 


T f = —T iy 则 Hi = 


ln 2 




在一个无限小的准静态过程中，外界对磁介质做功可表示为 


3 . 45 


dW = ju 0 HdM 


式中， H 为外磁场, Af 为介质的总磁矩， M = m 7， m 为介质的磁化强度, // o 为真空磁导率. 
磁介质的总磁矩 M 和内能? 7 分别为 


M = aH/T 

U = C m T 


式中， a 和 Cm 为常数, T 为绝对温度. 

(1) 求磁场不变时的热容量 Ch ， 用和： T 表示 之; 


(2) 在温度保持不变时，磁场从//。变到，求熵的变化 

(3) 如果 a 是温度： T 的函数，则将依赖于 M , 证明 

TM da 


3 C 


= Mo 


dT 


dM 


a 


T 


(1) 热力学基本方程为 


m =( 


aju 0 H 


aju 0 H 


TdS = dU - ju 0 HdM = C^dT - ju 0 Hd 


dT 


dH 


Cm + 




了 2 


T 


由此得 


fhaH 


dS 


= + 


T 


了 2 


dT 


H 


haH 2 


Ch = Cm + 


了 2 


(2) 由熵方程得 


afi 0 H 


dS 


T 


dH 




T 


当： T 保持不变， 滋场从 H 0 变到 , 其熵变 


aju 0 C H i 


券 (HI - H\) 


HdH 


A 5 = — 




T 


H 


o 


(3) 如果 


cr ) ，则由热力学基本方程 


a 




a 


dS 


ju 0 H dM 


dU = TdS + MoHdM = C^T + T \ + 


dM 


T 


由麦克斯韦关系式得 
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9 S 


9H 


= — fh 


dM 


dT 


MT 


代入上式，并注意 H = 


得 


aCO , 


dU 


MT 2 da 


dH 


H - T 


="0 


= Mo 


dM 


dT 


dT 


U 


由/7=〜了，得 C 


歹，所以 


3 Cm 


MT da 


1 dU 

T\dM 

磁介质置于外磁场 H 中，并受到外压力 的作用 ，对于等温可逆过程，试求出磁 
致伸缩与压磁效应之间的关系，并计算磁场 由零增 加到/ /( 弱场）时因磁致伸缩而产生的 

体积的相对变化. 


~ Mo a 2 dT 


dM 


3 




在磁场和外压力的作用下，外界对磁介质所做的元功为 

dW =- pdV + fit 0 HdM 

式中， M 为介质的总磁矩,磁介质的热力学基本 方程为 

dU = TdS - p&V + MoHdM 

定义磁介质的吉布斯函数 G ^ U - TS + pV - fjtoHM,G 的全微分为 

- SdT + Vdp - ptoMdH 


dG 


由全微分条件得 


(dM) 


( 3 V 

\dH 

上式的左边表示磁致伸缩 9 右边表示压磁效应，它们之间由上述关系式联系. 

若设磁介质的磁化率为 >则磁化强度 m = 介质的总磁矩 

M = m：V = XHV 


=— Mo 


:■ T , H 


对于等温可逆过程 




dM \ 


dV 


3 X 


=—MoHV 


— X k T 


=—"0 


dH 


dp 


d p 


v \^ 


式中， 


为等温压缩系数.因为 H 为弱场，为一小量，|△ V / V |《1，故可 
略去_对//的依赖性.完成对上述方程的积分，得 


Kt = — 


dV 


V 


AV ju 0 H 


n 


X k t — 


V 


dp 


av 


由于 


《1，所以 


y 


++ f ) 


av 


v 


最后得到当磁场从零增加到 // 时，磁介质体积的相对变化 


三章热力学函数与平衡条件 


107 




△F fi Q H 


3 X 


X^T — 


V 


dp 


3. 47沿磁场// 放置长度为 L 的棒，受到外面的拉力 F ， 对于等温可逆的磁化，将引 
起棒长的改变.由实验得知，当拉力足够大，磁场足 够弱时 ，磁矩可表为式中 
c 为常数.回答下列几个 问题： 

(1) 写出热力学基本方程，即内能的全微分式； 

(2) 定义吉布斯函数<^ = ^/一7^ — FL —妁 HM ， 证明 


dL 


dM 


= Mo 


dH 


dF 


( 3 ) 若磁场由零增至 H ， 则棒长的相对变化为 

AL _ ju 0 C 

~L = IF 1 


H z {aF - 1 ) 


式中， 4( i ) 


是弹性系数，可认为与//无关. 


当磁介质在磁场 H 中磁化，又受外力 F 的拉伸时，外界对系统所做的元功为 

dW = MoHdM + FdL 


(1) 热力学基本方程为 


dU = TdS + /u 0 HdM + FdL 

(2) 引入吉布斯函数 G = t 7— 7^ —外只 M — FL ， 可得 G 的全微分式为 

■ 

- SdT - LdF - fjtoMdH 

G 的独立变量为 T 、 F 和 H •由 dG 的全微分条件得 


dG 




dL 


dM 


=户0 


dH 


dF 


F 


( 3 ) 由题意知 M = CL /// F ， 所以 


9M 




L 


=CH 


=CHL 




dF 


F 


F F 


代入上式得 


dh) T ,r c ^ HL [j~U 

在恒温 r 和恒定拉力 f 下，磁场从零增至 h ， 作如下 积分： 




dH 


L 


F F 


得 


L + AL 


In 


L 


F F 2 


X <1 ln(l + 学 

L \ Li I 


AL 


这里已假设弹性系数 〃 与磁场 // 无关.由于 


所以由上式得 


L ， 


AL CfJt 0 H 


(aF — 1 ) 

(1) 对电介质建立热力学基本方程，并证明 


L 


2F 2 


3 - 48 
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9P 


dV 


dE 


dp 


式中， /> 为电矩，/ > 为压强 ，五 为电场强度, V 为电介质的体积.并说明等式的意义. 

(2) 对电介质还可以证明如下 公式： 


3T 


T dP 

7 E \dT 


dE 


式中，&为恒定电场下的比热容为熵. 

证 a ) 当电介质处于 电场五 中时,需计及体积功和介质极化的极化功，外界对电介 
质所做的元功可表示为 


dW =- pdV + EdP 

式中， p 为电介质的电矩，介质的热力学基本方程为 

dU = TdS - pdV + EdP 

定义吉布斯函数 7\ S + 户 V — £:尸，它的全微分式为 

dG =- SdT -f Vdp - PdE 


由于 dG 为全微分，故有 


9P 


dV 


dE 


d p 


T,p 


上式左边的偏导数表示在温度 r 和电场£保持不变时，由于压强/>的改变引起介质电矩 
p 的改变率，这一现象称为压电效应，右边表示在温度 了和 压强力保持不变时，由于电场 

E 的改变，引起介质体积 F 的改变率，这一现象称为电致伸缩，上式描述这两种现象之间 
的关系. 


(2) 如果电介质的体积变化可以忽略，则只有极化功 ， dW = EdP ， 热力学基本方程为 

dU = TdS + EdP 


引入电介质的焓 H = U — EP，H 的全微分式 

dH = TdS - PdE 


* dH 的全微分条件得 


9T 


3P 


dE 


dS 


由偏导数的性质得 


dP 


dP 


dT 


T dP 

7 E \df 


dS 


dT 


dS 


E 


£ 


代入即得 


dT 


T IP 

c E \ dT 

3 * 49 若一电介质的状态方程为式中 P 为电矩 ，五 为电场强度， F 为电 

介质的体积/为 常数. 

(1) 在等温过程中，电场强度从瓦变到£/，求电介质吸收的 热量； 

( 2 ) 在可逆绝热过程中，当电场 五从五 ，变到五/时，电介质的温度改变多少？设电介 

质的比热容&为常数. * 


dE 
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( 1 ) 选: r 、£ 作为独立变量，^=^(了，丑），则 


9S 


9S 


dS = 


dT + 


dE 






dT 


dE 


E 


T 


式中，丨丨=会，为求 


dS 


，从热力学基本方程岀发， 


T 


dE 


E 


T 


dU = TdS + EdP 

式中，元功 dW =£ cLP , 且忽略了体积功.引入吉布斯函数<?=^ 7 — 7 ^— 五尸， 它的微分式为 

dG =- SdT - PdE 


由于 dG 为全微分，故有 


9S 


dP 


dE 


dT 


T 


E 


把这些都代入 < LS 方程，得 


TdS = c E dT + T[ |^| dE = c E dT - - £d£ 


T 


E 


在等温过程中，电场 £ 从 瓦变到 £/，电介质吸收的热量 


， E 


EdE^-^(E}-Ef) 


Q = 7U 




f ] 


Ei 


( 2 ) 在可逆绝热过程中 dL 5 = 0 , 由 7 US 方程得 


C 


SE<ir - ~EdE = 0 

i 

当电场£从瓦变到£/，电介质的温度由 7 \变到 7 V ， 对上式积分得 


T / 


五 / 


C 


TdT = 


v 


EdE 


Cej e { 


r. 


完成积分，得 




T} - Tf = 


电介质温度的改变为 


1 +^(£}-£?) - 1 


AT = T/ - Ti = Ti 


若 △£ = £/—£, 为一小量，则上式可简化为 


c v E 


AT = 


A£ 


c E Ti 


一平板电容器充满介电常数为 e ( r ) 的电介质，平板的面积为 X ，板间距离为 
J ， 当两板间的电势差可逆等温地由抖变到证明电容器吸收的热量为 


50 


AT d£ 


Q ~ 


2d dT ( ^-^ ) 


证外电场对电容器做功 dw =? dg ， 系统的热力学基本方程为 

dU = TdS + 

引入吉布斯函数 7 ；$ — %,它的微分式为 

dG = — SdT - qd<p 


由 dG 的全微分性质，得麦克斯韦关系 
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離 


9S 




dT 


d<p 


平板电容器的电容 c = g ，电容器上电荷量 g 为 

: c 卜呤 9 


Q 


令熵5 =以7\的，则 TdS 方程为 


dS 


(諄)严 〜 T + 

式中，4为电势差 f 保持不变时电容器的比热容.在可逆等温过程中 


TdS ^ T [~； jdT ^ T{ d f ) d 9 = c^T + T 


TA de , 

-Tdf^ 


TA de 


TdS = 


d dr ^ 


当电势差可逆等温地由料变到 p 时，电容器吸收的热量 

AT de 


7^4 de 

T dT 


Q = 7" d 5 = 


< pA<p — 


— 我) 


2 d 




3 51 一个 100 D 的电阻在常温 300 K 下通过 10 A 的电流达 300 s . 

a ) 电阻的熵变是多少？ 

(2) 总体的熵变是多少？ 

(3) 总体内能的变化是多少？ 

(4) 总体亥姆霍兹自由能的变化是多少？ 

(1) 因电阻保持恒温，即其状态不变，而熵是状态的函数，故知电阻器的熵变为 


零 * A 5 i = 0. 

(2) 由电阻器传给外界(恒温热源)的热量为 

PRt = 3 X 10 6 J 

恒温热源熵增加为^ 2 = 3\10 6 /300=10 4 0/10.因此,总体的熵变为 

AS = A5 a + A5 2 = 10 4 J/K 


(3) 总体内能的增加为 


At ； = 3 X 10 6 J 


(4) 总体自由能的增加 


AF = MJ — TA*S = 0 

3- 52 一 给定类型的燃料电池，以0 2 供给一电极而以 H 2 供给另一电极，由其化学 

反应而产生电能0 2 和 H 2 都是在 latm 及 298 K 下供给电极，然后在等温等压下生成 

水•假定此反应是可逆的，并假定电池的内电阻可忽略不计，试计算电池的电动势 

反应方程式为 




. h 2 + — o 2 = h 2 o 

在可逆等温等压过程中，系统吉布斯函数的减少，等于系统对外做的总功与系统因体积变 

化所做之功的差值，当忽略体积变化时，系统对外做功.即等于电场所做的功 ed9 ，式中 
为电池的电动势，扣为通过电池的电量.因此 

— dW = ed ^ 


e 


或 
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- 2 (△、 一 TA5 r ) = eAq 

士 

f 

欲形成 lmoi 的水，在电路中必有 2 F 电量通过，即 Ag = 2 F,F 为法拉第常数， 1 F =96500 

C • mol -1 . 因此，电动势 


— 77^ TSw 一 h 


T 5 h + ^ S 0 + h H + ~h 




TV 


O 


IF 


将 


S 0 = 201 J • 5 h = 128 J • mol _1 • K — 1 

Sw= 66* 7J ♦ mol 一 1 • K^ 1 , ho = 17200J • mol— 1 

h H = 8100 J • mol -1 , h w =— 269300 J • mol -1 


及 T =298 K 代入，得 ^=1. 23 V . 




第四章相变与相平衡 

一、 气、液、固三相的转变，克拉珀龙方程 


4. 1 20g 0°C 的冰掉入装有 120g 70°C 水的烧杯中，忽略烧杯的热容量，计算混合后 

的最终温度(冰的溶解热为 80cal/g). 

解 设混合后达到平衡时的温度为： TC， 则 

+ 水 7" = Af 2 c p 水 （70 — T) 

将 Afi = 20g，A/ 2 = 120g，L* = 80cal/g& 水 = lcal/g 代入，解之得 了々48, 57 °C. 

在大气压为 latm 和 10CTC 时水的熵为 0. 31cal/(g • K) ，同样条件下水蒸气的 




熵是 1.76 cal /( g * K ). 

(1) 此温度下汽化热是多少？ 

(2) 此条件下，蒸气的焓是 640 cal / g ， 求同样条件下水的焓； 

(3) 求大气压为 latm 和 100° C 下，水和水蒸气的吉布斯自由能; 

(4) 证明吉布斯自由能在等压等温过程中不变. 

解 （1) 汽化热 


L = T • AS = 540 cal/g 

(2) d//=7US+Vd 户，故 //水 = //汽 一 77^=1 OOcal/g 

(3) G=H — TS ， 故 


<^ 水 = H 水一 了5 水 =— 16 cal/g 
<^ 汽 =// 汽一 TS n = — 16 cal/g 

(4) 证 dG ^- SdT + Vd /)， 故在等温等压过程中， dG =0, G 不变. 

43 在大气压为 latm 及温度为01时，冰的溶解热为 1. 4363 k C al / mol , 密度为 
0. 91 7 g / cm 3 , 水的密度为 0. 9998 g / cm 3 . 如果 lmol 的冰在这些条件下被溶解 ，求： 

(1) 对外所做的功； 

(2) 内能的 变化； 

(3) 熵的变化. 

解 （1) 体系对外做功 


18 


18 


W = p ( V 2 - = l , 013 X 10 5 N 


-2 


m 


cm 


0. 9998 0. 917 


—— 0. 165 J = — 0* 034 cal 

I 

(2) lmol 的冰吸收的热量等于其溶 解热： 

Q = h 4363 X 10 3 cal 


因此内能的变化为 


NJ = Q — W^Q^ L 4363 X 10 3 cal 
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(3) 熵变 


Q 1. 4363 X 10 


5. 26 cal/K 


A5 = 二 


T 


273 


4.4 在定压下， 10 kg 20° C 的水与一 1 CTC 的热源接触而变成 _10° C 的冰.已知在定压 
下水和冰的热容量分别为4180和 2090 j/(kg • K ); 冰的溶解热为 3. 34 X 10 5 J / kg . 计算整 
个体系的总熵变. 


20 C 的水变成一 1 CTC 的冰经历下列物理过程 ：2( TC 的水^的水 ^^ o ° c 的 

CD ® 

冰 f 一 1 CTC 的冰•其中，过程①、③是放热降温过程，熵减少，过程②是水的凝结过程，放 

出潜热，其熵减少•由于整个过程是在定压下进行的，因此可以设想一个定压过程来计算 
其熵变， 


A5i 


A5 3 


273 


273 


打水 」1 

jr^al = wc p 水 In 


1 ~~ 


2955CJ/K) 

=-1. 2234 X 10 4 (J/K) 

f 3 = mc p 冰 In pi = — 780J/K 


293 


293 


10 X 3. 34 X 10 


AS 


T 0 


273 


A 5 


在此过程中，热源吸热熵增加 


10 X (4180 X 20 + 3. 34 X 10 5 + 2090 X 10) 


AS 


16673CJ/K) 


263 


因此，整个体系的总熵变为 


AS = A*S X + A*S 2 + AiS 3 + A5 e = 704J/K 
4. 5 已知某液体的气化热为 10 10 erg / g . 试估计其表面张力. 

解表面张力就是单位面积的表面自由能,因此表面张力 

化热， r 为表面厚度 ( r =10 _8 cm ) ，一为液体密度 (/?= lg / cm 3 ). 这样 

=10 10 X 10 一 8 X 1 = 100( dyrx / cm ) 

对下列各命题，判断其正确性，答案用 T (代表正确)及 F (代表错误)来表示. 

(1) 液相在绝对零度能存在 ； 

(2) 固相能存在于临界温度之上； 

(3) 氧的涕点温度比氮的高； 

的最大转换温度小于 20 K » 

(5) 气体的/值总是大于1; 

(6) 当压缩机以同样的速率压缩气体时，双原子分子气体将比单原子分子气体 更热; 

(7) 制冷机的工作系数能大于 1. 

解 (1) F ? (2) F ；(3) T ；(4) F ；(5) T ；(6) F ;(7) T , 

4. 7 冰、水和水蒸气各 lg ， 在一封闭的容器中处于热平衡，压强为 4. 58 mmHg ， 温度 

为 0. 01" C . 对此系统加热 60 cal . 总体积保持不变,准确到2%、试计算出达到平衡后冰、 7 JC 
及水蒸气的重量. 


，其中， Q 为气 


a 


a 


(4) 


A i. S 


设水蒸气原来的体积为 v 。， 加热后的体积为 V ，再次达到平衡后冰、水及水蒸气 
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及：，则有 


的重量分别为 




( 1 ) 


x y -\- Z 

(1 — 升华 + (1 — :汽化 = Q = 60cal 




( 2 ) 


— x 


(3) 


+ y 0 = v 


户水 


户冰 


式中， 


RT 


(4) 


V 


0 


MP 


z 


(5) 


V =二 RT 


y-P 


由式 (1) 〜 （5) 联立可解得 


Qp^ — 汽化 


( 6 ) 


X 


b 


升华一 Qpjjfi 


(7) 


y \ — 


b 


( 8 ) 


— 1 _ 


Z 


b 


式中， 


(y — Vo) 尸水 p% = ( 之 — iWoPth 
b= P 水 l 升华 


(9) 


a 




i° 水 i 汽化 


( 10 ) 


将式 (9) 代入式 (8)， 解得 


Q (户水一户冰） 

b — Vo 户水 p 冰 （L 升华一 L 汽化） 

将户 = 18g/mol ，/> = 4. 5 8mtnHg = 610Pa ， T" = 273* 16K yR — S * 31J * mol— 1 • K — 1 ， 户冰 = 

0. 917 g / cm 3 ，/? 水 = lg / cm 3 ， L 升华 = 676 cal/g 及 L 汽化 = 596 cal/g 代入，可解得 

v 0 = 0. 2067m 3 

将数据代入式 （11)， 发现 IV 水外 c ( L 升华 一 L 汽化)》心因此得 


( 11 ) 


=1 - 


z 


( 12 ) 


— 1 % 


Z 


Vo/ 9 水 P 冰 （ 1 升华一 I 汽化） 


将式 （12) 代入式（9)，得 


^(户水一 尸冰） 

L 升华 —L 

将上面所列数据代入，在准确到2%的精度内得 

X = 0. 25 g， ： y = 1. 75 g ， 

即 60 cal 的热量几乎全都用于将冰溶解成水了。 

4.8 给定1001、1.01^的水及一块0^：但很大的冰.一可逆机使水中的热传到冰块 
中，直到此系统不能再对外做功时 ，问： 

(1) 水的温度是多少？ 

(2) 溶解了多少冰(冰的溶解热为 80 cal / g )? 

(3) 热机做了多少功？ 


(13) 


a 々 


汽化 


= l.OOg 


z 
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辱 


(1) 由于冰块很大，可以假定其温度不变，在过程进行中，水的温度不断降低 • 此 
系统不能再对外做功，也即循环的效率为零. 


T 


P T = 丁冰 = 0°C = 273K 


= 0, 


T 


故此时水的温度为 01. 

(2) 在此过程中冰块吸热为 


373 




273 


dT = 8- 5 X 10 4 cal 


Qi= [1 一 7⑴] dQ 


= me 


T 


273 


这些热可溶解冰 


M = = 8. 5 X 10 4 cal 

’ 80cal/g 


=1, 06kg 


L 


(3) 热机做功 

w 1000 X 100 X 1 - 8 . 5 X 10 4 = 1. 5 X 10 4 (cal) = 6. 3 X 10 4 (J) 

4.9 给你一个 SOW 的马达，并假定外界空气的温度为 2 TC . 问冻结 2kgO°C 的水至 

少需多少时间？已知冰的溶解热 L = h 44kcal/mol. 

2kg 0°C 的水冻结成冰将放出 Q 2 = 1.44X2X 10 3 + 18 = 1.6X 10 2 (kcal) 的热. 马 

达的最高工作系数为 


t 2 


Q 


£ = 


T \— T 2 l 


因此， 


T x -T 


W ^ = Q 


T 2 


用 P = 50W 的马达至少需时为 


Qz T「T 




P P 


T 2 


^ T 1 = 300 K , T 2 = 273 K 等代入得 r=l - 3X10 3 s. 

4 . 10 如果 M=lkg 的水和 h = 25°C 的环境处于热平衡，为了把这 lkg 水冻成 0°C 的 
冰,最少需要做多少功？冰的溶解热 L=80cal/g,c p = l ca l/(g .K). 

解最小功分成两 部分: 一部分用来把 25 6 C 水冷却至 0C; 另一部分用来实现水—冰 


相变 


T / T 0 -T 


T 


Wi = 


Mc p ( 一 dT ) = Mc p T 0 ln 


Mepd — 了 /) = 1* 1 X 10 3 (cal) 


T 


T f 


T 


^LM 


= 7. 3 X 10 3 cal 


W 


T f 


故至少需要做功 


w = W X + W 2 = 8. A X 10 3 cal = 35 X 10 3 J 

4.11 一 个理想的卡诺制冷机，在水的凝结点以 5g/s 的速率将水凝结成冰，使能量 
释放给 30"C 的房间.如果冰的溶解热为 320J/g. 

(1) 能量以多大的速率释放给房间？ 
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(2) 需供给多少千瓦的电能？ 

(3) 此制冷机的工作系数是多少？ 

P (1) 制冷机从水中吸收热量的速率为 

Qz = 5g/s X 320j/g = 1. 6 X 10 3 J/s 


释放热量给房间的速率为 


T , 


Qi = ^prQz ^ X 1. 6 X 10 3 = 1, 78 X 10 3 (J/s) 


T 


(2) 需供给电能 


W = Qi - Q 2 = O. 18kW 


(3) 工作系数 


T 2 


273 


T,-T 

4. i 2 ( l ) 图 4. i 给出的是 p - F 图上温度分别为 r 和 : r 
+ ar 的两条等温线，这两条等温线正好通过气液相变区.考 
虑在图上阴影区建立一个卡诺循环，试导出相变区蒸气压与 
温度所满足的克劳修斯-克拉珀龙 方程： 

d* L 
dT ~ TLV 

其中 L 为摩尔潜热,为一摩尔物质的汽液态体 积差； 

(2) 在 latmQelatm ) 下，液氦的沸点为： r <) = 4.2 K •现 


30 


P 


r+Ar 


T 


V 


图4: 1 


在我们不断地抽取氮气，使蒸气压保持在 p m 《 p ^ 假定潜热1不依赖于温度，而蒸气的密 
度远小于液体的密度 t 求此时的湄度 r w ， 并把结果用 L 、 np m 和其他一些常数表示 


出来. 


(1) 在此无穷小卡诺循环过程中对外做功，由 户 - v 图可看出为 dw = d /> 
过程中吸热 Q = L , 根据卡诺热机的效率可得 

dW dT 
L ~ T 


△V 


故 




L 


dT ~ TAV 


(2) 此时 


RT 


AT/ 三 V 汽 一 1/ 


V H = 


P 


所以 


dp _ L p 

dT = R T 2 

Af 丄—丄 

Pm R\T m To 


In 


因而 
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To 


T 


RT 


po 


In 


L 


Pm 


4. 13 许多基于热力学第二定律所得到的结果，可以不必用熵的概念以及类似的热 
力学函数，方法是考虑一个可逆的卡诺循环，循环中从温度为 T + dT 的热源中吸取热量 
Q 并向温度为： T 的热源中释放一定的热量,使得在温度为 T + dT 时对外做功 W + dW , 
而在温度为 T 时外界做功这样 ， Q = AC / + W , 其中 At / 是体系内能的增加（吸热过 
程），则对于卡诺循环必有 


dW _Q 

6T = T 

在下述两问题中，设计相应的卡诺循环并证明所给的关系. 

(1) 一液体(或固体)与其蒸气达到平衡，蒸气压为 > 设有 lmol 蒸气并把它看作理 
想气体.蒸气的比容远大于液体(或固体)的比容.记/为每摩尔汽化热，证明： 

d\np _ I 

dT = RT 2 

(2) 一液体具有表面内能密度《和表面张力 r . 

(1) 证明 


dr 


t-T 


dT 


dr 


(2) 如果 


<0,则绝热地增大表面积，将使温度增加还是减小? 




dT 


证 （1) 考虑下述卡诺循 环:在 温度为 r + d 7\ 压强为 p + Ap 时蒸发 lmol 蒸气，然 
后把气体绝热膨胀到 T 、/>， 再在 T 、 p 下凝结 lmol 蒸气,最后绝热地回到初态，则有 Q = 
/， dW 〜(户 + d / OF — 其中 V 为蒸气的摩尔 体积. 所以 


Vdp _ I 


dT T 


由理想气体状态方程 ， V = 可得 


d\np _ I 

dT = RT 2 

(2) 考虑下述卡诺循 环:在 温度为 T + dT 时增加单位表面积,然后绝热继续增加表 
面积直到温度为了，再在: T 下减小表面积，最后绝热地回到初态.对此循环 




dr 


dW =- r(T + dT ) + r ( T ) = 


dT 


dT 


所以， 


dr 


dT 


T 


或 


dr 


t-T 


dT 
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dr 


如果#<0,则当表面绝热增加时，温度将降低.因为由能量守恒有 

d(Au) = dQ + r(T)dA 

其中 A 为表面积.又因为绝热有 dQ = 0, 所以 ， G — r ) dA+Ak = 0 ，gp 


du 


(u — z)dA + A • dT = 0 


故 


dT 




d “ 


绝热 




dT 


dr 


dr 


du 


已知#<0,贝 ！ J 


T @>0,又因为@>0,所以， 




dT 


< 0 


dA 


绝热 


14 (1) 利用液-汽共存线两边吉布斯函数或化学势的方程推导克劳修斯-克拉拍 


龙方程 




dT T(V v - y L ) 

式中以 为单个粒子的汽化热， Vx 及 Vv 分别表示单个粒子的液体及蒸气的体积； 

( 2 )假定蒸气遵循理想气体规律，它的密度远小于液体的密度，证明 

户 〜 e 


-q/kT 


式中，汽化热 9 与温度: r 无关 

(1) 根据热力学公式 


dp 


SdT + Vdp 






及平衡时液体与蒸气的化学势相等的条件，得 


— S L dT + V L dp — — SydT + V v dp 


整理得 


dp — Sy — Sl 

dT = Vy - V L 


而 9 =八心一 &) ,代入上式得 


dp — 

dT = T ( V v - F L ) 


此即克劳修斯-克拉珀龙方程. 

(2) 将蒸气看作理想气体，有 


P Vy = kT 

由于蒸气的密度远小于液体的密度，因此我们可以将克劳修斯-克拉珀龙方程中的 y L ^ 
去不计，得 


丄处_ 


p dT ~ kT 2 


解之得 
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寺 


-q/kT 


p ^ e 

(1) 由热力学第一、第二定律证明，如 h 2 o 那样的物质，当它冻结时按 
0. 091cm 3 /g 的大小膨胀，则其冻结温度随压力增加而降低. 

(2) 溜冰场内，若温度太低则冰变得过硬，溜冰将不愉快(也就是经常摔跤），估计允 
许一般体重的人可愉快地溜冰的最低温度(冰的潜热为 80 cal / g ). 

用 I 、 n 分别表示物质的液相和固相. 

(1) 两相共存的条件是化学势相等， d〆 = d〆 ，因而 fd ，一 SMT 1 一 

VdT 1 . 在共存线上，// ^ = p ， T ' =7^= r ， 因此， 

5 1 — 

V 1 — V 1 

髙于相变温度有 〆 < 〆 ，低 T 相变温度则有 〆 < 〆 • 所以在相变温度两边均有 

，即*$ 1 >5 1 . 对水这类物质 1 1 ，所以 

( d 声 / dT 1 ) 相线 < 0 

(2) 冰的压力与人体压力（实际上是冰刀对冰面的压力大约相等时对应的温度可 
认为是允许的最低温度.水的三相点:7。= 273. 16 K ,/> 0 = latm 一般$〜 lOatm , 因而有 

\P — /> C )/(: 厂 min — T 0 ) 

其中潜热 A = 80 cal/g ^AV — O 091 cm 3 / g ， 则 


4. 15 


( d / j / clT ") 相线 = 


< 


37 


3 T 


P 


h / T^AV 






^ T 0 a - 2- 45 X 10~ 4 ) 0. 07V 


T 

A. mi 


s (p - po)^y 


4. 16 下列数据适用于 H 2 0 的三 相点： 温度为 0. ore ， 压力为 4. 6 mmHg ， 固态比容 

为 1 . 12cm 3 /g ， 液态比容为 1 . 00cm 3 /g ， 溶解热为 80cal/g ， 汽化热为 600cal/g. 

(1) 画出 h 2 o 的 户 - r 图，不必定标，但要求定性正确，标出各相和临界点. 

(2) 封有 H 2 0 的容器，内部压力从 10 s mmHg 慢慢下降，容器温度保持在 : r = 
一 1. (TC ,描述容器发生了什么行为，并计算相变发生处的压力，假设汽相行为如同理想气 


体. 


(3) 计算相平衡线上点(/>，了)处的潜热比 dL / dT 随温度的变化，用 L 、 比热容6、膨 
胀系数 a 和初始温度: T 、 压强/>处各相的比容 p 表示 结果； 

(4) 若汽化曲线上 latm 处的潜热比为 540 cal / g ， 估算沿这条曲线温度高于 1 CTC 的潜 
热变化.假设蒸气可按具有转动自由度的理想气体处理. 

(1) H 2 0 的 />-：T 图如图 4. 2 所示. 由克劳修斯-克拉珀龙方程，知在三相点附近有 




L 


80 


2* 44(cal/cm 3 * K) 


^ — 


dT 


T { v 氷一 t ; 冰） 


273 X 0. 12 


冰‘水 


dp 


> 0 


dr 


水汽 


(2) 随着压力降低到冰-水相变点，水放出潜热，放热过程中压力不变.直到水完全转 

变成冰，压力继续慢慢下降，到冰-汽相变点，冰吸收热量直到完全转变成汽，压力才继续 
下降，并始终保持为汽相. 
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T -T 


L 


0 


7. 7 X 10 3 cmHg 


户水-冰 — ^0 + 




To 


r 水 — u 冰 


kT 


jm 为水分子质量，故 


式中， T 取 272. 15K,T 0 = 273. 16K， 户 0 = 4. 6mmHg. 因印= 


pm 




L 


% 


T 2 k 


dT Tv 


汽 


mL / J. 
~T\f, T 


4, 3mmHg 


户冰-汽 ^ Aoexp 




0 


(3) 由 L ^ T ( S l - S 2 )M 


dS, _dS, 

df ~ 6 f 


S.L L { rj^t 

dT = T +T 

1 ( 


又 必产争打一 其中 〜= 


dT 




p 


因而 


= 争 + (c p i - c p2 ) — ( a l^l - <^ 2 V 2 )T 


dp 


dT 


dT 


L 


利用 dp/dT 


可得 


T(v l —v 2 ) ’ 


dL 


L 


L 


d 了 = yr + (c P i — c p2 ) — (a 1 x ； 1 — a 2 v 2 ) 


Vi — v 2 


靜 ^ ^ + ( c P i — ^ P 2) — ^ iL ，其中 a 2 = 


(4) 用 1、2 下标分别代表水和汽，由 v 2 ^> Vi , 


1/7% 得 △L〜（c pl —c p2 )A7\ 取 c pl 〜lcal/g • °C，c p2 〜^i?(cal/g • °C) (其中计及了 3 个转 
动自由度， 3 个平动自由度） ，/ 1T = 1(TC ，计算得 AL〜6. 7cd/g. 


P/mmHg 


4.17 (1) 推导物质的平衡蒸气压对总压强的依 


赖关系? 


(2) 用此结果定性讨论水的三相点与冰点之差别. 
解 （1) 设溶剂（物质）中溶质的摩尔浓度^<1, 
则溶液的摩尔化学 势为〜 ( p ， T)=fA ( p ， T )— XRT ， 

其中 〆 :（/>，了)为纯溶剂的摩尔化学势.若气相的摩尔 
化学势为 〆 , （/> ，了），则溶剂物质的平衡蒸气压/> 。由 
A (/ > o , r 0 )=^°i (/> o ， T 0 ) 确定。当外界压强(总压强)为 
P 时，气液平衡的条件为 Z ( p f T ). 因此，利用泰勒展开得 

^-( T - To ) 


r/K 


272.15 


图 4. 2 


d/A 


ip - Po) + 


— XRT 


bp 


9/, 


3 a % 

= + ^ rrCT - T 0 ) 


Bp 


将热力学关系 


W = vM — S 


3/> 


BT 
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代入得 


P — — [(5 1 — S i)(T ~ T 0 ) ~ %RT~\f {vi — ^ i ) 

po ~ P — [U — Tq^/T — X^-T~\/(v i — v i ) 

式中， ^ 为摩尔体积，为摩尔熵， L 为潜热，即 L=TiS i —S i ). 

(2) 水的三相点是冰、水、汽共处的平衡温度7"。，冰点为在 p — latm 下纯冰与溶有饱 
和空气的水的平衡温度: T . 利用上面的结果，有 

丁一 T 0 = T(v t - v'Xp — po)/L + XRT 2 /L 

分别为冰和水的摩尔体积.由 , L <0 可知，冰点比三相点低.上式右 
端第一项来自压力的变化，第二项是因水的不纯产生的.定量的结果为，第一项== 

— 0. 0075 K , 第二项 =—0. 0023 K . 

4. 18 某些研究者声称测量到了一种叫做尸体防腐 ( em - 
balmium ) 的新物质的下列压力-温度相图.他们的结果如图 
4.3 所示，在三相点附近沿着相线有 

(替） < 1 - S < (語） 

\ cU /升华 \ di /培解 \ di / 

如果这些结果正确，尸体防腐有一很不寻常的性质和一个违 
反热力学定律的性质.这两个性质是什么？ 

因（办/打)格解<0,与水类似，这是一个不平常的 性质. 又 （ d />/ dT ) 汽化>(办/ 

按克拉珀龙方程， 


式中 


jV\ ^Vi 


0 < 


汽化 


图 4. 3 


5汽_ — s 


5汽 一 S 


5 


S 


(d/>/dT) 汽化= 


， （ d/?/<iT) 升华 






卩汽 


V 


t ; 汽 —— v 


汽 


因而有液，即固态的摩尔熵比液态的摩尔熵大，这违背热力学第二定律，因为 
物质由固态转变到液态吸收热量，根据热力学第二定律这是一个熵增加过程。 

4. 19 100°c 的水的汽化热为 2. 4 4 X10 s J/kg; 蒸汽密度为 0. 598kg/m 3 . 以 C/km 为 

单位求海平面附近沸点随高度的变 化率 . 假设空气温度为 300K. 在 0°C 及 latm 时空气密 

度为 1. 29kg/m 3 . 


^■1 


由玻耳兹曼分布得等温大气压下的压强随高度的分布为 


mgz 


P(z) = />(0)exp 


kT 


式中， / >(0) 为 z = 0 处海平面上的压强， m 为空气分子的质量， : T=300K 为空气的温度.克 
劳修斯-克拉珀龙方程为 


dp _ 

dT = T v (V 2 - — 


L 


L 


a 


T v 


T 


V 


Pz Pi 

式中，为蒸汽 温度灼 =1000kg/m 3 ,^ 2 -0. 598kg/m 3 ,1 = 2.44X10 6 J/kg 

=1. 46X10 6 J/m 3 . 沸点随高度的变化率 

ar dr dp t v 

dz dp dz a 


^PiPz 

iP \— Pi ) 


， 0!~ 


T 


mg 


pM = 


ak f 外) 


kT 
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在海平面附近， 


dT 


观亨 〆 0) 


BK 


T ( 0 ) 








ak 


a 


式中 W = l . 29 kg / m 3 为大气密度，貧 =9. 8 mA 2 ， T (0) = 373 K . 因此 


dr 


=— 3. 2 r /km 


ck 


4.20 温度为: T 的长圆柱形物质处于重力场中，圆柱分成两部分，上部是液体，下部 

分是固体.当温度降低 AT 时，发现固-液分界面上升了 如果忽略固体的热膨胀并设 AT 

《: T ， 求出按下面各童表示的液体密度固体密度外，固-液相变潜热 U ， 重力加速度 g ， 
绝对温度 T 及 AT . 

解由克拉珀龙方程 


^ = _ 
dr _ T { V X - V s ) ~ 


L 


L 


T 


P \ 


P 备 


在本题中 » dT = — AT ， d />= — ，于是 


T 


AT 


P\ P 备 


Ip^g 


L 


故 


= Ps 


AT L 


1 + -^r 




T lg 


( l ) 通过简单的热力学讨论，求熔解温度的对数随压力的变化和固液 


4. 21 


两相的密度、相变潜热的关系 | 

(2) 通过简单的流体静力学考虑，把地球内部的压力梯度及地球密度和重力加速度 
联系起来（只讨论地球表面附近的区域）； 

( 3 ) 联立上述结果，求地球表面附近硅酸盐的熔点随地层深度的变化,其中熔点为： r M 
= 130( TC ，密度为 PwL / p n ^ Q . 9,潜热为 100 cal / g ， 结果用。 C/km 表示. 

解 （1) 相变中脚标】、 s 分别表示液、 固相. 由热力学定律，有 

dju = — SdT + V dp 

{Si~SMT m -=(y,~VMp 

— = Vj - v_ _ 

d 户 T m ( S \ — 5 S ) 


所以， 


1 dT 


- y 


m 


s 


s 


T 


L 


m 


以 v = l / p 代入上式，有 


dT m 


Pi 


1 -— 


T m dp — Lp x 


Ps 


(2) 用 z 表示深度，有 


il 


= Pg 


cb 


(3) 由 
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dT 


P \ 


m 


1 — 


T m dz pg Lf>\ 


P 备 


得 


dT m 


T^g 


1-^ 


PL 


= 37 X 10 _6 r/cm = 3. 7°C/km 


~d^ = T - P 8 lW l ~ 


% 


L 


Ps 


Ps 


22 固体氨的蒸气压有下列关系 


Inp = 23* 03 - 3754/T 


液体氨的蒸气压为 


Inp = 19* 49 - 3063/T 


式中， A 以 mmHg 为单位， T 为绝对温度. 

a ) 求三相点 温度； 

(2) 求三相点的汽化热，用 cal/mol 作单位(可以把蒸气近似看成理想气体，并忽略液 
体和固体的体 积）； 

(3) 三相点的升华热为 7508c a l/md, 求三相点的熔解热. 

(1) 三相点温度： T 。 满足 23. 03-3754/ T =19. 49 — 3063/了，得 T =195 K * 

(2) 由液体氨的蒸气压方程 ln/»=C_3063/r, 得 

dp = 3063P 

dT = T 2 


而克拉珀龙方程 


dp _ L 
dT = TV 


所以，汽化热 




L = 3063 


= 3063/? = 2. 547 X 10 4 J/mol — 6083cal/mol 


T 


式中，/? = 8. 3145J • mo 广 ^K -1 ，lcal = 4.1868J, 

⑶设&分别代表三相点处气、液、固体的熵,则汽化热为: tja - a ), 升华热 

为 了。(&一又），溶解热为 

TCS\ — S s ) = T (5 g — S a ) — T (5 g — 5i) = 7508 — 6083 = 1425(cal/mol) 

4. 23液氣 fk 4 通常沸点为 4 . 2 K ， 但在 ImmHg 的压力下沸点变成 1. 2 K . 估计在此 
温度范围內，液氦的平均汽化潜热. 

按克拉珀龙方程 


dr ^ T(y s - vo ^ tv 


L 


L 


% 


NkT 


设 I 为常数，将 v g = 


代入，得 


P 


p ~ NkT z 


dT 


上式积分得 


i = mT 0 ~T 


In 
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由此解得 


A 


L = A^ln 


Trs T 


P 


式中 W 为阿伏伽德罗常数，用 po = 760 mmHg , p = ImmHg , T 0 = 4. 2 K , T =1* 2 K 代入，得 
平均汽化热 


L = 93 j/mol 


求某一单元复相系在两相平衡时的二阶导数 g 的表达式。如果其中一相是 


24 


气相，公式如何化简? 


设两相为 a 相和相,两相平衡时的_由克拉珀龙方程给出 

dp - S a AS 
dT ^ = AV 

式中 A < S 和 AV " 分别表示在两相平衡时的比撕差和比容差.由此求二阶导数 

- A (^L + A (^) t 5 t] _ (^[ A (^l f + A (l?)rdT. 

C ^( i ) -^(11 


d 2 p 1 


ar 2 av 


AS 


Ac 


- 2 


TAV 

其中已利用了 (募)，“，(罰 r =-( 篕)，及 

L ~=： TA 5=： r (5 ly ) ，则上式可表示为 


_ = 引入两相平衡时的相变潜热 


(w\ a/ a ) z ( ay) 

dT 2 ~ T^V T^V) 2 ^\^fl T 2 CAVy^\dp! 

如果 /? 相为气相， a 相为凝聚相，则 


lu a 


Ar 


A 




BV 


W 


及 


》 


3/> 


Bp 


BT 


故可忽略凝聚相的相关量，并且假设气体可视为理想气体,其状态方程为 

pV = RT 


则有 


W 




RT 


R 


3户 


3T 


P 


P 


代入 d 2 />/ dT 2 的表达式，得 


P — 


^ _ 2 L ^ { L^y 

TV 一 河十 RT 3 V 

4. 25 设有 lmol 某种液体处在气液两相平衡共存状态，其温度和压强分别为了 i 和 
A ，现令其经历如下 循环： 

A. lmol 液体在 T \、 Pi 下完全蒸发； 

B. 使蒸气作等温膨胀，压强由九下降到声 2; 

C . 蒸气等压冷却到饱和状态: T 2 ，户 2; 

D. 使蒸气在: T 2 、外 下完全凝结成 液体； 

E - 液体由7\、外经加热回复到初始状态乃，/ 


d !^_ 


dr 


第四章相变与相平衡 


125 


畢 


计算循环每一步的焓变和熵变 A &， 由整个循环过程的焓变和熵变为零， 
即 Sm,=o ，2 △&=()， 求： 

p I 

1 t 

( l ) 克拉珀龙方程 


U a 


= r(m 


(2) 潜热方程 


r 


_ Cp _ Cp *™h Cp^dT 


0 


0 


L = L 0 + (c 


— c 


p 


p 


(3) 蒸气压方程 


c^-cL _ . C T dT f 

^ lnT 十 J 。研 J 


L 0 


T 


+ cpdT + 


\np = 


0 


(Cp — 


c 


c 


a 


p 


p 


RT 


0 


式中 L 为潜热， c P 是摩尔定压比热容 W 为积分常数。上标不带撇的量表示气相/?的量，带 
撇的量表示液相《的量. 

设气相为/?相，液相为 a 相， lmol 液体的汽化热为//%现计算循环中每一步的 


焓变 


A : Ah I = 


3A 卢 


[〜 (sj 

(T 2 — 7\) =4(T 2 -T 1 ) 




(Pz — P 。 = 


(户2 — fil ) 




3 p 


T 


3 A ^ 


C ： A / r 3 = 

D:M 4 = Lf z 

e:m 5 = 




BT 


P 






3 h 




a 


a 


(Pl - / >2> + 


a\ — t 2 ) 




3 T 


T 


P 


3 F 




a 


V a -T 


(/ ) i — Pz^ + c ;CI\ — t 2 ) 


8 T 


p 


p 2 = dp _ L ^ r 2 — dZ / a ，及 A / i ! = 0 ，得 

dp — ( V ^ — V a ^)dp — (cp — Cp^dT = 0 


^ T l ~ T z = dT , p 1 






W 




a 


dL fiQ + T 


3T 


3 T 


p 


p 


或 


dL Pa 




dp 


w 


a 


+ (y^ - v a ) - t 


a 


( l ) 


= — c 


p 


ar 


p 


3T 


3 T 


dT 


p 


p 


循环中每一步的熵变 


A t AS x = L ^/ T , 






B ： A 5 


(pz —声1) 


(P2 — Pl) 






3/? 


8 T 


T 


P 


d 


35^ 


C ； A*S 


( T 2 - TO 


( T z - TO 




3 T 


T 


p 


D ： AS,^Lf z /T 2 = - W t jT 
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05 


as 


w 


a 


a 


a 


E ； A 5 


( T , - T 2 ) + 


(Ti — T 2 ) — 


ipi 一 


(夕 1 一夕 2) 






ar 


3/> 


T 


BT 


T 


P 


P 


同样令 T \— T 2 = dT , p \~ pi~Ap 及 ■^ — #= d ( — j ，则由 Sd 5, = 0,# 


T , 


[ L ^\ , r (9 i ^| (3 V a \ 1, 

\ T 7 ) + LI 8 t ) ~ \ W ) J dp 


— (cj — c a p) ^ = 0 


d 


P 


P 


将 


L^\ dL^ U a 

〒j = ~jT - jii 


d 


dT 


代入上式,整理得 


•4 + c? _ c ; — r 




( 2 ) 


dT 


p 


p 


比较式（1)、（2)，得 


ZA 


5^-5 


dp _ 

dT = T ( V fi — V a ) ~ V fi — V 




(3) 


a 


即为克拉珀龙方程 • 将式 (3) 代入式 (2) 得潜热方程 


心 = 爭 + 4 十 




u & 


w 


a 


(4) 


dT 


^ T ) p JV fi -V 


3 T 


a 


P 


BV fi 


l^v 


a 


w 


a 


对于气液两相转变 y "> F a 
体 ，外 = A 7 Y 则 


，略去 W 及 


，且把蒸气视为理想气 


3 T 


\ ar 


8 T 


p 


p 


p 




R V 


*1 s 


^ 3 T 


T 


p 


p 


代入式⑷得 


d 厶 


- c ； 


(5) 


dT = c 


Wl ^- S . ..... 


Cp — Cp 




式 (5) 积分得 


T 


T 


Cp + Cp°)dT (6) 


L ~ L 0 + (r 

Jo 

式中， L q 为积分常数，4=1^1^，4。= ^<4，又由式(3)，克拉珀龙方程可写成 

L 

dT ~ TV fi ~ RT 2p 


dT 1 — L 0 -\r Cep — Cp)T + (c p — Cp 




_ > Hh 






0 


L 


(7) 


将式 (6) 代入式 (7), 得 

# — rt 2 ^ t + ^ ( 4 - 4°) 


dT 


dT r T f 

+ RT 2 \ o (Cp ~ € °p~ c p^ c p ^ 

jo l^|o (Cp - 4 - c ; + 4)dT + 

假设一物质的气相可视为理想气体，气相的比容比液相的比容大得多，因而可 
以忽略液相的比容，试诬明蒸气的“两相平衡膨胀系数”为 


T 


P 


完成积分得蒸气压方程 


0 


0 


L 0 


ci — c 


\np =— 


lnT + 


( 8 ) 


a 


RT 


R 


式中 a 为积分常数. 
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丄 

V dT T 

在气液两相共存的相平衡曲线上的/>与 T 之间的关系由克拉珀龙方程给出 

dp _ 

dT = : 汽一 F 液） TV 汽 

气相可视为理想气体，其状态方程为/^=尺了，对它求微分得 

ay . _ dr 


L 






RT 


JLd 


L 




V 


T 


P 


整理得 


丄 

V dT ~ T 7 打 

将克拉珀龙方程代入，得“两相平衡膨胀系数” 


1 dV 


1 dV 


Li 


L 






V dT ~ T TpV ~ T 


RT 


27 一容器装有 10 K (在临界点以上)氦气,容器是绝热的，且允许气体缓慢地通过 
一根毛细管泄漏，直到容器内的压强为 latm , 温度为 4. 2 K (氦的正常沸点）为止.如果气 

体是理想气体，若在过程结束时容器内的氦完全液化，求容器的初始压强. 

已知 He 在 4. 2 K 时的潜热 L =20 cal / mol ， 氦气的摩尔比热容 c v =3 cal/mol • K . 

把末态在容器内的液氦作为我们考察的系统。把氦气从 10 K 冷却到 4. 2 K 并液 
化成液氣的过程看作为可逆绝热过程,则系统的熵变 A * S ==0 .氦气在缓慢泄漏过程中的熵 


暑 


变 


dT 


dp 


d5 = n (c v + R) 


— nR 


T 


P 


给出，完成积分得氦气从 10 K 到 4. 2 K 的熵变 


T f 


Pi 


A5 C = n(r v + R)\n 


— nRln 


T , 


A 


由氦气在 4. 2 K 时液化所引起的熵变 


L 


AS \ —— 


T f 


系统的总熵变 


(c y + R)\n ^ — — 


L 


A5 = A5 g + A5i 


n 




T ( 


T 


Pi 


由题意 AjS = 0 ，由此可得 


+R 


T t 


L 


= 98 atm 


Pi = Pf\ ^r 

4. 28 已知冰在 CTC 及 latm 时的熔解热为 3. 338 X 10 5 J / kg , 水在 10( TC 及 latm 时 

的汽化热为 2 .2 57 X 10 s J / kg ， 此时水和水蒸气的比容分别为 1.043 X l ( T 3 rn 3 / k g 和 
1- 673 m 3 / kg ， 水在 0° C 到100€之间的平均比热容为 4. 184 X 10 3 J/kg • K . 今在 latm 下将 
lmol O'C 的冰变为 1 CKTC 的蒸汽，试计算其内能及焓的变化 △(； 和 

lmol CTC 的冰在 latm 下变成 10 (TC 的蒸汽需吸收热量 


exp 


T f 


RT f 
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Q = 熔 + CpAT + L 汽 ) 

= 0. 018 X (3. 338 X 10 5 + 4. 184 X 10 3 X 10 2 + 2. 257 X 10 6 ) 
= 5. 417 X 10 4 (J) 

由于在等压过程中系统的焓变等于系统吸收的热量，故 

AH = Q = 5* 417 X 10 4 (J) 


在等压过程中系统内能的改变 

AU= A// - p^V = AH ~ pju(V n - F 水） 

= 5. 417 X 10 4 - 

= 5. 112 X 10 4 (J) 

4. 29 当 3 He 熔化时体积增加，图 4. 4( a ) 为0, 02 K 到 1. 2 K 的 3 He 熔解曲线.作图表 
示在此温度范围内伴随着熔解而产生的熵变. 


1. 013 X 10 5 X 0. 018 X (1. 673 — 1_ 043 X 10~ 3 ) 


由克拉珀龙方程有 


p 


= A 5 

dr = AV 


dp 


AS = AV 


dT 


0.02 


0.32 


3 He 熔化时体积增加，即 AV >0, 当 0. 02 K < r <0,32 K 时， 
由于#<0,因此 A 5<0 .当 0. 32 K < T <1. 2 K 时，由于 


⑻ 




dT 


>0,因此 A 5>0 •当 T = 0. 32 K 时， A 5 = 0. 结果如图4, 4( b ) 


T 


om 


■32 


所示 


1.20 


4. 30质量为 2 . Okg. 温度为一 131 ： ，体积为 0. 19m 3 的 
氟里昂（分子量为121)，在保持温度不变的条件下被压缩到 
体积为 0. 10 m 3 . 试问在此过程中有多少千克氟里昂被 液化? 

已知在 一 HC 时，液态氣里昂的密度办 = l * 44 X 10 3 kg / ni 3 , 其饱和蒸气压九= 2. 08 X 

10 5 Pa ， 氟里昂的饱和蒸气可近似看作为理想气体. 

解 氟里昂的质量 M=2. Okg ， 压缩前体积 V 0 = 0. 19m 3 , 温度 T Q = 260K, 按理想气 
体状态方程得气体压强 


(b) 


图 4. 4 


MRT 


1. 88 X 10 5 (Pa) < p s 


Po = — 




V 




所以初态氟里昂为未饱和气体，全部处于气态。 

若氟里昂的体积等温地压缩到 y -0. 10 m 3 , 则氟里昂气体达到饱和蒸气压,并有部 
分变成液态.设其液态部分的质量为，体积为，气态部分的质量为 M 2 ，体积为，其 
压强即为饱和蒸气压 A ， 气态部分服从理想气体状态方程， 

py z = 




其中 a 为氟里昂的摩尔质量，由题意知有如下 关系： 

+ ^2 = y + m 2 = m 9 m x = p f v x 


由此得 
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Pf[v 


M- M.RT 


M x = p/(V — V 2 ) 




Ps 


M 


最后得 


p 5 V - 


咏 V 

MRT 0 


- 1 


M x = 


= M 


= 0. 84 kg 


RT 


P& 


MP 


— 1 


PfRT\ 

即等温压缩后有 0. 84 kg 氟里昂液化，其余 1. 16 kg 为饱和蒸气. 

4. 31两个体积均为 1 L 的容器 A 和 B 充有温度 f = 
2( TC 的干空气，它们由一个装有活门 r 的细管相连，如图 
4. 5 所示. 细管的体积可以忽略不计，现进行如下 操作： 

(1) 关闭 r ， 将 50 mg 的水引入 A , 并将 B 的温度降到 〆 


Pf 


A 


= 5^ C ? 


(2) B 保持在/不变，缓慢地打开活门 r ， 等两边气体达 
到平衡后再关闭 n 

(3) 再令 B 恢复到原来温度匕 

在整个操作过程中， A 的温度 z 保持不变，计算在实验 
终了时 A 和 B 容器中蒸气压和液态水的质量各为多少 

设水在 20 C 时的通和蒸气压 X 3 X 10 3 Pa ， 在5€时饱和蒸气压 ，= 8.7 X 
10 2 Pa . 在这样低的压强下，水蒸气可看作为理想 气体. 已知在标准状态下水蒸气的密度 

0. 804 kg / m 3 . 


图 ‘5 


? 


Po 




在本题中，我们只需考虑容器 A 、 B 内的蒸气压及其平衡问题. 

(1) A 的温度 r =2 CTC ， 引入 50 mg 水后，如果 A 中的水蒸气为饱和蒸汽，它的饱和蒸 
汽压为 /> v ，设水蒸气的密度为则水蒸气的质量 


mi = V py 


( 1 ) 


按题意，水蒸气可看作理想气体，其状态方程为 


PRT 


P = 


( 2 ) 




所以，与标准状态相比，可得 


pv = Po 


(3) 


Po T 


将式 (3) 代入式 (1), 得 


Pv T q 
P o T 

由于 miSSOmgtA 中尚有 32. 8 mg 水，所以 A 中的水蒸气为饱和 蒸汽. 

(2) 打开活门 r 后，由于 B 的空气温度/ = 5 。(：，小于 A 的温度中水的饱和蒸汽 
压、小于 A 中水的饱和蒸汽压，因此， A 中的水蒸气流入 B 中，为了保持 A 中的水和 
水蒸气的相平衡， A 中的水不断蒸发，不断地流入 B , 并在 B 中凝结成水，直到 A 中的水 
全部蒸发， A 和 B 容器中的蒸汽压均为 K 为止.关闭活门 r 后， A 中为未饱和的水蒸气， 


mi — Vp 


= 17. 2 mg 
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B 中为液态水和饱和水蒸气共存. A 和 B 两容器中水的蒸汽压和水蒸气的质量分别为 

A : Pya = />y = 8 . 7 X 10 2 Pa 


tha~V Pa = V p 


= 6. 4 mg 


PoT 


B ： Pvb = pv = S* 7 X 10 2 Pa 

tv T 0 


ntB = V p B = V p 0 


= 6* 8 mg 


T 


P 


B 中液态水的质量 

(3) 当 B 的温度升高到 （ = 2CTC 时, B 中的水蒸发，直到蒸汽压达到 /=2(TC 的饱和蒸 
汽压外.此时 B 中为水和饱和蒸汽共存，其蒸汽压、水蒸气的质量和液态水的质量分别为 

Pvb= pv = 2* 3 X 10 3 Pa 
m B = m l = 17* 2mg 


b =36. 8 mg 


b 水一 wo —wa — 


mi 


= 26. 4 mg 

a 中无液态水，未饱和水蒸气的压强和质量与 ( b ) 时相同。 

pv \= = 8. 7 X 10 2 Pa 
/ 

讲 a= 6. 4mg 


mi 


8 水 = 


4. 32 焚风的形成.潮湿空气绝热地持续流 
过山坡，然后翻越山峰沿坡而下.气象站 H 。 和 
H 3 测得大气压强均为 10 5 Pa •在凡处，空气温 
度是 20 S C ;空气上升至处，测得压强为 8. 45 
迅 X 10 4 Pa , 开始有云形成。空气继续上升，经过 

~ 1500 s 后到达山脊 H 2 处，空气压强为 7.3 X 

10 4 Pa ， 在此上升过程中水蒸气凝结成雨滴落下. 

设每平方米上空潮湿空气质量为 2 000 kg , 每千克潮湿空气凝结出 2. 45 g 的雨水.空气上 
升的情况见图 4. 6. 

(1) 试求云层底部高度处的空气温度 

(2) 假设空气密度随高度线性地减少，那么云层底部的高度是 多少？ 

(3) 山脊// 2 处的空气温度了 2 是多少？ 

(4) 若在与 H 2 之间的降水是均勻的，那么由于空气中水蒸气的凝结，在 3 h 内形 
成的降水量是多少？ 

( 5 ) 试问在// 3 处的空气温度: r 3 是多少？并与 H 。 处的空气相比较. 

空气看作理想气体，水蒸气对空气比热容和密度的影响均可忽略 .云层 底部高度精确 

到 10 m ， 温度的计算精确到 1 K , 降雨 

c p = 1.005 kj • kg 一 1 • KT 1 ， 水的汽化热 /=2500 kJ • kg - 1 f 7= c p / c y = l . 4,^ = 9. 80 m 

在 H 。 处空气密度 ^ = 1.189 kg 








图 4.6 


精确到 1 


空气比热容 


iiiiin 


一 2 


-3 


(1) 云层底部 Z / i 处空气温度 7 V 可以认为空气由绝热上升至，由绝热过 


程方程可求得 
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參 


户。 


y 


279 K 


T , = T 0 




Pi 


(2) 由理想气体状态方程/ > = ^ ^可得处空气的密度 




iiZ 


= 1.054 kg 


-3 


Pi = Po 


Po T, 

由题意知 〆 =) 随高度 z 线性减少，所以 


p(z) = po — 


z 


H , 


由流体静力学得 


dp =— pgdz 


积分得 


H i 


Po + Pi 


p(z)gdz = — 


gHi =— pgH x 


Pi- P 


0 


0 


1 




，由此可得云层底部高度 


— 3 


式中，/ >= —(/? 0 + a ) = 1* 12 kg 




0 


H , = 


= 1410 m 


Pg 


(3) 山脊 H 2 处空气的温度决定于两个因素 :一是 空气绝热膨胀上升而 降温; 二是由 
于水蒸气冷凝放出热量，空气吸收热量而升温 AT . 故有 

T 2 = T ； + AT 


其中 


tl 


= 265 K 


T z = T x 


P2 


每千克空气凝结出 2.45 g 雨水，放出热量 △Q = mZ ， 并被空气吸收，温升 么 T ， 韦 ml 〜 
c p AT ， 由此得 


2. 45 X 1 Q ~ 3 X 2500 

1. 005 


ml 


= 6 (K) 


AT = 


c p 


所以/ / 2 处空气的温度 


r 2 ^ r 2 + AT = 271K 

(4) 每平方米上空空气由 //! 至 H 2 凝结的水量为2000 X 2. 45 X 10~ 3 = 4. 9 
(kg • m ~ 2 )， 历时 1500 s ， 所以每秒降水量为 4. 9/1500 = 3. 27 Xl ( T 3 (kg 

小时内形成的降水量 


- 1 )，在3 


— 2 




S 


Q = 3. 27 X 10 -3 X 3 X 3600 = 35* 3 (kg 

的降水量相当于 lmm 的降水量，所以3小时内降水量为 35. 3 mm . 
(5) 空气从// 2 下降到// 3 为绝热压缩过程,温度上升到: r 3 , 


-2 


m 


一 2 


Q = 1 kg 


m 


^l^zl 


Pi 


r 3 = r 


= 300 K = 27 °C 


户3 


P H 3 处气温比 H 。 处升髙 7 C ，空气变得既热又干燥，形成下山坡的干热风——焚风 
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三相点、临界点及二级相变 


4.33 定义相变中的临界点和三相点.在大气压/ > = 760 mmHg 下，氦的沸点是 
4. 2 K . 当压力降到 p ' = ImmHg 时，沸点温度是多少？ 

临界点是汽化线终点，它满足方程 


B 2 p 




= 0, 


= 0 


W 


ay 2 


三相点即固、液、气三相共存的点， 

对于氦的气、液两相相变曲线的斜率由克拉珀龙方程给出 

dp L Lp 
dT ~ TV ~ RT 2 


上式积分得 


Pz Li 1 1 

■ 1 ■ 1 ii I __ 

RXT, 


In 




Pi 






T 


T, L 

取 T : = 4. 2K,/? 1 — 760mmHg>/)2 = ImmHg,L=93J • mol -1 ,^ = 8. 31J • mol™ 1 • K _1 代 
入，可得液氦在压强为 ImmHg 时的沸点 


Pi 


T 2 = L 20K 

4.34 (1) 写岀真实气体的范德瓦耳斯 方程； 

(2) 作出此方程的物理解释； 

(3) 将常数用临界点的数据: T 。， 1 ^ 和九表示出来. 

(1) 真实气体的范德瓦耳斯方程为 


(V - b) = nRT 

( 2 ) 在理想气体物态方程的基础上，考虑到真实气体分子的固有体积而引进常数心 

考虑到气体分子间的相互吸引力而引进压强修正项 

(3) 将范德瓦耳斯方程改写为 


P + 


V 2 


V 2 


nRT 


p = 


V -b V 2 


得 


dp 


nRT 


la 


W 


(F - by 1 y 3 


3 2 /) = 2nRT _ 

ay 2 = (v - ty ~ v 4 


6 <2 


临界点有 


3p 




- 0； 


= 0 




W 2 
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由此可解得临界点的数值为 


8a 


V c = 3b, p c = 


, nRT c = 


27 b 


27 b 


所以有 


V 


<2 = 3 户 C F C 2 ， b = i 

4.35 范德瓦耳斯气体的性质：一摩尔非理想气体的范德瓦耳斯物态方程为 

/) + 昜 ) (V-b)^RT. 

_ 

(1) 在/平面上，粗略画出几条范德瓦耳斯气体的等温线 ( f 沿水平轴，沿竖直 
轴），确定出临界点； 

(2) 计算临界点处的无量纲比值 pV/RT； 

(3) p-V 平面低于临界点的部分,气液能共存.在这个区域中，范德瓦耳斯方程给定 
的等温曲线是非物理的，因此必须修正.物理上正确的等温线是等压线，即压力与体积无 
关 Po(T). 麦克斯韦提出，选择 A )( r ) 使这修正的等温线以下的面积与原始等温线（范德 
瓦耳斯等温线)以下的面积相等•画出修正的等温线并解释麦克斯韦建议的 思想； 

(4) 证明.•范德瓦耳斯气体的定容比热仅为温度的函数[注 ：问题 （4) 与 （1) 〜 （3) 无 


关] 


( 1 ) 如图 4. 7所示，临界点由 

= 0,确定，由此得 


rr* 


p 


d 2 p 


dp 


— 0 和 


31 / 


3V 2 


T 


2a (V c - b) 


T 


y 


R 


临界点 


3 a ( V c — b) 


T 


t 2 >t q 


R 


B 


C E 


n 


和物态方程 


t ^< t 0 


A 


RT 


P 


v 


V 


b 




图 17 


= 式联 立解得 


8a 


p 


27 b 


27bR 


(2) 

( 3 ) 如图 4 . 7 所示,虚线表示修正的等温线，面积相等.麦克斯韦的思想 
是 『物理 等温线 与范德瓦耳斯等温线的交点 C , D 处的吉布斯自由能相等.因为 G=G(T ， 
/>)，既然: T 与 p 分别相等，自然要有相同的 G . 若如此，则有 

V d /> = f Vd.p f Vd.p - f - f Vd.p - f - [" V&p — 0 


dG 




Vdp 
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因此，面积 


^ScAE = 


EBD 


3 2 S 


a 2 (3F 


3 2 


Be 


v 


(4) 


=T 


rrf 赛 

~ 1 BT 2 \ay 


T 






WdT 


W 


3 T 


T 


V 


B 2 p 


对范德瓦耳斯气体，显然 


= 0,故 


3 T 2 


V 


9 c 


v 




T 


cr )， 与体积 F 无关 • 

4. 36 设气体遵循下列状态方程 ( Dieterici 方程) 

p CV — b 、 

求临界点处 g 的值,给出两位有效数值. 

解临界点满足 


Cv = C 


V 


a 


RTe^mr 




) 


a 2 * 




= 0 


8 F 


W 2 


T 


T 


由状态方程得 


€L (V^ — 厶） 

一 RTV 2 

~" (V - by 






A 

RTV 


=RT 




e 


ay 


T 


故 


a(Y - b ) 
RTV 2 


-1 = 0 


注意应用这个结论，得 


a 2 * 


a 


a 




- 2 e 


3 F 2 


- b ) V 2 \RTV 


T 


a 


所以 


一 2 = 0,于是有 


9 RTV 


a 


V = 2 b , RT = ^7 


ib 


代回状态方程得 




= 2 e 一 2 = O . 27 


RT 


4. 37 试 证明： 

( 1 ) 在临界点上物质的汽化热为零； 

(2) 在处于临界态的介质中的声速为零. 

证 （1) 在相变分类中 ，通常 把二级和二级以上的相变称为连续相变,而连续相变的 

相变点称为临界点•对于连续相变的相变点上两相的化学势和化学势的一阶偏导数都连 

续，因此在临界点不但 T 、/>、/^、 V 都连续，而且 M 、/ i 和/也都连续，所以在临界点上物 
质的汽化热 
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U a = T ⑶ - 5°) - 0 


或 


LP a = hf — h a = 0 

(2) 在介质中传播的低频声波的声速 c 可表示为 


式中 M 为介质的摩尔质量， V 为摩尔体积. 

当介质的温度趋向临界温度 r 。 时， 




0,由于 


W 


f ^) (^) (91) 

I dTl p \ d/vl T \ dsly~ cAwlr 

0,由此可得在处于临界态的介质中声速为零. 

4. 38 Imol 某种气体服从范德瓦耳斯状态方程幼 + g)(v — 6)=及7\ 

(1) 求该气体在临界点处的压强 A ， 体积 K 和温度 Td 

⑵以约化变量》 w e , r = r / T e 为变量重写状态 方程. 对于所有满足范 
德瓦耳斯状态方程的气体，你的结果将会得出一些什么 结论？ 

(1) 对于临界点： n 、 h 、 A 满足如下方程： 


~ 8(/>,T) d(V,T) 3(F t 5) — 


ay 




因此当: T — 7；时， 


3 F 


Bp 


RT 


2a 


( 1 ) 


W 


(y c -by 1 v ^ c 3 


a 2 /) 


2RT 


6u 


= 0 


( 2 ) 


3V 2 


(7 C - ^) 3 vt 


RT C 


Pc = 


(3) 


b VI 


V 


由式 （1)、（2) 解得 


V c = 3b 9 T c = 


21 bR 


代入式 （3)， 得 


P 


27b 


(2) 将范氏方程两边除以 p c v c = ^n 

VO 


27 b 


9b 


V - = R7, 


V 2 


整理后得 




V 2 


上式称为范德瓦耳斯对比方程.对比方程中不再含有与物质具体性质有关的 常数，因 
此，如果采用约化变量，所有满足范德瓦耳斯状态方程的气体，都具有完全相同的范氏对 
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比方程，这个结果称为对应态定律 


4. 39 在 Ehrenfest 图中（图 4. 8)，液态神硫醇 mytho - 
logical - mercaptan ) 的芳香相（<2相）和香相 （/ 相）间的相变是 

二级相变，即在相平衡曲线 / V / CT ) 上的所有点和 AS 都 

为0.利用事实厶7 = 1^(7\/>)— VW ， 声 ）= 0( 其中 h 和 

分别为 a 相和/相的摩尔体积），用相变处的热膨胀系数《，等 

温压缩系数#的变化量，表示出相平衡曲线的斜率 djv / T )/ 


P 


图 4. 8 

沿相平衡曲线 KCT ， 户 ） ，则 

dV a ( T , p ) ^ dV f ( T 9 p ) 


dT 


又 


3F 


W 


dV ( T , p )= 


dr + 


dp = V (adT — K T dp ) 




3 T 


dp 


T 


P 


因而有 


(〜一 a/)dT = ( K aT — Kfr)dp 


a 


— (X f 
K aT — K fT 


dp a , f ( T)/dT = 

4. 40 表述顺磁气体的磁化强度的居里定律，为什么磁化强度与温度有关？在: T —0 

时须作什么修正？ 


a 


C 


居里 定律;在磁场 H 中，磁化强度与温度成反比，与磁场 H 成正比，即 M = 

H ， 或磁化率这两式都称为顺磁介质的居里定律，其中 C 为居里常数.当温度变化 

时，原子及离子自旋取向的分布也发生变化，因而磁化强度与温度有关. 

在低温时，无序顺磁相将转化成有序铁磁相，此时外加磁场凡产生一定大小的磁化 
强度 M ， 此磁化强度转而产生一定大小的交换磁场 B £ = AAf ( A 为比例常数），由 

M. = XCB a Be^ = + A A/) 




T 


及 


^ = c / t (居里定律) 


得 


M 


C 


B a T -T 


c 


其中: T e = CA 为居里温度. 

一 物质有 N 和 S 两相。在正常态 ( N 相），磁化强度 M 可以忽略.对给定温度 

T < T C ，当外场//小于一临界值 


4.41 


T 


H q ( T ) = H 0 |^l — 

时，正常态 ( N 相)经过相变转到一个新态 ( S 相).在 S 相，5=0,相图如图 4. 9( a ) 所示. 

(1) 证明，在: T <7\ 时，这两态的吉布斯自由能之差为 CMKSA 制） 




T 


C 
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輋 


G s ( T 9 H ) - G N ( r ， H ) = ^[ H 2 - // C 2 ( T )] 


(2) 在 H ^ H 0 时，求从 N 到 S 的相变潜热 L 

(3) 在 H = 0 时，求从 N 到 S 的比热跃变； 

(4) i / = 0 处,相变是一阶的还是二阶的？ 

证 （1) 在 MKSA 制下 


MoW + M )，dG = — SdT - MoMdH 


B 




G 


H c 




N 


Ho 


B^O 


N 


S 相 


S 相 


5=0 


H 


He 


( r = 常数 < n ) 


r c 


T 


(a) 


(b) 


图 4.9 

如图 4.9( b ) 所示 ：当: rcr 。, 且固定不变时, JV 相和 S 相的吉布斯自由能分别为 

N 态: 从=0，(^ = 0。(了） 

S 态 ： B = 0 ，M = — H 


因而 


H 2 


= ^0 "7 T + 常数 


注意到，当 //= H e 时， 


G S ( H C T ) = G 0 ( T ) 


有 


Gs = G 0 ( T ) + ~ H z c ) 


G S - G N =^{ H 2 - HI ) 


(2) 因为 


8 G 


s = —— 


3 T 


H 


所以 


3( G S - G n ) 


T 


T 


L = T (5 n - S s ) = T 


= 2/^o-F/ 


1 - 




0 


3 T 


7 


T c 


H 


c 


(3) 


- 5 n ) 


B Z H 


}=2^ m ~[^) -i. 


C s - C N - T 


dT 


3 r 2 


H 


在了=几处，= 在零磁场下从 N 态到 S 态的比热容跃变为 
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H 


0 




T 


c 


(4) 在 ： r = ：r。 处， H e = 0, 即在零磁场下发生的相变 L=0， Ac = c s — c n 关 0, 所以相变是 


二阶的 


4. 42 铁磁体的一个简单热力学理论是将自由能写成磁化强度的函数 
+ A+A(T—7\)M 2 + 5M 4 , 其中， H 为磁场, Fo，A 及 S 为正常数，: r 为温度, r c 为临界温 


度 


(1) 自由能 F 的什么条件决定了磁化强度 M 的热力学最概然值？ 

(2) 对: T>7；, 求 M 的平衡值，并对恒定小磁场//，画出 M 随 T 的变 化图； 

(3) 对情况（2)，说明:^-^^ e 时 A/ 随: T 变化的物理意义. 

按题意，题中的 F 代表吉布斯函数. 

(1) F 在 r 及//不变时取极小值,是决定 M 的热力学最概然值的条件. 

⑵由 IIS) 

T > T C ，若 2 A ( T - T C ) M >4 BMH ^ T 不很靠近乃），则有 


ju Q H+2A(T-T c )M-h4BM 3 = 0( ^ )R 


TM 




M = 


2A(T - T c ) 


这正是居里一外斯定律. M 随： r 的变化图如图 4. 10所示 

(3) 若// = 0,则 （*) 式有解 


0及 M=± VA( T c -T)/2B 


M 




注意到 


3 2 F 


2ACT - T c ) + 12BM 2 




BM 2 


T.H 


当: r>r e 时，解 m = o 稳定;解 M=±vOur e —r)/25 不稳定.当: r<7\ 时，情况相反.当 
了=乃时， m = o . 因此乃是二级相变点 cr>7\ 时具有顺磁 性;: r<:r e 时具有铁磁性).若 
碑0,由 （* ) 式， M~0. 只要^^>4(7% —70/65,体系都是稳定的•当: T-KT e 时， 2ACT- 

^ MoH / AB ，因此 Tdi —级相变点. 


7\)从《4£从 3 ，这时馗= 


相平衡、化学平衡及表面膜 


\ 


43 克拉默斯 ( Kramers ) 函数 g 定义为 


J 


Q =- 


T 


式中 J 为巨势，证明9的全微分为 


(jt) + -f- iVd| 




- Ud 


并由此证明 
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3N 


W 






3N 


r，v 


T,V 


3T 


T 




V 


T 


证 巨势 J^F-fiN=U-TS-fxN 


U 


uN 


q — — 


T 


T 


T 


的全微分为 


dq= — f/d| J 

= — JJ d 


JL 


—不 （ dt / — TdS — judN) - j - Nd 


T 


T 


+ ^dy + Nd 


JL 




rp 


T 


T 


由 dg 为全微分，得 


37V 


W 


JL 


9 


a 


T 


T 


p JL 






T 


BN 


dT 


(m \ 
\ > 


BN 


2 


=-T 


3 士 


a 


BT 


n 




Ji 




V 


T 


T 


T 


T 


v.M 

a 


J£ 


V 


T 


aN ) 


W 


6U \ 


W 


dN 




= T 


a ^ 


JL 


3 - 


3 


3 


BN 


d// 


/ wr ^ 


V f T 


V f T 


T ! 


T 


V 


V,T 


T 


代入上式，得 


w 


^N 


^N 


BN 


3 户 


V f T 


V,T 


3T 


T 


j* 


V 


T 


44 求证 


3N 


W 


w 




w 


3N 


T,V 


T f V 


3T 


3 T 


T 


ji 


v 


V f N 


T 


证 内能 u 可看作为： r 、 v 和 f 的函数，也可作为 7\ v 和 n 的函数， # 

小， v , 专） 




/7 = u[t,v^]=^ u[T f v t N[r f v f f )) 


对《7求偏导数 


W 


W 


W 


3N 


+ 




BT 


3T 


dN 


3T 


JL 


JL 


V 


V,N 


T,V 




T 


T 


利用上题的结果，有 
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BU 


3N 


BN 




BN 


T,V 


T，V 


3T 


T 




V 


T 


代入得 


w 


37V 


a/v 




w 


w 


T f V 


T,V 


dT 


3T 


T 


1L 


V 


V r N 


T 


4. 45 若将 y 看作为独立变量 

(l) t/=S 


的函数，试 证明: 


争 ■ ■ 


jtlk 


w 


w 


3 ^卞 3V 


Tii 


( 2 ) u 

1 brii 1 W 

证 （ 1 ) 令 L 7 = t/CT,y 
次函数定理，有 


，/ U)， 由于 T 是强度量， ……为 广延量，由欧拉齐 


， ni ， 


(P) r , +S^(|： y 


u = v 


T 1 V 7 n ) 


其中偏导数的下标 n, 指全部々个组元，〜指£组元外的其他 k -\ 个 组元. 按照这一约定， 
上式也可写成另一种形式 




W 


U 






( 2 ) 若令 t/=f/cr，r， …… ，…） 


，〜）则有 


，rtk)，rh ， 


• _ ■ 


• • • 


w 


(i)-^(g) 


dU = 


dT + 


dn { 


3T 


v 




n* 


由上式可得 


dU 


dU 


w 


3V 


Bn { 


9 n ( 


dv 


8 /^ 


T,p 


T,V 


T 


T ^p,rtj 


n 


rt ■ 




w 


BV 


由于 


和 


为 i 组元的偏摩尔内能和偏摩尔体积,所以有 


Ui = 


Vi~ 


dn, 




TrP 


T,p 


n 


n . 


3C7 


W 


Ui — 


Brtj 


W 


7\V， nj 


T ， n: 


另一解法是令 t 7 =ycr，/>， 叫，…， n*)，v=ycr，/) 

为广延量，按欧拉齐次函数定理，可得 


) 其中： T 、/> 为强度量，仏， 


❿ ，… jtlk 


，tlk 


?-(g) 


=S 


u = 


tliUi 


7^，户， 


?”«) 


= 2 


V 






T rpftij 


(_ r .'+l>，(g) 

(諼 u + 


将? 7 和 V 代入 ( 1 ) 中的 f/=F 


，得 


T,V 


n - 


s 


n { Ui = 


T.V $nj 
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比较等式的两边，得 


w 


w 


Ui — Vi 


Bn, 


ay 


T 


T f v,n, 


n i 


4. 46 铁在髙温下的性质可以总结为 ：（ a ) 90 CTC 以下和 140 CTC 以上， a 态为稳定态; 
( b ) 90 CTC 到 140 CTC 之间，7态为稳定态； （ c ) 两态的比热容为& = 0. H 5 J/(g • K ), c ,= 
0_690 J /( g . K )， 求相变潜热， 


S 


5 3 




5 ii 


T 2 


Ty 


T 


(b) 


( a ) 


图 4.11 


dS 


如图 4.11 所示 • 可以认为整个过程是等 压的. 取 a 态在: n 处熵为0,因为 T 


dT 


= C ，所以 


5 = ClnT + 常数 


T 


T 


In ^r 


S 


S r = Si - Cyln — 


TV 


a 


a 


T , 


求化学势的变化 


T 2 


T 2 ln ^ + c a ( T 2 - TO 


A〆=^(T 2 ) - fi a {T x ) 


S a dT = 




— C 


a 


T x 


T i 


T 2 


T 


△〆=/cr 2 ) — 


SydT — — CyT 2 ln TfT ~l" Ccy — *Sj ) (T2 _ T\) 




T , 


T 1 


由 △ 〆 ==△// 得 


T 2 


T 


T _ In — l ) ( c a — c r ) = 1- 60 X 10- 2 J/(g . K ) 


5 ! 




故 


L x = T.iSr- SJ, = S.T, = 18. 8j/g 

L z — T 2 CS a — Sy ) 2 — ( C a — Cy ) T 2 lll 


T ， 


— SiT 2 = 23. 7 J/g 


T , 


47 设处在熔点 l \、 p t 的冰经一可逆绝热压缩过程到达状态 T f 、 p f . 证明熔解的冰 


的百分比为 


s f f - S[ 

S ff f ~ Sf 

其中 S 和 4 为冰在初态和末态时的摩尔熵， < 为水在末态的摩尔熵。又问在什么条件 
下4可以写成 


L f 
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式中^为冰的定压比热容，为它的比容 〆 为膨胀系数， L / 为末态的溶解热. 

把初态为 lmol 的冰取为我们研究的系统，按题意初末态的熵分别为 

5, = 5； 


S/ = xS rf f + (1 — X)Sf 

末态 7 V ，/>/ 是由初态 r , , Pi 经一可逆绝热过程达到的，所以&=心，由此解得 

s' f — s: 

S”f — S f f 


X 




上式中分子 S ’ f — S’iA lmol 冰的熵变，由 

( 善 ) , dr + ( 葬 ) ^ dr -( 監 ) > = r dT 


d*S = 


- a f V f dp 


1 dv f 

v f \^r 


式中 v 

作与 T 、 p 无关的常数，则积分可得 


为冰的膨胀系数，为冰的比容,假设 7 V — TXCT ^ p 、 1 ^' 和均可看 


■- 


P 


T 


T f - T t 


S’f — S[ = Cpln 


— V f a f (p f — pj ^ c 


V f a f (p f — p { ) 

尤表达式中的分母 S 〃 广 S ’ f 为末态 lmol 的冰变到 lmol 的水的熵变，设温度为7> 时冰的 
溶解热为心，则 




T , 


P 


Ti 


-S f f = L f /T f 

把上述两式代入 X 的表达式，并注意7>^了,，则得 

S f f - s[ 


ff 


s 


Sf 


Lf 


s 


ft 




4. 48 均勻物质处在 A 相时与处在 B 相时的 

自由能 Fx 与^为7\7的函数。说明为什么在给定 

的温度下，能处于相平衡的两个状态 乂和 在曲线 

和 F b 的公切线上，如图 4. 12所示. 

解当 A.B 两个状态所代表的两个相处于相 
平衡时，这两个相具有相同的温度： T 和压强声 

Pa = Pb ~ p 

t a = t b = t 

按题意， A 和 S 两态有相同的 温度. 而由 dF 方程得 


Pa 


Fb 


A 


B 


V 


V A 


V B 


图 4, 12 


^ F A 




B 


pA —— 


PB =— 


W 


W 


T 


T 


所以有 


^ Ia 


^ f b 


( 1 ) 


= —— p 

即处于相平衡的两相 Fx 和在 F - F 图上有相同的 斜率. 此外，若两相处于相平 
衡，则它们的化学势相等，也即两相的吉布斯函数 GU = G fi , 或表示为 

Fa + pvA = F B -\- pv 


w 


w 


T 


T 


B 
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攀 


由此解得 


Fb ~ F a 

Vs^V 

式 a )、（2) 表明能处于相平衡的两个状态 a 和 b 所连成的直线为两相自由能和 

的公切线。 


(2) 


— P = 


A 


在低温下，氦可以看作两种流体的混合 物:一 种为正常流体，它具有熵,且有黏 

性，•另一种为超流体，它没有熵，也没有黏性.两个体积为％和 v 2 的容器用氦充满，并用 
一根细的毛细管把它们连接起来，正常流体不能通过毛细管，但超流体能在其中自由流 
动. 假设两个容器和周围环境热隔绝，它们之间也彼此热隔绝(也即乃和: r 2 保持不变乂 

(1) 证明两个容器彼此处于平衡态的条件是 

/^1 Cr 1 »/>i) = f^zCT 2 ypl) 

式中 r ( , Pi 是第/个容器的温度和压强 ，// 是化 学势； 

C 2) 改变容器1中的氦的温度和压强，使得两个容器彼此保持平衡，证明 
，式中&是容器1 的熵； 

C 3) 开始时两个容器彼此分离，并充满具有相同压强/>，但温度^>7^的氮,然后用 

毛细管把它们连接起来，氦将以什么方式流动？为什么？怎样使你的结果和热力学第二定 
律一致？ 




证 （1) 忽略毛细管中的氦，则系统的吉布斯函数0=0 1 +仏，且 

= dGi + dG 2 = — SidTi + V \ dp l + — S 2 dT 2 + V ^ d /? 2 + ju 2 dn z 

平衡时(1(；=0,7\，: r 2 不变，正常流体不能通过毛细管，/^和 九 各自保持不变，且系统的 

总摩尔数不变，即常数， (17^= — d «2, 由此可得 

dG = (ju x — = 0 


芦 1( 了1，户1)=户 2( 了2，/>2) 

(2) 两容器内的氦达到平衡时，约 ==； u 2 =//， 故 

d/Xj = — SidT 1 -)- V 1 dp 1 = dju = 0 


由此得 


dpi S { 

dT x V , 


( 3 ) 两容器内 氦的压强相等，但：，所以容器 2 内流体密度比容器 1 的流体密度 

大，容器2内的超流体将流向容器 1. 这种流动虽然是物质从低温物体流向高温物体，但 

由于超流体熵等于零，这种流动并不会引起系统的熵的变化,所以这种流动并不违反热力 
学第二定律. 

4 50 


理想溶液中有两种组元，其摩尔分数分别为 I 和 I . 已知一组元的化学势 


为 


M = gi(T y p) + RTlnX, 

试根据吉布斯关系证明，另一组元的化学势必可表示为 

M 2 — g 2 ^T ，/ >) + RTlnX? 
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■ 


其 中&和 ^是两组元在化学纯时的摩尔吉布斯函数. 

解由吉布斯关系 


Vdp + 2 tiAfXi 


SdT - 


0 




当: T 和/^保持不变时，有 


— + 〜 d 户2 = 0 

■ 

( 

其中 A 和〜分别为两组元的摩尔数，其摩尔分数分别为 


ni 




Xi + Xz^l 


尤1 = 


^2 = 


+ ”2 


由此得 


«1 知 1 Xi 


d / u 2 = — 




Xz 


n 2 


~^- RT 孕代入，得 


用 dju^RT 


Xi 


Xx 


dXz 


d^ 2 = RT — 


对上式积分得 


RTlnXz + C 


Mz 




当 之 2 = 1 时 ^1 = gl (T ， / OeC *， 所以有 


M2 = gtiT,p) 4 - ^Tln^ 


1 理想溶液具有如下形式的化学势 


Mi = gi(T 9 p) + RTlnxx 

gz(T tp ) + RT \ nx 2 

其中於 ( T ，/>) 是纯〗 组元的化学势 ，: r : 是溶 液中〗 组元的摩尔 分数. 当摩尔数分别为 Wl 、 n 2 
的两种纯液体在等温等压下混合成理想溶液时，试证明混合 前后： 

(1) 吉布斯函数的变化为 6 G = RT { n l \ nx l + n z \ nxz)- t 

(2) 体积不变， 

(3) 熵变为 A 5= — ■ R ( w 1 ln : r 1 + w 2 lnx 2 ) 

(4) 焓变为△//=()，因而没有混合热； 

(5) 内能变化如何？ 

(1) 混合前为两种纯溶液，其吉布斯函数为 


M 2 




畢 

f 


G (0 ) = n x g x + n 2 g 2 


混合后的理想溶液的吉布斯函数按 ju ^ ju 2 来计算，得 


G = rixfXx + n 2 /^2 — ^ig\ + n^Tlno：! + n z g 2 + n 2 RT\nx 


打1 


n 2 


式中 


是组元1和组元2的摩尔分数 


Xi = 


，工2 = 




打1+打 


两种纯溶液在等温等压下混合成理想溶液时，吉布斯函数的变化为 


G — G C0) = i ^ TOjru ^ + n 2 lnx 2 ) 


AG 
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(2) 溶液的体积由 V = 1 _j ^求得，所以混合前两种纯液体的体积为 


(0) 


3 G 


V {0) = 


!^ 0) + n z Vl 0) 


3 p 




式中 V 严= 


为纯〗组元的摩尔体积.混合后理想溶液的体积为 




3 G 


=” 乂⑻ + n 2 y 


(0) 




3/> 


所以溶液混合前后体积不变 , AV = T / — F (Q) = 0. 


8 G 


(3) 溶液的熵由5 = — 


得到，所以混合前两纯液体的熵为 


9 T 


(0 J 


9 G 


( 0 ) 


= niS [ 0) + n 2 S 


( 0 ) 


S 


BT 


式中义 °)=-(_ 


为纯〗组元的摩尔熵.混合后理想溶液的熵为 


9 G 


= niS { 0) — + n 2 S 


S = 


( 0 ) 


rt 2 Rlnx 


3 T 


所以混合前后溶液的熵的变化为 


A*S = S — 5 <0) = — + n 2 lnjo 2 ) 

(4) 焓//=(^+7^，混合前后溶液焓的变化为 

AH = AG + TAS = 0 


= 所以没有混 合热. 

(5) 内能— /> F ， 混合前后溶液内能的变化 

At / = AH — pAV = 0 

所以混合前后内能不变，这是因为溶液混合既没有混合热，也没有做功，因而内能不变 

4. 52 理想溶液中各组元的化学势为 


Mi = gi(T y p) + RTlnxi 

(1) 假设溶质是非挥发性的，试证明 ：当溶 液与溶剂的蒸汽达到平衡时，相平衡条件 


为 


发 1 = A + RT\n(l — x) 

其中 〆 是蒸汽的摩尔吉布斯函数，幻是纯溶剂的摩尔吉布斯函数，: c 是溶质在溶液中的 

摩尔分数； 

(2) 求证: 在一定温度下，溶剂的饱和蒸汽压随溶液浓度的变化率 

( =_ P 

\ T 1 一 X 


(3) 将上式积分，得 


/>(X) = p 0 (l — x) 

其中是该温度下纯溶剂的饱和蒸汽压, /> Cr ) 是溶质浓度为 X 时的饱和蒸汽压.这一公 
式称为拉乌 定律； 
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(4) 求证: 在压强恒定时，溶剂的沸点随溶液浓度的变化率为 


8T 


RT 




L(1 -x) 


p 


式中 L 是溶剂的摩尔汽化热。 

解 （1) 溶质在溶液中的摩尔分数为: T ， 则溶剂在溶液中的摩尔分数为1 一 X ， 它的化 


学势为 


giCT.p) +^Tln(l — t) 

由于溶质是非挥发性的,所以溶剂的蒸汽的化学势为 

t / 

= g \ 

平衡时，溶剂的汽液两相的化学势相等，“=并，即 

= gi ( T 9 p ) -f RT \ n(l — x ) 

(2) 在保持: r 不变的条件下，上式 对工求 偏导数(平衡时的压强 p = p ( T ， x ))， 有 






gl 


f f = f §£i) (3^1 

\ Bp / r \ Bx I T \ 3/) / Bx / 


RT 


1 — x 


T 


式中⑽)， M 敦) 


W 分别是溶剂蒸汽和纯溶剂的摩尔体积，故有 

\ OX I T 1 — X 

由于 〆 ：》%，忽略％，并利用理想气体拔态方程 =/? T , 则上式可表示为 




T 


Bp 


RT 




Bx 


1 




T 




可见(砮) 


<0, 即在 T 不变时，随着: C 的增大,/>将降低. 

(3) 在 保持了 不变时，上式对 . r 从0到 x 积分，得 

P 、 X 、 p 0 (l — X 、 

式中/>。为纯溶剂(_2：=0)的饱和蒸汽压 4 U ) 为溶质浓 度为： r 时的饱和蒸汽压，上式称为 

拉乌定律•它表明，在稀瘠液中，溶剂的饱和蒸汽压等于纯溶剂的饱和蒸汽压乘以溶液中 

溶剂的摩尔分数. 

(4) 在恒压时 (1) 中的平衡条件对 X 求偏导数得 

^ gi \ (ar 


T 


ar 


RT 


+ 对11(1 — 工)丨装 




Bx 


BT 


ar 


1 ~ X 


Bx 


p 


p 


p 


p 


p 


或 


cs ; - so W 


+ i?ln(l — x) 


RT 


3 x 




1 —— x 


p 


p 


知; 




式中 Si ’ = 

沸点随溶液浓度的变化率 


分别为溶剂蒸汽和纯溶剂的摩尔熵 • 由此求得溶剂的 


，5 l = - 


8T 


3T 


p 


p 


3 T 


RT 2 


3 x 


— *S !) 十 RTln(l — x) 


1 


X 


P 
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Tcsi — &)=1为溶剂的汽化热，对于稀溶液工《1，与 L 相比可略去 — I ),故得 


3 T 


RT 


Bx 


L(1 — x) 


p 


ar 


> 0 ,在 /> 不变时，溶剂的沸点随: T 的增大而增大. 
53试证 明:在 nh 3 分解为乂和印的反应中 




p 


含 N 2 + ^ h 2 — nh 3 — 0 


平衡常数可表为 


V27 


£ 2 


X 


— 


4 


1 — s 


式中 e 为分解度. 

如果将反应方程式写作 


N 2 + 3 H 2 - 2 NH 


0 


平衡常数4又为多大？ 

证在 nh 3 的分解反应中 


亡 n 2 + 令 h 3 _ nh 3 — 0 


设在初态时有摩尔 NH 3 , 分解度为 L 达到平衡后已分解的 nh 3 的摩尔数为 
未分解的摩尔数为〃。(1 一 e ) ， 所以反应达到平衡后 


^3 = — 1 » 


4 = 了 


^2 ~ 


2 


2 




” 0(1 — 


= -wn 0 e, n 2 = —n 0 e, n z 




^ n Y + n 2 + n z = n 0 (l + e) 


n 


所以平衡后 N 2 、 H 2 和 NH 3 三 者的摩尔分数分别为 


3 e 


1 ~ ^ 

工3 一 1 i . 


€ 


1 _ 2(1 + O, 


JL 2 ~~ 


2(1 + e) 


化学反应平衡常数为 




t 




K p = p 、 


把上述数据代入，得 


1/2 


3/2 


— 1 


3 e 


1 £ 


e 


K p = p 


2 ( 1+0 


2(1 -h O 


1 + e 


V27 

4 1 — e 2 


€ 


P 


讨论: 如果将反应方程写作 


N 2 + 3 H 2 - 2 NH 3 = 0 


则 


1， 1^2 3 1 ^3 


2, XS 




V 
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P “ =2 h ，而 N 2 、 H 2 和 NH 3 三者摩尔分数: r , 不变，所以平衡常数 

^ = p ^ f Vi 2 = 


4 


27 


e 


p z = 4 


16 (1 - e 2 ) 

摩尔的气体 a : 和 n 化摩尔的气体 a 2 的混合物在温度: r 和压强下所 


54 


n 0 ^\ 


占的体积为，当发生化学反应 


v 3 A 3 + ^ 4 A 4 — hAi — v 2 A 


0 


并在相同的温度和压强下达到平衡时，其体积为 R 。 试证明反应度 e 为 

K F 


^1 + ^2 _ 

+ y 4 _ V 1 _ 


£ 




V 


证 把气体视为理想气体，反应前 n 。^ 摩尔气体 A 和 n # 2 摩尔气体的混合理想 
气体的体积为 V 。，温度为: T ， 压强为/>,其状态方程为 

0 = 行0(>1 + 


经化学反应 


v 3 A 3 + 4A4 _ ^lAj — v 2 A 


0 


并在同样的 T , p 下达到平衡时，混合气体的体积为 F ,， 摩尔数为〃，其状态方程为 

pV e = nRT 

若反应度为 e ， 则经反应后有 £ n 0 ^ i 摩尔气体 A : 和£« 0 ^2摩尔气体 A 2 分解， Ai 和 A 
没有分解的摩尔数分别为 


(1 — S ) 打 oh t 


(1 _ ^) n 0 u 2 


打 1 


n 2 






而生成的气体 a 3 和 a 4 的摩尔数分别为 


«3 =功0>3,行4 =功0口4 


反应平衡后混合气体的摩尔数 


[(1 — e)^i + (1 — e)v 2 + ev 3 + e^ 4 ] 


= 衫1 + ”2 + 衫 3 H ~ 於 4 = 


n 


n 


0 


由反应前后气体的状态方程得 


V 


n 0 (^i + v 2 ) 


^1 + ^2 


V 


(^3 + 4 — h 一 1 ^2) e + (W + ^ 2 ) 


n 


解之得 


v e -v 


^1 + ^2 
^0 y 3 + y 4 _ 


0 


£ = 


- ^2 


4_ 55 在星球间的气层中存在着很强的热电离金属蒸气，并不断地进行着电离和复 
合反应。试用电子气、离子气和中性原子气平衡的质量作用定律，求出一次电离度（与温 

度: T 及总压强的关系。假设三种气体均可视为单原子理想气体，且 lmol 中性原子的电 
离能为 


设中性原子为 A ， 化学反应系数为反应方程式为 

A+ + e — A 


0 




2 v * = 1 

若反应开始时的中性原子数为 iV ， 电离度为（，即有 GV 个中性原子被电离，平衡时三 
种粒子数分别为 


^2 = 1 » ^3 ~ — 1 9 
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= W ， 2 


(1 — ， n x = d 


(1 + ON 


n 2 


ni 


n 3 = 




三种气体的摩尔分数分别为 


打1 


工1 = 


/ ■■■■ 

工2 — 


工3 — 


1 + V 


1 + V 


S 


n { 


按质量作用定律，平衡常数 


K(p ， T) = = 

■ 

I 

对于理想气体平衡常数 / K />，: r ) 由下式确定 


( 1 ) 


1 + \ 1 H~ C 


1 - r 




AH 


叫 P V 


2咖户 


ln / c ( p , T ) 


dT + C 


( 2 ) 




/?T ' R 


T 




其中 △// 为摩尔反应热，约等于 lmol 中性原子的电离能 W 9 m 

代入式 （2) 得 


1 


-W/RT-hC 


fc(i } T) ^ p~ x T 2e 


(3) 


式 （1)、（3) 相等，得气体的总压强 


1 —浐 


T 5/2 e 




p = 


* 1 ^2 


式中 Cl = e e 为一常数。 

求证热容量之差 


可表示为 


Cp — C 


V 


35 


35 


- T 


Cn — c 




p 


3 V 




T 


T 


利用这一结果求 


(1) 低温时金属中自由电子气的比热容^与温度成正比， = 与温度无关，求 
低温时电子气的 


与温度: T 的关系; 


Cp—C 


V 


(2) 根据德拜定律，低温时晶体的比热容^与温度 T 的3次方成正比， c v = 5： T 3 ,5 与 
温度无关，求低温时晶体的 


与温 度了的 关系. 

选： T ，/) 作为独立变量，熵 S ^ SCTf / OsSCT ^ Crj ))， 则 


Cn~C 


P 


v 




as 


35 


35 


W 


95 


W 


= T 


= T 




€ 




P 


BT 


8T 




3 T 


3 T 


r 


r 


p 


p 


T 


P 


由麦克斯韦关系得 




as 


dr 


3/> 


T 


p 


代入上式即得 


as 


as 


=- T ^ 


( 1 ) 


c n — c 


P 


V 


3 F 


Bp 


T 


T 


(1) 对于金属中的电子气 o = AT ， 则绝对熵 


CydT 


T 


S = 


( 2 ) 


T 


0 
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因此有篇 


OCT % 代入式 (1) 得 


T 


c p — c v cc T 


(3) 


(2) 对于低温时晶体， c v = KT 3 , 则绝对痳为 


T 


dT 


= ~ BT % 


S = 


(4) 


c 


V 


T 


0 


因此有 ( il ，，( g ) 

进一步推广之，若在: r — O 时 jar % 则 


OCT 3 , 代入 (1) 式得 


7, 


OC T 


C n — C 


p 


V 


oc r 2rt+1 


Cn — C 


P 


V 


7 忽略表面张力，求一带电肥皂泡的平衡半径 r ， 电势 ^ 及外压强与内压强之差 


△户之间的关系. 


设肥皂泡内部为 a 相，外部为/?相，肥皂泡本身为 y 相，并设肥皂泡带电荷+我 
们可用自由能判据解此题.在温度不变时， 


- pW a , 


— $ dF y = q 


BF 


a 






总自由能最小的条件要求 




— p a W a - p^W p + 


= 0 


而 V a ^ fnr ^ W a = A nr 2 8 r ^ V p =- 8 V a . 将这些结果代入上式，得 


q B ♦ 

4丌 r 


p 线 — p a 一 |— 


4 7rr 2 dr = 0 


3r 


2 


由此得 


Q 3 ♦ 

4 nr 


△/> = 〆 — 〆 




dr 


又多 = g /4 ne 0 r ， 故 


A/> = e 0 f/r z 


肥皂泡 * 表面张力 a 恒定的皂膜，形成球形皂泡.泡内有空气(视为理想气体）， 
用外和: T 分别表示外部压力和温度， 

(1) 找出皂泡的平衡半径 r 和其内部空气质量间的 关系； 

( 2 ) 对“充分大”的半径 r ， 解出 （1) 中的关系，解释所谓“充分大，，的确切含义. 

解 （1) 令 dr 为泡表面面 积元; 九、/^分别为泡内外空气压力；内、内为它们的化学 


58 


势.有 


(^U = TdS — p x dV 1 — p 0 dV 2 + 2 crdr + / Jt 1 dN 1 + M 2 <iN 

式中 2 adr 项的因子 2 来自肥皂泡有内外两个球面.平衡 条件: 必= 0，必= 0，&=;/ 2 ，又有 

^ 1 = ~dV 2 ， d(Ni+N 2 ) = 0, 因而 (九 一 声 。) ( IF ! = 2< rdr ， 或户 ! 一 pda 


2 


dr 


，其中 dr/dFe 

又因 p x V ^^ RT ，其中 m 是泡内空气质量， M 为摩尔空气质量， 


dV x 


4 <r 


进而得 


P\ — po = — 


第四章相变与相平衡 


151 


4 


代入上式得 


4 n M 

丁 RT 


4汀 


(2) 当户。》即时，有 


P 


4 nMp 


m 


3 RT 


周长为1的线环置于液膜上，该线的横截面积为乂，杨氏弹性模童为£，当 

线环内的液膜破裂后，线被拉紧成半径为及的圆圈。试求液膜的表面张力系数 

解初态线环 L 在液膜中成自由状态,1的内外两侧表面张力大小相等，方向相反, 

处于力学平衡见图 4. 13( a ). 




■ ■ ■»■ 


鬌 


a 


9 


C 


R 


F 


( c ) 


(d) 


图 4. 13 


当环内液膜破裂后，外侧液膜的表面张力使线环拉伸成半径为 i ? 的圆，见图 4. 13 
( b ). 线的形变所产生的弹性力与表面张力 平衡. 可用如下两种方法来求表面张力系数 

(1) 微元法 • 在线圆上取一段弧长 dL ^ Rdd ^ dd 为弧的圆心角.这段线弧所受的表面 


a 


张力为 


df = 2 <ydL — 2( yRd 6 

式中因子2为考虑到有正反两个液面, d / 的方向垂直圆弧向外，见图 4. 13( c ). 

线弧受到弹性力其方向沿着线弧的切线方向, F 可分解为径向分量 i ? V 和垂直于 

径向的分量兄，则对 dL 段线弧 


dF t = 0 


d 没 


dF r = 2 Fsin — = Fd 6 


由力平衡条件 d /= d &， 得 


F 


c = 


2 R 


由胡克定律，得 


F 


AL 


2 nR — L 


— = E 


= E 


A 


L 


L 


把尸代入 a 的表达式得 
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AE 


AE 2 nR 
2^\ ~L 

(2) 积分法 • 取被拉紧的半个线圆 ABC 为研究对象端所受弹性力 F 方向相 
同，大小为 


(2 兀及 一 Z /) 


-1 


(j = 




2RL 


2nR — L 


F = EA 


L 


见图 4 , l 3 ( d ) ♦取 dL —段线长，它所受到的表面张力 d /=2^? d & d / 分解成沿直径 AOC 

和垂直 AOC 分量 d/// 和 d / 丄 ，则 


/// 


d /// = 0 




ABC 


JT 


/ 丄 = 


d/ x = 2cr/?sin^d^ = A(jR 


0 


由力学平衡条件，得到 


AE( 2nR 
2^\ ~L~ 




G = 


与 （ l ) 的结果相同. 


将压强为的空气等温地压缩进肥皂泡内，最后吹成半径及 = 2. 5 cm 
的肥皂泡，试求吹成这一肥皂泡所做的功.设肥皂泡的表面张力系数 4 X 10_ 2 N / m . 

设吹入肥皂泡内空气的压强为/>，体积为 V ，则 


511 


4 丌 


V = 


R 


4 <x 


P = po + 玉 

外界所做的功 M / = l ^ + W / 2 ，其中为把初始压强为/>。、体积为 V 。的空气吹入肥皂泡 

内，终态的压强和体积为/>和 V . 为增大肥皂泡表面积所做的功.显然 

W 2 = 2X4 nR z a = 8 tcR 2 <t 

= pV\n = pVln 

其中已利用了过程是等温的条件 pv = p 0 Vo ^= nRTo t n 为肥阜泡内空气的摩尔数•由于 

外》|，所以 


V 


ay 


J/>dF 


A 


= 


=-nRT 




0 


户0 


V 


0 


W i+ S) 


^i= PoV\ 1 + 各 




七 V 


Rp 


R 


0 


所以，外界所做的功 


40 


w = w x +w 2 

冰帽下的水 :所谓 冰帽是复盖在地面上厚厚的一层冰(厚达几公里），水平伸展 
可达几十或几百公里.本题考虑冰的融解以及处于“温态，，冰帽（即处于融解点的冰帽)下 
面的水的行为‘我们假定在此条件下，冰所引起的压强变化犹如黏性流体，但易于变形，变 

形基本上靠垂直运动产生 • 与本题有关的数据有 


7 兀及 2 戊 = 1. 15 X 10 一 3 J 




61 
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鬱 


水的密度 = 1 . 00 X 1 0 3 kg / ni 3 ； 

冰的密度 ^ = 0. 917 X 10 3 kg / m 3 ; 

冰的比热容 c, = 2.1 X 10 3 J/(kg • ° C ); 

冰的潜热 L , = 3. 4 X 10 5 J / kg ? 

岩石和岩浆密度 p r = 2. 9 X 10 3 kg / m 3 ; 

岩石和岩浆比 热容& = 700 j/(kg • ° C)j 
岩石和岩浆潜热 L r = i . 2 X 10 5 J / k g? 

从地球表面向外流出的平均热流 Jq =0. 06 W/m 
冰的融解点了 o = 0° C . 


y 


ho 


0 


(a) 


(b) 


S : 表面 山冰帽 ; G : 地基 


S : 表面; W : 水 | G : 地基山冰帽 


y/m 


£>=2000 


S 


91m 


//=1000 


W 


r=1000 


x/m 


G 


(c) 


(d) 


S 廣面山冰帽; G : 地基; W : 水层; R : 岩石 


S : 表面; I : 冰帽 ; W : 水; G : 地基 


图 4.14 

( 1 ) 考虑某地的一个厚冰帽，该处从地球内部有平均热流流出.利用上面的数据，计 
算每年融化的冰层的厚度 a ; 

(2) 现考察一个冰帽，冰帽上表面的倾角为尽冰帽下的地基的倾角为该冰帽的横 
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截面如图 4. 14( a ) 所示， 

在^ = 0处，冰帽的垂直厚度为 A 。， 因此冰帽的底面和上表面可用方程 

yz = h 0 xtanp 

描写，求出冰帽底部的压强/ > 依赖于水平坐标 x 的表达式. 

若地基和冰帽之间的水层倮持不动，证明 a 和沒之间应满足方程 tai ^^ Sta ⑽，求系 
数 S 的表达式. 

(3) 在水平地面上覆盖有一个大冰帽，原来有均勻的厚度 £> = 2. 0 km ， 若某一时刻在 

它的内部突然融化了一块冰，形成一个高 H - l . 0 km ， 半径 r = l . 0 km 的圆锥形的水体， 

经过冰帽内部一个水圆锥体中心的纵截面如图 4.14( b ) 所示.问在水圆锥体形成,并达到 
静力平衡后，冰帽表面的形状如何？ 

(4) 在一次科学考察中，科学家发现一个火山口状的很深的下陷，在厚度为 2.0 km 
的冰层上，形成一个顶下的深 A = 100 m 、 半径 r =500 m 的圆锥，下陷圆锥形的中心垂直剖 
面图见图 4 . 14( c ), 科学家们认为，最大可能是冰帽下有一座小型的火山爆发，少量的岩 
浆(熔化的岩石)侵入到冰帽的底部，凝固并冷却，融化了一定体积的冰. 

假设冰只是垂直地运动，开始时岩浆温度为 1200° C , 是完全熔化的•再假设岩浆入侵 

的形状为一圆锥，底圆正好在冰帽表面圆锥形下陷的正下方。岩浆上升的时间，相对于过 

程中的热交换时间是很短的.假定热流基本上是垂直的，所以任何时刻，从冰中融化的体 
积以圆锥表面为界面，其中心在侵入岩浆中心的正上方. 

在这些假定下，冰的融化可分为两步 进行: 第一步，在岩浆表面的水，压强不平衡，因 

此流走了，流走的水的温度可假定为 0 C . 接着流体静力平衡逐步达到，水就在侵入岩浆 
的上方积聚而不再流走. 

当达到热平衡后，求 

( a ) 在冰帽下形成的水圆锥体的顶点相对于冰帽原来底部的高度 H ; 

( b ) 侵入岩浆的 高度； 

( c ) 产生的水的总质量辨总以及流走的水的质量 

解 （1) 由能量守恒得 


yi = XtSiTIO!; 


Jq ♦ t = LiPid 


年，由此解得 


J qI 


d = 


— 3 


= 6. 1 X 10 

C 2) 设和为大气压，则在冰帽下深度为 z 处的压强 

PM = pigz + p 0 

在冰帽底部有 z — y 2 ~~yi = h 0 -\- j ：( tan ^~ tana ) ，所以压强为 

户 （工） = ^ xCtan /9 — tana ) + p ig h 0 + p 0 

对在冰帽基层上保持不动的水，其压强必须满足流体静力学方程，由伯努利方程得 

PM + f > wgy\M — 常数 

该常数可由0的值 夕 (工= 0)=邮/1。+户 0 给定，艮口 

p^gx ( ts . n /3 — tana ) 十 p t gh 0 十/> 0 + pwg^tana = p t gh 0 + p Q 


Lipi 
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由此解得 




Pw — Pi 


tan /? 


tana 


-tana = — 




Pi 


P i 


其中 Ap=/V — A > 0 , 所以 


Afi _ Pw — pi 


S = — 


=- 0. 091 


p t 


Pi 


S <0, 表示地基和冰帽之间的水层不流动时，上表面直线的斜率为负. 

(3) 由于冰只有垂直运动，可以推出表面的锥状下陷 CS <0) 有与侵入部分相同的半 

径 r = l . 0 km . 利用 （2) 的结果，冰帽表面下陷部分的斜率为 tan /? = 5 tana ,5 = — 




,tana 


Pi 


=1. 由此得下陷的深度为 


Up Ap 

—Hana = — 


h — | rtan /? | 


H = 91m 


r 




A 


Pi 


冰帽表面的形状标于图 4. 14(d) 上 


(4) (a) 表面下陷的圆锥体的体积 Vi = —7 rr 2 h f 由题给出深 A = 100 m ， 半径 r =500 m 

假设岩浆侵入体的高度为，水顶端的高度为 H ， 由 （3) 的结果仅解得 


Pr 


h = \. 105 X 10 3 m 


H = 




( b ) 总的融化的冰的体积为 


y = V l + F 2 = — nr 2 (h + H) 

冰融化的热量来自岩浆入侵后冷却并凝结时所放出的热量，由能量平衡方程得 

- ^h lPr {CAT + U = 士 nr 2 (h + "MA 


由此解得 


(h + H ) Pi L t 


Aj = 


p r (c r AT + L r ) 

式中 △: T = 120( TC ， H =1. 105 X 10 3 m ， 将其他数据代入，得 

h \ ^ 1 03 m 


( c ) 融化的冰的总质量 


ih + H)Pi = 2. 89 X 10 n kg 


— nr 


w 总 = 


留在夹层中水的质量 


(H - h^pw = 2. 62 X 10 u k 


一 r 丌 r 


所以流走的水的质量 


= 2. 7 X 10 10 kg 


― m 总 — m 



第五章非平衡态热力学 


1长度为 L 的试管盛有糖溶液4 = 0时刻浓度由下式给出（图 5.1): 


+ jcos — + -cos — 


nx 


” o , o ) 


”0 + 打 i ^ cos 




L 


假设 《 Cr ， f ) 遵从一维扩散方程，扩散系数为 D . 

(1) 写出 nCr ,0 的扩散 方程； 

(2) 对^>0,计算 《( u ). 

(1> KU ) 遵循的扩散方程为 

— n ^nixtO 

~~ A o 


^{x ,0 


3 x 2 


Bt 


由于试管两端无粒子流，所以 〃 U ，/) 的边界条件和初始条件 

分 别为： 


Bn 


3 w 


= 0 


Bx 


3 x 


x=L 


^(x,0) = n 0 + + ycos + 吉 cos [ 


5kx 


(2) 令打 （工，/)=义（工）7"(，），得 


X "( x ) + AX ( x ) = 0， X ; (0) - X f ( L ) = 0 

0, A 尹 0 

，其满足边界条件的解为 


T it) -I DkTiO 

这样有 ^=^ k =( kn/Ly ~1 >2,3 




[ t )\ 


kit 


一 D 


Co + 

*=1 

系数 Co 由 f = G 时初始浓度 n(x,0) 的表达式中得到，最后有 


： X^jO 


e 


cos —x 




L 




V 8 D ( 出⑽扭 ■」 


( i) 2 t 


cos 


TCX 


-2AD 


n(x ， t) = n Q + n x e 


- ■ I 

COS — + 


L 


L 1 25 


L 


5. 2 扩散的一个简化的模型可由一维晶格来构成，晶格间距为 a ， 一个杂质原子在 
晶格中做随机游动，在时间间隔 r 内从一个格点跳跃到邻近的另一个格点. 

(1) 在大 N 极限下，求杂质原子经 TV 次跳跃以后，从它的出发点算起移动过距离为 


^的 概率; 


(2) 扩散系数 D 由微分方程 


3 2 / 3 / 

Bx 2 

定义，其中 / 是杂质的 浓度. 求在上述模型中 D 的表达式. 

(1) 设一个杂质原子在 iV 次跳跃中，有《+次向右跳跃,次向左跳跃，因此杂质 

原子移动过的距离 d 为 


D 
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« 


d =(衫十 一 )a — sa 


，iV = n ++ n _ 由于杂质原子向右或向左跳跃具有相等的概率，均为 t ， 因 
此一个杂质原子在总数为 iV 次跳跃中有 n + 次向右次向左跳跃的概率 P ( n + ) 为 

P ( 打 十 ) = 


式中 


5 = n+ 一 n 一 


N 


N 


Nl 


n 


在 N 很大的极限情形下， n + 和^也很大，此时可利用斯特令近似公式 


Inn I = nlnn 一 


n 


当 n » l 时, 〆 〜)取对数 


N 


ln />( w +) = \nN J — lnn + ! — lnn _ ] — Nln 2〜 N\n — 


Inn 


lnw 一 


— n 


一 n— 


2n 


, 2 n _ 

in -^ rr - 


n 


Tl- 


N 


N 


N+$ 

«+ = ^~ ， n_ 


代入，得 


把 


N + 


N - s 


s 


s 


s 


ln /> ⑴ 


In 1 




N 


N 


N 


由于 〆 〜） 々 Cp ， 当 AM 艮大时， 〆 〜） 在叫=^处，有一个很尖锐的峰，也即对/的贡 

献主要来自 5 = 0附近，利用展开式 


ln(l + « r ) 




X 


—X 




畢 * » 




得到 


5 


S 


Inp (s) 






2N 


N z 


s 


略去小量 o | ^ I ，即得 


Z 


2N 


p(s) 


e 




令 


将变量从 S 转变到 


即为杂质原子移动的距离，则 


x = saj 


x ，工 


/2Na 


PM 


x 


e 




a 


其中 


pix)dx = 1 


也即 /> Cr ) 为归一化的概率分布函数，这是一个中心在 : r = 0, 且具有标准偏差为的 
髙斯分布. 


由于 £ = 7 Vr ， 因此可以用代替 W ， 消去跳跃次数得到杂质原子在时刻£，处于 
位置的概率分布函数 


X 


2 


r/2a^t 


p{Xyt) 


— X 


e 




(2) 现在来建立 /> Cr ，() 和杂质在晶体中的浓度 /( U ) 之间的联系.设想晶格中有 M 
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个杂质原子，在初始时刻 f = 0 时，它们分别处于 …，： rf ， 则 / Cr ，0 可表示为 


M 


i = l 

对于很大的 WCrd ) 是实际的杂质浓度，因为 / Or ,() 是概率分布函数之和，而扩散方程 

_ 

是线性的，若 Mx ， t ) 为扩散方程解，则 / Cr ,0 也是方程的解，把代入扩散方程 

3 x 2 




x 




即可求得 D 的表达式 


D = a 2 /2 t 

我们还可以直接求扩散方程的解 / Cx ， t ). 设 t =^0 时杂质原子在 X 。处，该原子在^>0 

时，在1处的浓度分布函数 / Ku ) 满足方程 

3 2 /i 9/i 

3 x 2 

fliXyt 


D 


dt 


0) = 8 (x 一 x 0 ) 




对//^^)作傅里叶变换 




f\(x ， t)eh 






2 kJ — 


PJ / i 满足方程 


~Dk 2 A = ¥ 




dt 


ik 


fl ( k ^ O )= 


x o 


— e 


2 n 


由此解得 


ikXr,—k^Dt 




0 


~e 


2 n 


作逆变换得 


exp — 


(X — x 0 ) 

Wt 




f \(k jt)e~ lkx dk — — 


一 k Dt—ik(x—x 


)d 々 = 




e 


0 


2 兀 


ACrd ) 是归一化的，即 


/ i ( 工， ^ 1 


把/ 〆 ：^)与⑴中的々( X ，/)比较可得 


D = a 2 /2r 

如果 M 个杂质原子在£=0初始时刻时初始位置为…，:^，时在£时刻在 x 位 
置的杂质浓度由解的迭加威理得 


M 


M 


(X _ Xq ) 2 

Wt 


U exp 

(=1 


/ Cr〆 ） = 2乂（ 

i=i 

5. 3 两个体积为 F 的容器用一长为 L 的细管连接，管的横截面积为 A ， 且 
开始时，一个容器内装有分压为/>。的 CO 和分压为 p —/>。的 N 2 混合气体，而另一容器装 
有压强为/>的 N 2 气，两个容器的温度均为 T , CO 扩散到 N 2 或 N 2 扩散到 CO 的扩散系 


X ，0 
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数均为 D . 试计算在第一个容器中的 C 0 的分压作为时间的函数. 

解设在 f 时刻在第一个容器和在第二个容器中的 CO 的浓度分别为 Wl G ) 和 n 2 ( t ) ， 
则由扩散的斐克定律得单位时间内从第一个容器流到第二个容器中的净的 CO 分子数为 


— n t 


I — D 


A 


L 


I 也就是在单位时间内第一个容器中 CO 分子数的减少，即 




ck 


设开始时第一个容器内 CO 的数密度为 n 。， 则由 CO 分子数守恒得 m + n 2 = n 。， 故有 n . it ) 
的微分方程 


dni 


IDA 


DA 


ck 


LV 


LV 


tti ( 0 )= 


由此解得 


2 DA 


ni ( t ) : 


i 4~ exp 


LV 


由理想气体的状态方程 


p = nkT 


得第一个容器内 CO 的分压为 


r 


2 DA 


1. + exp 

由于在扩散时，两边容器内混合气体的压强保持不变，所以第一个容器内 n 2 的分压为 

^1(0 = P — piCO = — 

当 f-oo 时，两容器内的 C 0 分压九= 外， N 2 的分压即 


1 


LV 


IDA 


po 


1 + exp 


LV 


Po 


Pl = Pz = 


Po 


P \ = p 2 ~ P — 


这正是我们所期待的. 

5 4 通常在空气的对流层（距地面高度0〜 12 km ) 温度随高度的增加而减小，而在 

其上的平流层里 （12 〜 50 km ) 温度随高度的增高而增加. 

(1) 平流层中气温随高度的增加而升高的原因是什么？ 

(2) 平流层在对流层之上完全包围着地球，平流层中这样的温度分布是如何保持不 
变状态的？ 

(3) 在对流层顶发射的声波能够在原高度传播很远，声波的强度依^衰减，试解释之 
( R 是沿对流层顶传播的距离). 

(1) 这是因为平流层中臭氧吸收太阳的紫外辐射随高度的增加而增加的缘故. 
( 2 )平流层中的臭氧吸收太阳的紫外辐射，而其中的 co 2 则不断发射红外光，两者造 
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成能量收支的平衡. 

(3) 声波在冷暖空气中的传播会发生折射，传播方向总是偏向低温区.在对流层顶， 
无论髙度增加还是降低，温度都是上升的，因而这种温度分布使声波能够保持在对流层顶 

的高度传播.此时声波在对流层顶的球面内以环形波传播，故强度随^而减小. 

5.5 选择最佳数值.因为一昼夜气温的变化在花岗岩地面下 10cm 已不明显，所以 


花岗岩的热导率应为 


5 X (10' 3 ,10'M0 2 a0 5 )cal/(s 

设花岗岩地面以下 10 cm 温度总保持在日平均气温 7 VC . 考虑白天日照最强时 
的情形.此时地表面温度 7 VC ,—般地〜: r Q + l ( TC ，太阳辐射到地球的热能将由地面 
传到地下.已知太阳到地球的辐射强度为 


° C ) 


cm 


Q = 1400W/m 2 ^ 3* 3 X 10 一 2 cal/(s • cm 2 ) 

假设 Q 被地球全部吸收，则根据 Fourier 热传导定律有 


Ao: 


Ax 


10cm 


Q 


Q 


3. 3 X 10' 2 cal/(s * cm 2 ) X 










AT 


T,-T 


io°c 


0 


= 3. 3 X 10— 2 cal/(s 


a c) 


cm 


式中 ^ 为热 导率. 如果考虑地面的反射，的数值将小于上述所得.因此我们应选 5X 

10~ 3 cal/(s 


V )为答案. 

由于周围空气的对流导致传入及传出某垂直表面（如窗玻璃）的热为 0.4X 

) ，这里&为表面与空气的温 度差. 如果室内空气的温度为 25°C ， 


cm 




10— 4 (AO 5/4 cal/(s 


cm 


而室外空气的温度为一 l ^ C . 问房内玻璃窗的内表面温度是多少？已知窗玻璃的厚度为 

2 mm ， 热导率为 2X10- 3 cal/(s 


° C )， 并假定由辐射而产生的热传递可忽略. 
考虑 lcm 2 的面积，设内外表面的温度分别为 hVRhV ，则有 


cm 


0.4 X 10— 4 (~ + 15) 5/4 = 2 X 1CT 3 X - f 2 ) = 0. 4 X 10— 4 (25 — G) 


5/4 


由此可得 


/ 2 = 10 — ^1 


代入上式，得 


5/4 


0 = 5 + 0. 002(25 - h) 


用迭代法可解得 


h ^ 5. 084 °C 

湖面上的水和空气在稍高于冰点的温度处于热平衡.空气温度突然降低 AT 

度. 用单位体积的潜热 L / F 和冰的热导率 d 表示出作为时间函数的湖面上冰的厚度.假 
设 AT 足够小，故冰的比热可忽略. 

考虑湖面上任一块面积 A 5. 设冰的厚度为 hit ). 冰下体积 ASdh 中的水在时间 
dt 内向空气放出热量而变成冰，因而 


7 


| 


LL_JU 


v 


L 


AiSd/i •兰 = A ^ r~ASdi 


V 


h 
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AAT 


hdh = 


d ， 


(L/V) 


积分得冰的厚度为 


1/2 


2 AATt 

( L/V) 

已知池中水面上结了厚为 1 cm 的冰层，冰上面的空气的温 度为一 20° C . 冰的热 

K )， 结冰时的潜热 l ~ 3 . 349 X 10 5 J / kg ， 水的密度 / o =10 3 kg / m 3 . 


J 


h(t)— 


导率 k = 2. 092J/(m 


s 


试求 


(1) 开始时冰层厚度增加的速率； 

(2) 冰层的厚度增加一倍所需的时间. 

在冰层上取一底面积为 ZL 4 的竖直冰柱,0：轴的原点在水面 
上垂直向下，如图 5. 2所示. 

设在 f 时刻，冰的厚度为 X ，在£ +山时,冰的厚度增至 ■ z + cU , 由 
于热传导,冰失去的热量 dQ 由傅里叶定律给出 


-20 °C 空气 


dT 


^ r+dx 


dQ = k ―,一 


dx 


0°C 冰 


式中温度梯度由于厚为 dr 的 0° C 的一层水结成 0° C 的冰而 
放出的潜热 d <^ 为 


dQ' = LpLAdx 


平衡时 dQ=dQ f ，由此得 x (0 满足的方程为 


d 工 


20/c 


dt Lpx 


(1) 当 ^~0时 ， :r = 


1 cm ， 冰层 增加的 速率为 




JCq 


dx 


20/c 


= 1. 25 X 10— 5 m/s 


, =0 lpx 


(2) 由方程 


2 > 


jodj ：= 


积分得 


40/c 


IP 


冰层厚度增加一倍，^ = 21。= 20111，所需的时间 


3xllp 


= 1* 2 X 10 3 s = 20min 

S ，9 一个由岩石构成的球形黑体小行星，远离太阳系，这样太阳辐射对它没有什么 
影响. 由于放射性元素的缘故，行星内部有恒定的热产生率 4 = 3 XlCT 14 c a l/(g • S )， 岩石 
的密度是户=3. 5 g / cm 3 , 导热率 Ar = 5 Xl ( T 3 ca l/( C m • S 

星中心温度和表面温度.假设已经建立了稳定的温度场 

表面温度满足 


40/c 


°C ) ♦行星半径 i ? = 100 km ， 求行 
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尊 


4k/? 2 • aTi — Q = ^'~p q 


故 


T 


= 22. 5K 


行星内部的热传导方程为 


▽ • fcV T) = q p 


取球坐标，则有 


d 


dr 


r 2 




dr 


dr 


解的边界条件为 


dr 


4 兀 i ? 


T(R) =T S , AnR 2 K~- 


PQ 


dr 


解之得 




(r 2 - R 2 ) + T s 


T =- 


6 扣 


中心温度 


<LR 


R 2 -hT s = 372K 


r e = 


6 炻 


个均匀非金属环形圆柱的内半径为 n ， 外半径为广 2 ，长度为/。（图5.3)，它的 
内外表面的温度分别保持为 10( rc 及0€. 

(1) 它的内部温度分布是什么？热量损失率为多大？ 

(2) 如果将它放置在绝热的房间里，然后达到平衡，问它的熵是增加、减少还是保持 


10 




不变 


(1) 因为材料均勻，我们可以假定热导率也均匀，根据公式 


dQ = — k ^r~dSdt 


2r i 


dr 


及 d*S = 2nl 0 dr , 得 


dQ _ 


dT 


4 


2nl 0 r 


dt 


dr 


f 将与 r 无关，因而有 


dT A 


dr 


解之得 


T(r) = Alnr + B 


由边界条件可得 


T 2 — T\ 


Tj\nr 2 — T 2 \nr x 


A = 


B = 


!X 


ln ^ 


In 


r\ 


厂 i 
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式中， 7、= 373 K ，7’ 2 = 273 K . 最后有 


[( T x — T 2 )lnr + T 2 \ nr l — T l \ nr 2 _ 


T ( r ) 




\ nr l — \ nr z 


热量损失率为 


dQ 


dr 


r 2 


2 nrl 0 = 2 nK ( T l — T 2 ) l 0 /\n 


K d ^ 


dt 


ri 


(2) 这是不可逆绝热过程，熵增加. 

5.11 导热材料中有热流时，就会有熵增.对于给定导热系数《和给定温度梯度的导 
热材料，求局部熵产生率. 

解在导热材料内部，若不计体膨胀，则如==: TcU , 式中，《与5分别为内能密度及熵 

密度.另一方面，能量方程可写成 


du 


Q 


ck 


式中 g 为热流密度于是 

ds _1^ du 

dt T dt 


R. 


— 7 V •9 =— V 


V 


T 


T 


T 


其中条是熵流，而 


是由温度不均匀性引起的不可逆熵增，这样局部熵产生率为 


V 


籲 


T 


T 


VT 


0 — 


v 


Vi 


了 2 


T 


又由傅里叶传热定律 


▽ : T , 得 


— K 




V T 


& = 


K 


T 


根直的铜棒 ，长 / = 10 cm ， 横截面积 Z = 5 cm 2 , 上端与 

沸腾的水连接，下端与融化的冰连接，如图 5. 4所示，周围大气为 

latm ， 铜的热导率 fc —90 ca\/K 

试计算 


_ ▲ 


若把此体系看作为孤立系， 


m 


s ， 


CD 体系熵增加的 速率； 

(2) 冰融化的速率. 

1) 当体系达到稳定态时，棒的温度梯度为 


d 7 


jiT.-T,) 

单位时间内流过棒的热量由傅里叶定律给出 






dz 


r 2 =273K 


5攀4 


dQ 


A 


亍 — r 2 ) 


K 


dt 


体系 的熵变 


d*S = cLS! + dtSg + diS 棒 

当达到稳定态时，棒的状态不变, dS # = 0, 两端热源的熵变分别为 


dQ 


dQ 


dS, 


dS 2 








TV 


T 
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所以单位时间内体系的熵的增加率为 

d 5 _ dQf J 

dt = d7iT 2 T, 

(2) 冰的熔解热 L = 3.34 X 10 5 J/kg = 80 k C al / kg , 在单位时间内从上端(沸水)流入下 

端冰水混合物的热量为 


^ a \ - t 2 ) 

T 


1 


= 0. 044( cal/K * s ) 


dQ 


A 


a\ — 丁 2) 


dt 


此热量使冰融化，所以下端冰融化的速率为 

dM 1 dQ A ( T X - T z ) 

dt L dt ~ 

5 13 一个半径为 20 cm 的铁球被整体加热到 100° C ，然后让它的表面保持在恒温 
( TC ， 求在冷却开始 lSmin 后球中心的 温度. 已知热导率与单位体积的比热之比在 cgs 单 

位制中 k/ pc = 0* 185 cm 2 / s . 

设在£时刻在球内 r 处的温度为 T ( t ， r)，T 满足热传导方程及初始和边界条件 

V 2 T - 


= 5. 6 X 10 _4 kg/s 


LI 


c 上 ST 


巧 = 0 , 

T (0 f r ) = 10 (TC 
T ( t f R ) = or 


亡 > 0 ,r < 及 


由于 T 具有球对称性，故 


T ( t , r ) = u ( r ) v ( t ) = ’( r ) t ; ⑴ 


由分离变量法可得 


Id 2 / 

/ dr 2 ~ 


~ —— A 2 


fir ) 


f ( R ) = 0, 


lim 


有限 


及 


1 dv 


X 2 a 




dt — 


K 


式中^ =二，由此解得 


cp 


nn 


人 （ r ) = sinA „ r , 


n = 1 ，2, 


R ， 


⑴ = A n e 


由迭加原理得解 




A 2 sin^r 


2 

n— 1 


= 2> 

rt=l 


T ( t , r )= 


e 


展开系数由初始条件 


7X0 ， r) = T 0 = 10(TC ， 


r<R 


确定，即 
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_ 


= T 0 r 

n=l 


利用三角函数的正交关系 


R 


R 


sin^rsin^rdr = —d n 


m 


0 


可解得 


o rR n^p 

~^T 0 rsin^rdr = (— l ) w+1 —r - 9 

^ Jo K 


2T 0 R 


fl+i 


A 


= (- 1 ) 


n 


nn 


代入 : r(/ ， /0 表达式最后得解 


”+l 


2T 0 R^ 

nr 々 

71 = 1 


n z n 2 


(- 1 ) 


rmr 

exp l — ^W at ! sln 


7 X, ， r)= 


n 


在球心处 r = 0 


72 2 7T 2 


2 了。 2(— D 

n = 1 

TT^/lf 

取 ^=15min,™^- = 4. 1 ，由于指数因子随 n 2 的增加很快趋于 0, 故在 T(t ， 0 ) 中只需取 
1 的首项 


”+1 


T(t,0) 


at 


exp 




R 


n = 


T{t — 15min,0) ^ 2T 0 exp| — J 

5. 14 — 个半 径为及 的球浸在温度为 : T q 的无界液体中，在 t = 0 时 , 球的温度为:^， 
07^ ，并且此后保持在这一 温度 . 液体的热导率为 q 比热容为 c ， 密度为 

(1) 试用一个定积分来表示在任何 0>0 的时刻球外任何一点的 温度； 

(2) 求出时极限温度分布的显示表达式 . 

(1) 这是一个热传导问题，温度 7Xr ， d 满足如下的热传导方程及初始、边界条件 

1 3T n 、 p 

▽ T — ?否 = 0 ， r>R 

Tir> R't = 0) = T 
T(R ， t>Q) =T\ 

其中 V = /c/ 化，由于边界和初始条件的球对称 , 所以了 只是球半径 r 的函数，与方位角无 


= 3. 3C 


P 


0 


1 a 


ar 


关 . V 2 T = 


令解 : r 写成 


r 2 3r 


Br 




R 


T (r = T 0 + — 


代入，得 0 满足的方程为 


a 2 ® 1 a© 


r> R 


^7 = 0, 


ar 2 




a 


( 1 ) 


，t > 0) = T\ — T 0 ， ®(r R f t = 0) 

利用定义在区域 r 和〆>尺的格林函数 G(r，/|〆,？）， 它满足方程 

1 3G 


0 




3 2 G 


=— S(r — r f )B(t — t f ) 


( 2 ) 


9r 


3t f 


a 


G ( r , t \ r f ， 〆 ）= ()， 


当 〆 >， 


( 3 ) 
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G、r，t 1 7 ?，, ） = 0 

用 ®< w ) 乘式⑵的两边，并对 〆 和 〆 积分，得 

淨 G , 1 3 G [ I ft./ 

dr dt 


(4) 


rco r 

J 0 J 


@(r’ ， 〆 ） 




(5) 


dr 


R 


由于 


0 ( rV ' ) P d ’ = 0 (") 穸 


dG 


Si- 


R 


R 


R 


30 


哗」 一 , 


3 G 


— — +1 G 




3 r' 


R 


R 


dG 


= ~0( R . n ^ 


+ G 


R 


R 


和 


3 G 


G § dt， 


G W dt， 


®(〆 ， 〆 )^jdt f — @{r f 9 t f )G 

0 Of 




t f ^0 


0 


0 


代入式 （5)， 得 


m oo foo / 

LL g ( 


a 2 @ l a ® 




dt f + 


dr f dt f = 一 @(r,/) 


9 r 2 a 2 3 t f 


3 R 


0 


由式 （1) 知，上式的左边第 2 项为0,故得 


&(r ， t) 


dt f 0(R ， t f ) 


( 6 ) 




3 R 


为了计算仏先考虑满足方程⑵ 和⑶ 所确定的函数 G q ， C ；。 作傅里叶展开 


G 0 (l 


r f - t 1 ) 


mr-〆 ） 


dkj (k — t f )e 








代入方程 （2)， 得 


1 3 / bit — t ，） 




2兀 




/ 的齐次方程 k 2 f +~^-0 的解 


a 


-k Z a 2 U-t r ) 


fi = Ae 


设 / 的非齐次方程解为 


k 2 a 2 (t-t f ) 


f{k,t — t f ) 


u{t — t f )e— 




代入 / 的方程，得 


3 ^ 


a 


8 (t 一 t f ) 


& 2 丌 


由此得 


a 


(t —— t f ) 


n〆 ） 


u 




2 丌 


其中 


1 ，当 z > ， 
0，当 / < 〆 


d(t — t f )= 
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« 


所以解 


-k 2 a 2 (t-t f ) 


a 


~6 (t —— 〆 ）e 


/(々“一 〆 ） 




2 兀 


而且 


-(r-r f r/ 4 a 0 (t-t f ) 


dd(X —— t f )^ 


一 A 2 fl 2 U-f)+i 是 (r 一 〆） _ 


a 


G 0 (r — r f ，t — t f )= 7 汐 (f — t f ) d^e 


2 丌 


Go 不满足式 (4)， 但如果取(静电镜像法） 

G = G 0 (r — 〆〆 _ 〆 ）_ G 0 (2 R — 

则 G 在 r ， r'>R 区域内满足方程 (2) 〜 （4). 由于 

(r — r ! ) d{t 

4 a V / ^T (t 


r r ，t — t f ) 


r — 


BG 


t 




0 


_(r_〆 ）/Aa (t—^) 


e 


3 r ; 


t i y /2 




则有 


(r - R )8 (t - t f ) 
2 a v^T (t - t 、 Y n 




(r - RY 

4 a 2 (t 一 t f ) 


exp 


3 R 


代入式 （6)， 得 


— (r — (,t — t 1 ) 

(t — t f ) 3/2 


0(r,O= I dt f 0(R.n^ (T 1 -T 0 )(r-i?)r 


/ e 


ck 




0 


0 


温度 7 Xr ，（） 为 


— (r—R) /^a {t—t *) 


R ( T X - T 0 )( r - R)r 

2 ar v ^ k " 


,? 


ck 


T ( r , t ) = T 0 + 


3/2 


(t — t f ) 


0 


若令 


(r — R ) 2 
Aa 2 (t — t f ) 


x 


则得 


2^(^ - T 0 ) 


dx 


T ( r ， t ) = T 0 + 


—x 


(7) 


e 


ix-RVta^T 


n 


(2) 当 f—oo 极限下，式 (7) 积分 


7 t 


2 


dx = 


一： r 


e 


o 


则有 


R 


T ( r，t 


)= T 0 + ( T 2 - T 0 ) - 


—► OO 


所以: ra ^ ocOzT ^ TXc ^ o ^ zTV 这正是我们所期待的稳定解的边界条件. 

5. 15 —房子的墙由水泥、砖和木板三种材料连成的平行层组成，各层的厚度分别为 
2 cm 、23 cm 和 lcm , 它们的导热系数分别为 0. 29 W/m • C ， 2. 5 W/m • ° C 和 

0. 17 W/m - ' C . 如果室内空气温度为 20° C ，室外大气温度为 一5° C ，求每分钟通过每平方 
米的热量为多少？ 


设水泥与砖和砖与木板交界面上的温度分别为〃和，室温 f 2 = 20" C ，大气温度 
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5 °C， 墙的剖面的示意图表示在图 5 . 5 . 

由热量传递的连续性知，通过垂直墙面的热流 9 (即单位时间 
内垂直通过墙面的热量)处处相等.由热传导的傅里叶定律得 






砖 木板 


VT 


K 


因此，对水泥、砖和木板三层分别有 


6 — t 


q = ^\ 




& ~Q 


Q = 


d 2 


h ~& 


q = h 


^3 


d x 


d 一 


=Q~ 




d 


8’ — d = 


q — 


K 


d . 


h 一 ❹ f = q 


忙 3 


式相加，得 


I ^2 I ^3 


亡2 — (1=9 


《1 


允2 


允 3 


由此解得 


I 


d x , do d 


q= (t 2 — t x ) 


= 114 W/m 2 = 6 * 82 X 10 3 J/m 


in 


I Ml 


扣 i 


ac 2 


K 


即每分钟通过每平方米的墙面流出的热量为 6 . 82 X 10 3 J. 

a) 不计黏性和热传导，流体中的微扰动以未受衰减的声波形式传播.已知 

户^/^/^^八其中^为压力^为密度，^为熵，求声速表达式； 

( 2 ) 作为这种流体的一个例子，考虑自旋^•，质量为 m 的无相互作用粒子组成的流 

体，处于绝对零度了 = 0 K， 求声速 

解 （ 1 ) 流体力学的连续方程和动量方程为 

+ V • (j° v ) = 0 


16 


2 


v s 




Bt 


8 


) + («;• W)(pv ) + V /> = 0 

静态时 :t; = 0 ，^。，户。.存在微扰时， t;' ，^=/ 9 。+〆 ，P = po + p ’• 在运算中只计入微扰的一阶 
项，有 




t 


+ z°o ▽ 


0 


v 






At 


外字+ ▽ 〆 = 0 


所以 
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B 2 p f 


= vV = v 2 [( |)/]=( |) 


▽ V 


P 


dt 2 


^= dv 2 〆 比较知 


与波动方程 






(注: 上面作了微扰对流体的压缩是绝热的这个假设. 一 般来说，传导可忽略，绝热近 

似是合理的）. 


( 2 ) t = ok 时，自旋 f 的费米气有 

, 2 Nmo 2 h 2 ( 3N 

7 } - - — - • - -- 

F r TZ 5 2m l 8nV 


2/3 


N h 2 3 


P 


V 


5m 2 1 


所以， 


1/3 


1 h 3N 


v 


8 ttV 


5 - 17 有一圆柱形容器，截面为 Z ， 其一端封闭另一端与一活塞相连（图 5. 6) .设 t = 

0时刻体系达到平衡，压力为力。，密度为内，充有气体的圆柱长为此时外界作用在活塞 
上的力为 f 0 = 

如果 t >0 时使外界作用在活塞上的力为 / G ) 

focos<ot 随时间做余弦变化，这将引起活寒的徽小运动和 

气体内部的 扰动. 假设活塞充质量，与#壁无摩擦，气体无 
黏性•设 c 为气体中的声速，试求活塞的运动速度 V Q ). 

把气体看作理想流体，此时它有宏观运动.以平 
衡点为原点取坐标系（图 5 _ 6) .设气体的宏观运动速度为 

气体中的压强为 pix ， t 、. 由于活塞的位移很小，我 

们可近似在区域中求解 dCxJ ) 和 pU ， t )， 并认为 v ( t )= v (0, t ). 边界条件 p (0, 
t )=/( t )/ A , v ( L , O ^0. 由于/⑴是余弦变化的，频率为 o >， 所以由此所引起的 z ；( a ：，0 和 

/>( U ) 必然是一个频率为 w ， 彼矢为 子的波动.事实上， t ；( U ) 和都满足传播 
速度为 C 的波动方程.可记 




活塞 


图 5. 6 


f(t) = Refoe 1 

p = Re />( j ：) e l 


Re^(x)e ! 


则由 f 的边界条件知 


fo 


p(jo) —coska: + Asin 々 ^r(A 待定 ) 


另一方面，流体的宏观运动满足 Euler 方程 








Bx 


式中，外为平均密度，所以， 
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ik 


v^-^-P^nk^Xcoskx) 


fo 


式中， = 再利用边界条件 t ( L ) = 0, 得 A = p 0 tankL , 


A 


ik 


o)L 


1 Po 


故 


v(x) I 


= ^ tankL = 


tan — 


Po 


c 


tan ^ sin „ 


户 0 


v(t) = Re(t;(0)e , 祕） =- 

5. 18 —根细长金属棒以它纵向振荡的基模振动，问在什么样的频率范围内振荡趋 
向于等温振动?取棒的杨氏模量 Y ^ lC ^ Mgn / cm 2 , 密度 ( O =10 g / cm 3 ，热导率 / c = lcal/cm * 

5 • K 和比热容 c = 0, lcal/g • K. 

假设在任何时候振荡的压缩中心的温度比稀疏中心的温度高 AT , 这两点间相 
距 V ， A 为振荡的波长 • 设 r 为振荡的周期，则由热传导从波峰到波谷流过的热量 


cPo 


A 


AT 


Qv = 


A 


A /2'- 2 

另一方面，使这段金属棒的温度增加 AT 所需的热量 


Q = pA 


cAT 


2 


其中乂为棒的截面积.如果振荡的热流足够大，在 y 时间内能使棒的温度均化，也即要求 

a » Q ， 则振荡趋向于等温振荡，因此振荡是等温振荡的条件是 

k 》 pA^cAT/2 


振荡频率/=士，则上述不等式可表示为 




由弹性力学知，纵波的波速 


y 


p 


式中 Y 为棒的杨氏模量，波速 t ；、 频率/和波长 A 三者关系为 


Y 


fX = 


P 


把上述关系代入不等式，消去波长》，则得 


Yc 


/ ^> ~ = 5 X 10 10 s— 1 

2k 

也即当纵向振荡的基频/ »5 X 10 lo /s 时，振荡可认为是等温的. 

根长为 2 m 、 截面积为 10 -W 的管子里贮有标准状态下的 C 0 2 气体，其中 
一半的 C 0 2 气体分子含放射性同位素 I 4 C . 在£ = 0时，放射性气体分子数密度从管子左端沿 

着管子均勻地减少，到右边管口减少到零。已知 C o 2 分子的有效直径 d = 3 . 67 X 10 


1 


且 


10 


m 
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(1) 开始时放射性气体的密度梯度是多少？ 

(2) 开始时，每秒有多少个放射性分子通过管子中点的截面从左向右移动？ 

( 3 ) 开始时，每秒有多少个放射性分子通过管子中点的截面从右向左移动？ 

(4) 开始时，每秒通过管子横截面扩散的放射性气体有多少克？ 

在标准状态下 C 0 2 气体分子的数密度为 7 io = 2. 69 X 10 25 / m 3 . 

(1) 开始时放射性 C 0 2 分子的数密度 nCr ) 从左端的叫线性减少到右端为0,所以 

n(x) = 


x 


•#« 

1 — T 


n 


o 


故放射性 co 2 气体分子的密度梯度 

dp a dn 

dr N a dx N a l 

式中 ^ = 46 X 10- 3 kg / mol,^/ A = 6. 02 X 10 23 /mol 为阿伏伽德罗常数. 

(2) 开始时，每秒通过管子中点的截面从左向右的放射性分子数 


JL n o 


1. 03 kg/m 


4 




dN , 


ivAS 


—n 


dt 


l 


— 8 


为 C 0 2 分子的平均自由程，式中; ^ 是 


= 6* 21 X 10 


亡一 A 处的放射性 


Fill 


X = 


^/~2 nd 

分子数密度，其值为 


2 


^0 




«i 一 义 


n 0 


1 + 


dx 


1/2 


所以 


dN x 


2 A 


打 0 / SRT An\^ J ^ " 

~ r ~^> i 十 ~r 


2 A 


d 广 ㈣ 1 + 


12 


7tjU 


= 7.94 X 10 22 + 4. 94 X 10 


15 


1 


22 


-1 


〜 7. 94 X 10 

( 3 ) 开始时，每秒通过管子中点的横截面从右到左的分子数 


S 


S 


dJV 


8RT 


n 2 vAS = —n 0 vAS 1 —— 


A5 1 - 


~n 


ck 


o 


12 


12 


nju 


= 7. 94 X 10 22 — 4* 94 X 10 


15 


— 1 


22 


-1 


〜 7. 94 X 10 


s 


s 


式中〜 〜孕 1— 


是 


Y + A 处的放射性分子数密度. 

(4) 开始时，每秒通过管子横截面扩散的放射性气体的质量 

dM fx I dN, dN 2 

= N A \^dT ~ — 

式中 4 为放射性 C 0 2 气体的摩尔分子量, iV A 为阿伏伽德罗常数 . dM / dz 还可以用扩散 
的菲克定律来计算.由菲克定律得 


x = 




~iv ： 3f A5 = 7 - 55X10 


一 10 


kg/s 




ck 


dM 




A 5 = 7. 55 X 10 


—10 


kg/s 




dt 


dx 


3 IN 


A 


式中 ， D=;v A 为气体的扩散系数. 

一 刚性小球在黏性流体中运动，受到的阻力 / 只与流体的黏度 7 、小球的运动 


20 
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攀 


速度 I 及小球的半径 r 有关.试用量纲分析法证明 :/= A 7 t ^， 其中 A 为无量纲的比例系 


数 


黏性流体的黏性力由牛顿定律给出 


dr; 


f = v^s 


所以，黏度7的量纲为 


[ Az ] 1 

[加] [ Ks ] 


W = [/] 

因/只与有关，则它可表示为 


= Mn 1 


/ = Arj a v p r $ 


A 是无量纲系数，指数待定，由等式两边的量纲相等有 

[/] = MLT- 2 = MWlrJ = M a T~ a ~^L 


+彡+占 


一 a 


由此得 


— /3 


— 2和 一 a + y ?-(-《= 1 


1,- 


a — 


a 




由此解得 


=^ = S = 1 

/ = A^jvr 

斯托克斯求出比例系数所以半径为 r 的小球以速度 P 在黏性流体中运动所 

受的阻力/= Grnjvr . 


a 


5 - 21 旋转圆筒黏度计是测量气体黏度的仪器，其构 
造 如下: 在半径分别为 a 和 6( a <6) ，长度为 L 的两个同心 

圆筒之间盛满黏度为7的待测气体，将内筒用石英丝 M 悬 

挂着，石英丝的扭力常数为外筒以角速度 o > 绕轴旋转. 

如图 5. 7 所示. 内筒由于气体的黏性而扭转，并由石英丝的 

扭转力矩作用而 静止. 实验测得石英丝的扭转角为％求圆 
筒之间气体的黏度 7 . 

解 在内外圆筒之间考虑半径为 r 的一圆柱侧面的气 
体所受的力，按牛顿黏度定律,圆筒侧面气体所受的切向压 


dr ； 


P(r) = 7 ^ 


切向力 


F(r) — 2nrLp(r) = 2 丌营 


气体所受到的黏性力矩 


dv 


G = rF(r) = 2nL^r 2 

黏性力矩 G 作用在内筒上，与石英丝作用在内筒上的扭转力矩 Df 大小相等(方向相反）, 

从而使内筒静止.由此得到 
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畢 


dv 


G = D<p= 2nLiJr 2 恙 


或 


D<p dr 


dv = 


2 ^Lrj 


上式对 r 从 a 到 r 积分，则 t ； 的上下限分别为 0 和 v ( r ) 9 ^ 

gjp r dr 

2 丌 r 2 


v(r) 


di — 


0 


完成积分得 


D<p j 1 1 

I 

2 nLr }\ a r I 


= D( P 

~ ZnaLrj 


a 


v ( r )= 


1 —— 


在外筒壁附近流体层的线速度1(6)=岫，代入上式得 


R ? 

2naLrj 


a 


Ct }^} ~ 


1 - 亍 


b 


因此，气体黏度 


a 


1 - 亍 


7 j = 


2nabLw 


2 nab 2 La > 


b 


在 r 处气体切向运动的速度 V ( r ) 及它的梯度^分别为 

D<P 

2 %aDq 


cob 2 


a 


a 


v(r )= 


1 -二 


1 — 二 




— a 


dv 


ab 2 < o 丄 

dr b — a r 2 


如果两圆筒的半径很接近，即 b—a = 8《 a . 则得 


D<p8 


7 ^ 


2 丌 a 3 La> 


dv 


b(o 


=常数 


dr^ b- 


a 


长金属管的内外半径分别为 a 和载有电流厂管材的电导率为〃，热导率 
为^管的外表面是绝热的，管的内表面用不导电的冷却液体维持在温度 T 。 上，.求当达到 


5 22 


稳定态时 


a ) 管壁内 温度的径向分布； 

(2) 管的外表面的温度. 

(1) 在金属管上取单位长度一段, A / = l ， 单位时间内，从半径为 r ( a < r < 幻的管 


的侧 面流过 的热量 Q 由傅里叶定律给出 


dr 


Q= — K2nrAl —r~ 


( 1 ) 


dr 


当达到稳定态时，单位时间内通过半径为 r 的侧面向内壁流动的热量等于从半径 
mt 的管内电流所做功的功率，即 


M 


. 2 Av(r) 


Q= / 2 (r)/?(r) = [j^4(r>] 


(2) 


(jA(r) 


a 
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其中7 = W6 2 —a 2 ) 为管壁内的电流密度， A(r) 
是单位长度的半径从 r 到外壁6的这一部分管的体积. 

由式（1)、（2)相等，得 


ib z — r z ) ^ Av ( r ) = A ( r)Al — iz ( b 2 — r 2 ) 


n 




dT = — 


dr 


(3) 


2fC(T 


对式 (3) 从 a 到 r 积分，得 


T(r)= T 0 


b 2 ln 


— ~(r 2 — a 2 ) 




2fC(y 


a 


I 2 


■ 

b 2 ln 


r 


= T 


— ~^ r ( r 2 — a 2 ) 


(4) 


0 


2 丌 2 /ca(6 2 — a 2 ) 2 


a 


(2) 在式 (4) 中取 r = 6, 得管的外表面的温度 


I 2 


b 2 \n 

I 


b 


T ( b ) = T 0 

一容器被隔板分成两部分，两边充有温度为 T、 摩尔质量为；《的同种气体，气 
体的压强和分子数密度分别为/和 p 2 . n 2 . 若在隔板上开一面积为 A 的小孔，孔的线 
度小于气体分子的平均自由程 • 试证明每秒通过小孔的气体质量为 


- a 2 ) 








2 n 2 Ka ( b 2 — a 2 ) 2 


a 


3 


M = 


A{px — p 2 ) 


2 nkT 


设 pi>p 


由于分子平均自由程】所以隔板两边的气体均处于平衡态，每秒通过小 
孔 A 从I室流向I室的分子数为 


(/i - r 2 )A 


— { n x v x — n 2 v 2 )A 


Jn 




琴 ■■■ 


4 


代入得 




由 


n ~ 


V\~V 2 = 


kT ， 


KJU 




l 


JN = 


4 kT 


KfJL 


每秒流过小孔 A 的气体的质量 


~： Aip , - p 2 ) 


m 


Af = 




(/ ) i ~ pt) 


mj N = 




4 kT 


nju 
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6. 1在城市街区的 A 处住着一位年轻人，5处住着他的女友. B 在 A 的东边 m 个街 
区，在 A 的北边《个街区，如图 6. 1. 年轻人步行到他女友住处，所走路线总是一步一步更 
接近她，从不走回头路.试问年轻人从 A 到 B 有多少种不同的行走路线？ 

在每一个拐角处，年轻人都可向东 ( e ) 或向北 ( n ) 走 . e 与 n 的个数分别为 m 和 

， e ) 给定.例如，图 6. 1中所示的路线 
n ) 对应.这种序列的个数为 ( m + w )! / m ! 这也就是我们所求 


因此，一个特定的路线可用一个系列 ( n ， 

与序列 ( e ， 

的可能的行走路线的个数. 

6.2 —节电池可处在正常态或失效态，处在正常 
态的概率为/>.设正常电池的电动势为 e , 失效电池的电 
动势为 0.有 N 节电池与一电阻串联，试求电阻消耗的 
平均功率. 


n , e , n , 


n 




me ,e ， 


解法 一：一 个电池处在正常态的概率为/>，处 
在失效态的概率为9 = 故电池组有《个电池处在 
正常态的概率为 


N\ 


N—n 


P (n)= 


P n q 


( 1 ) 


n! • (N — n)\ 


图 6.1 


式 （1) 是二项式分布,如果电池组有 n 个电池处在正常 
态，则电池组的电动势由式(1)，电池组电动势的平方的平均值为 


2:= 〆 尸(一 2 2 

I a r a ^ 


N 


E 2 = e 


N- 


2 


P n q 


n 


n 


n ! {N — n ) ! 


7*^0 


N 


N-n 


P n q 


( 2 ) 


=£ 


n ] (N — n) ! 


n 






3 


= Npe 2 ^Lp(p + ^)^ 1 ] 

电阻尺上消耗的功率•由 （2) 式，我们可得 

p 1 

JL - n 


(Npe) 


N 




Np 


) (Npe) 


(3) 


Np 


解法 二：电 池及电池组的电动势 ei 与£都是随机变量 . q 以概率取值 e ， 以概率 
1- P 取值⑴由电池的统计独立性，电池组电动势的平均值为我们还有 


q 


_ _ 


(E — EY= N (£! — e^ 2 — N(e\ — el) = N\^pe z — (/>e) 2 ] 


(4) 


利用式 (4)， 我们可得 


E z = (E - E) 2 + E 2 = Nipt 2 - (/>e) 2 ] + {Npe) 2 - 


(Npe) 2 (5) 


1 


Np 
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式 (5) 与式 (2) 给出的结果相同.因而，由式(5)，我们同样得到式 (3). 

6.3 已知质量 m ， 弹性常 数为々 的经典谐振子具有总能量£，但其初始时刻是不确 
定的.求出概率密度函数/>&)，其中 P ( x)dx 为在 Cr ^+ dr ) 区域找到质量 m 的概率. 

由能量守恒，有冬/ 2 =夺0： 2 +^： 2 ，其中/为振幅.因而周期： T 为 


d ^: 


T = 2 


= 2 丌 


k 


2E — kx 2 


速度 i — dr / ck ， 因而概率为 


2dt 2 


p(x)dx = — 


dx 


T T\2E~ kx 2 


这样 


k 


= 


2E - kx 2 

假设有“红”、“绿”两种细菌，每个细菌都以“一分为二”的方式进行无性繁殖，繁 
殖时间为1小时.除了“红”、“绿”外两种细菌无任何 差异. 现有5000个红细菌和5000个 

绿细菌生存并繁殖，由于引入了食菌物，细菌的总数保持在10000个，食菌物无选择性随 
机地食取红细菌和绿绚菌. 

(1) 经过很长的时间后，红细菌数目的概率分布如何？ 

(2) 经过多长的时间才能实现？ 

(3) 如果食菌物以 1 K 的泷 越选择性食取红细菌， （1),(2) 的结果有何变化？ 

(1) 经过很长的时闾，妬果无食菌物的话，缌菌总数会达到一个很大的数目 N > 

10000. 食菌物无规吞食的结果 >和认 W 个细菌中选出 n -10000 个继续生存是一样的.由 

于#》”，所以每次挑选，得到“红”或“绿”的概率都相同.共有2” 种挑法，而得到撕个红 
细菌的挑法有 CT ， 故红细菌的概率分布为 


7T 


« 


m = 0 ， 1 ，…，” 


2 n m\Cn — m) ! f 


(2) 由取 AVn = 100, 可得 £ 约为 6 到 7 个小时. 

( 3 ) 如果红细菌以(含 +/> j 的概率被吞食，绿细菌以 ( 的概率被吞食，则 a ) 中 


的结果为 


C ： + p 


^ ~ P 


17 ^ P 


^ ~ P 


ml(n — m)l\ 2 


a=l _/?，p 


(2) 的结果不变. 


原子初始位于晶格常数为 a 的一维晶格 
中的某一特定位置，每隔 r 秒，原子从一个位置跃迁到 
最邻近的位置（图 6.2), 向右的概率为 h 向左的概率 


5 


， _ 


0 


为 


1-P 


q 




图 6. 2 
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(1) 计算在 t = A ^时刻，原子的平均位置其中 

(2) 计算£时刻关于平均位置的方均偏差 Cr — 王) 2 . 

(1) 选择原子初始位置为原点 1 = 0. x 轴方向向右, 


N 


N 


2 


3 


2 


N-n 


N-n 


(2n — N)ap n q 


—Na 


= 2ap Vp 


p n q 


X = 


\(N — n) l 


UN-n)\ 


n 


n 


rt = 0 


3 


N 


^ a P H (户 + 9) 


Na = Na(p — q) 




3/) 


N 


N\ 


s 


N-n 


( 2h 一 p n q 


( 2 ) 


x 


n ! (N 一 n) \ 

^\2 

= ^ a 2 p z ^ pip + q) N — MN —\) a z p ^( p ~\- q ) N + N 2 a 2 
^Na 2 l(N-l)(p-q ) 2 + l^ 


n = 0 


3 


故 


(x — x) 2 = x 2 —x 2 = ANa z pq 


考虑一个醉汉 • 他从一个路灯处开始行走，每一步走 L 长的距离，每一步的方 

向随机地取东西南北四个方向之一.现问醉汉在走了三步以后仍处于以路灯为中心、半径 
为 2 L 的圆内的概率是 多少？ 




醉汉总共有 4 X 4 X 4 = 64 种走法，其中，走出圆外的走法有 两类： 

( i ) 走 直线； 

( ii ) 两步朝前 ，一 步横走，且分别有 Ci = 4 和 C ! • • C 〗 = 24 种. 所以三步以后仍在 

圆内的概率为 


4 + 24 9 


p = I — 


64 


16 


6 . 7 在一个边长为 L 的立方体盒子中，粒子能量为 eG 2)= w / iV 2 mL 2 , 式中 / i 是普朗 

克常量,;量子数 

e (”) 所含的量子态(^,心，％)及简并度 gin ). 

一个数组( I ，〜，〜)对应一个量子态.由 n = nl-\-n z y + n 2 e 可得，对给定的《 

2,3, 4 能级”所含的量子态及能级《的简并度 gGO 如表 6. 1 所示： 


= 0,士1，士 2，*“. 试给出当 w = 0,1，2,3,4时能级 


打: r 、打 y 




0，1， 




6 拳 1 




士 


士 1 


士 1 


士 1 


士 2 


土 2 
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在二维各向同性谐振子势中，振动频率& = ^ 

+〜，量子数 


粒子能量为 t { n ')= t 0 J rnhy ^ 

试证能级的简并度 








式中，£。= /^，/1是普朗克常量， 


= 0，1，2， 


n = n 


n x yn 


* • • 


X 


y 






在二维各向同性谐振子势中，振动频率粒子能量为 


e ( n )= € 0 ~h k ( n x p x - f - n y u y } = £ 0 + nhv 


( 1 ) 


式中，6。= /^， A 是普朗克常量，= 


+ n y 


( 2 ) 


n 


n 


X 


对任一个给定的 n ， n x 可取的值 m = 0， l ， …，; 2 ;—共有 n + 1 个可取值.当〜取值 w 时， 

完全 确定. 因此，能级 e ( n ) 的简并度为 


n y = n — m 


g ( n ) = w + 1 

在三维各向同性谐振子势中，振动频率 

式中 e 0 = 3 W 2,/ i 是普朗克常量， 

简并度 g ( n ) = (n + l )( n -\~2)/2. 

解在三维各向同性谐振子势中，粒子能量 

e ( n )= e 0 + + 

式中 fe 0 ^3 hv /2 fP = u x = v y = u z 9 h 是普朗克常量， 


(3) 


粒子能量 e ( n ) = eo + w / u ^> 

+〜+〜，量子数〜，〜，〜= 0，1，2，"_.试证能级的 


^x~^y = K = ^ 


争 




n = n 


X 


+ n z v z ) = e 0 + wAv 


( 1 ) 


打 yVy 


Wx + 〜+ 


( 2 ) 


n 


n 






对任一个给定的 

可取值0,1,2, 

全确定.于是，对任一个给定的 n ， 与 


可取的值 
w ;—共有 


一共有 n + 1 个可取值.当〜取值 m 时 ， W 
+ 1个可取值.当 I 和& 取定后 


0，1, 


n f n 


m 




■ • _ 


，打； 


.r 




兀 


# • # 




n — m 


jti z = n 一 n x _ n 


y 


对应，取值的方式数分别为 〃 + i ，〜 
，1. 这些正好构成一个等差级数 ♦ 这个级数的和就是能级 e ( n ) 的简并度.因此，能 


0，1， 




• • • 


fTl 


H — 1， 


* 參 • 


级 eU ) 的简并度 


O + l)(n + 2) 


g(n ) = 

一般而言， 5 维各向同性谐振子的能量为 e ( n)=€o + nAv , 式中,£。=咖/2，/1是普朗克 

常数， v 是振动频率，量子数 n = n x -\- n y J rn z -\- 

g(n) = (n+s~l)\ / [n\ • G— 1 )!]。 

6 . 10 在三维轴对称谐振子势中 , v r = v x — v y 为径向振动频率为轴向振动频率.试 
证:若 w / v : = m r / m ,， 式中和;^为两个彼此没有公因子的正整数，则粒子能量为 


(3) 


能级的简并度 


0，1， 


•攀 • 




■■翁 - 


畢•聿 


o 


Jl 


Jz 


= £o + 


+ ；3 E 


s 


m 


z 


式中 €o = / i(h + p ，+ pJ /2 ，/i 是普朗克常量， 

E s = m r hv 


—1= 0, 1，2 ，…， 


z 


能级 eGAA ) 的简并度为 


=m 


z 


z 


)3()3 + 1) 


m 


《（）1，）2，）3) = (A + 1)()3 + 1) + 


z 


在三维谐振子势中，粒子能量为 


e = €： 0 + h { n x v x -f n y v y + n z v z ) 


(1) 


式中 ， eo = / i(^r + b + iO /2，/ i 是普朗克常量， j ^， b ， ^为振动频率，量子数 


取值零 


n x jriyjn 


Z 
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或正整数.在轴对称谐振子势中， = ^ = b 为径向振动频率，为轴向振动频率.已知 W / 

/ m ,， 式中％和;^为两个彼此没有公因子的正整数.我们令 


— i \ m z + ix ^ n y — iz 


+ / 2 ，式中 ti f 22 fI 3 = 0 A j 2 j 


n 


X 


z 


1，则式 （1) 


，并且0<纟1，2 2<叫£： — 1，3^ 


#畢_ 




r 


化为 


A 1 A 


e ( h ， j 2， h ) = e 0 + 


+ )3 瓦 


( 2 ) 


m 


m 


z 


式中 =/ 3 ^ w r — 1 — \，£ 5 = w r / u ^ = mAiv ; 如果 1 ，则 ,72 = 21 + 

4，并且）3 =，’1+/ ： 2+?’3;如果 jz = i\-\-i 

在前一种情形，关于 j 2 和 ）3 的简并度分别为君 2 ( j 2 ) = ; + 1和心(上 ） = 0‘ 3 + 1 ) (h + 2 ) / 
2;在后一种情形，关于 ）2 和 ）3 的简并度分别为 J 2— 1和 ^ 3 ( 73 )— ^3(^3 + 1)/ 

2•取 尽 2()2=叫一1)=发;()3 = 0)=0,则单粒子能级五 (乂， ) 2 ,_/ 3 )的简并度 g = g 2( j 2 ) g 3 Os ) 

+ A ( j 2 ) A ( j 3) .我们可得 


并且 >3 = ^+^2+^3 + 1 


t—rn z . 


^7*3 (>3 + 1) 


尽 （ Jl ，）2，）3) = ()2 + 1)()3 + 1) + 


(3) 


由式（3)，能级的简并度与）！的取值无关；如果夂=义= 0,则 g = l . 因此，一共有个非 

简并能级.如果 


1，贝!! >! ^： Q , u r = u z = v . 这时，令 + 则式 （2) 约 


m T = m 




Z 


化为 


s ( n ) = e 0 + nhv 


(4) 


式 ( 3 ) 约化为 


(n + l)(n + 2) 


g(n 


(5) 


式 U ) 和式( 5 )正好是三维各向同性谐振子势中的粒子能量及能级简并度的表达式. 

在三维各向异性谐振子势中，粒子具有简并能级吗？为什么. 

在三维各向异性谐振子势中，粒子应当具有简并能级.理由 如下: 在三维各向异 
性谐振子势中，粒子能量为 


11 


e = e 0 + h ( n x v x + n y u y + n z u z ) 


( 1 ) 


式中，€：。=办(匕十〜十为振动频率， 

一 般而言均取有限值，它们都是有理数.我们有 


为零或正整数， A 是普朗克常量 


竹 X 》打 y ，行 


Z 


( 2 ) 






V 


m 


m 


: y 


Z 


X 


y 


z 


式中 


为彼此没有公因子的正整数.我们可令 


V，V 是一^ 
+4 ， 式中 G “2 ， “ = 0 ， 1 ， 


Tytj* f TT2 ^ f 


Wi 


^x — m x p f Vy = m y u f p z — 


z 


z 


个正数.我们再令 
2,…，并且 


十 艺‘1 ， n 

1 ， 0^iz^m z m x — 1 ， 0 ^^^ 

£ = €(龙1 “2，龙3，打） 


+ 


n 


~ttm z 


m 


t 2 jn z = t 3 m 


X 


y 




X 


X 


y 


一 1 ，则式 ( 1 ) 化为 


m 




m 


m 


y 


z 


X 


y 


(3) 


“ + m z t 3 )hu + 


m z hu 


n 


y 


X 


y 


式中, 


=h + t 2 + ^3 


(4) 


n 


由式 (3) 与式 (4) ，关于 6，/ 2 和^单粒子能级具有简并度 

(n + l)(n + 2) 


gin) = 


(5) 
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因此，在振动频率 

(5) 给定的简并度.对任一实际的谐振子势，式 (2) 总是成立的.因此，在三维各向异性谐振 
子势中，粒子具有简并能级. 


的各向异性谐振子势中，粒子能级至少具有式 




m 


X 


两能级体系——熵、分布函数、负温度 




6. 12 一个体系由 N(N^>1) 个近独立粒子 构成. 每个粒子的能量只能取两个值 

ei ==0 和 £ 2 = e >0. 在能级 e : 和 e 2 上的粒子数分别为和 iy 2 . 

(1) 求体系的熵 

(2) 求体系温度 r 与体系能量 五的函 数关系，当取什么值时，: t < ok ; 

(3) 当负温度体系与正温度体系接触时，热流的方向是什么？为什么？ 

解 （1) 体系的熵.对任一给定的分布，如果满足条件 

+ N 2 = N 


( 1 ) 


+ N 2 e 2 = N z e = E 


( 2 ) 


则体系的状态数为 


Nl 


W = 


(3) 


N'l • N 2 l 


假定 A ^， Wi ， A ^》 l ， 可以利用 Stirling 近似 : ln : r ! 
曼公式 S = klnW 可得，体系的嫡为 


(\njo~l). 利用式(3)，由摘的玻尔兹 




X 


S = k(N\nN — N^nNi — N 2 hiN 

由式 （1) 和式(2)，有这样，我们可把式 (4) 改写为 

E, E 


(4) 


E 


E 


S = k N\nN - N - — \\n\ N -— 


(5) 


e 


£ 


£ 


e 


(2) 体系具有负温度的 条件. 令了和 f ； 分别为体系的温度与内能.按热力学理论，我 


们有 


as 


T~ l = 


( 6 ) 




在式( 5 )中，取丑后，把式 (5) 代入式 （6), 我们得到 


e 


e 


T= 


(7) 


k\n{Ns/U — 1 ) k\n(Ni/N 2 ) 

由式( 7 )，当髙能级的粒子数多于低能级的粒子数时，或当 N ^ N - N 2 < N /2 或 

n 2 = n ~ n 1 > n /2 时，： t < ok , 即体系具有负温度. . 

( 3 )热流方向.按熵增加原理，当一个孤立体系趋向热 平衡时 ，体系的熵不减少.假定 
体系1的温度为负，:7^<0;体系 2 的温度为正, r 2 >0 K . 如果热量从体系2流向体系 
即 QiXnC ^ CO , 则两个体系总的撕增加量 A5 = Q 1 / r 1 + Q 2 / T 2 < 0 . 这不可能是真的.显 

然，如果热量从体系1流向体系2,则 A 5>0. 这是允 许的. 因此，热量必定是从负温度体 
系流向正温度体系.这意味着负温度体系的温度更 “高” ，它具有更多能量. 

一 粒子数 AT 很大的定域粒子系，处在外磁场好中.每个粒子的自旋为士.求 


1， 


13 
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体系的状态数与总自旋的2分量 M 的函数关系，并确定体系状态数最大时的 M s 值. 

每个粒子的自旋有两种可能的取 向：士 和一士.设有 7 V t 个自旋为+的粒子，其 


自旋取向与#平行，个自旋为一士的粒子，其自旋取向与开反平行，则体系总自旋为 


N 


N 


M s = f (7V t —iV+) •由 N>+N 、 =N ， 有 N 气 


M s ，体系的状态数为 








■ M 

办 I "■■■ 


N, \N, I 


由斯特令公式可得 


N\ 


lni7 — In 


NhiN - N ， \nN ， 一 N^lnN 






N\nN - N^\nN f - (N - A^ t )\n(N 




由 


^nD 


InA% + ln(N — N^ )=0 




BN 


N 


可求得 7 V t ，即 M s = 0 时体系的状态数最大. 


给出熵的玻尔兹曼统计定义，简明地阐述其物理意义 .一 两能级系统,能量分 

且 ni 十 n 2 = N 、系统与一温度为 T 的热库接 


别为 A 、 私(&>&)，粒子数分别为 

触 • n 2 ^ n 2 — l ，” i—«i + l ，就 ni 》 l ， n 2 》 l ，求下面系统的 摘变： 

(1) 这两能级系统； 

(2) 热库； 

(3) 从（1)、（2)求出 njn z 的玻尔兹曼分布. 

熵其中为系统的微观状态数.其物理意义 是:熵 是系统混乱度的度量 

(1) 两能级系统的熵变 


n\ ， n 2 . 


AiSi — k\n 


— k\n 


( W 2 — 1) ] («! + 1)1 


rixlnzl 


n 2 


— ^ln ~ 


= 是 In 


+ 1 — 




(2 ) 热库的熵变 


^2 - 


AS 


T 


(3) 由 A ^ + A ^ tO , 得 


E 2 — E \ 


n z 


—— exp 


kT 


n \ 


考虑一系统，它由 AKiV 》 l ) 个可分辨，不能自由运动，无相互作用的原子组 
成. 每个原子可以占据两个非简并能级 :0, e >0，£ W 为每个原子的平均能量. 

(1) £/ iV 的最大可能值是多少？系统不一定处于热平衡态•如果系统处于热平衡(当 
然是正温度范围内） ，£/ iV 可达到的最大值是 多少？ 
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(2) 在热平衡下 ，由五 /7 V 来计算每个原子的熵 

(1) 系统不一定处于热平衡态时 ，£/ W 的最大可能值为 q 系统在正温度下处于 
热平衡态时， £/ N 的最大可达到值为 e /2, 对应 : T 

(2) 平均能量为 E / N 时，有 £/ e 个粒子处于能量为 e 的态，这时微观态数为 


N\ 


n = 


E 


E 


! - — I 


e 


e 


熵 


N\ 


S 是 In 


E 


E 


\ N - — } 


e 


e 


E 


E 


若亍》1， TV —今》1，有 


e 


e 


S 


叫 n 互— 


1 - N 


E 


N 


N 


N 


e 


e 


^ i n ^ I I t 

=k \ Ne ln "Y + t 1 - ~ ln 


E 


Ne 


E 


1 — 

I ■ 

丄 v r 


Ne 


个无相互作用的 W 粒子系统，每个粒子的位置固定并具有磁矩仏把这系 

统放入磁场 H 中，每个粒子将处于£=0或 E = 2 fiH 的能级上.粒子看作是可区 分的. 

(1) 体系的熵可表示为 


16 


*S = 々 lnf3(£) 

式中，々为玻尔兹曼常量，£为体系的总能量.解释五)的物理意义. 

(2) 把5用占据在上能级上的粒子数”来表达，并粗略地画出 SCw ) 的图像 

(3) 用一个积分近似计算 lmi ! ，从而导出 Stirling 公式 

(« 很大） 

U ) 利用 （3) 的结果重新表达 (2) 的结果.求函数 S 00 的极值点. 

(5) 把五看 作连续变量，证明体系可以具有负温度. 

( 6 ) 为什么这里可以出现负温度而盒子中的气体系统则不能 

(1) D (£) 是能量为五时系统所有可能的微观状态数. 


Inn ] ^ nlnn — 


n 


? 


0 ^ ^ Ne ， e = 


(2) 由于粒子是可区分的，所以 


N\ 


fl = 


n\ (N — n) ! 


5 = 々 In 


= S(n) 


n ] {N — n) I 


故 


S (n = 0) = S(n = N) 

我们预期(将在下面证明出现在 n = N/2 处. GO 的图像如图 


0 




6晕3 


n 


n 




(3) 


\rm ] 


\nxda: = n\nn — n-\-l^nlnn — 


O 很大) 


n 
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5 


N 


n 


nln N^~n 




(4) 






k 


N — n 


由 


dS 


N 


n 


— 1 — Inn — 


十 \ n{N — n ) = 0 


dn N - 


N — 


n 


n 


当 n = N /2 时 


max 


(5) 因为£ =邮，故 E = ^Ne 时， S = H E > Ne /2 时， _<0. 因为士 = ■，所以 


E>jNe 时，: T < OK . 

(6) 根本原因在于这里单粒子能级是有界的，对于气体体系，其单粒子能级没有上 
界，从而熵 是五的 单调上升函数，不会出现负温度. 

从能量的角度来看，我们可以说负温度系统比任何正温度系统更“热 




V 


S{n) 


T 


n 


nil 


N 


图 6* 3 


图 6.4 


6. 17在磁场中，一理想顺磁体的熵近似表为 

S = S 0 - CU 2 

式中， U 为自旋系统的能量，当系统的力学参量固定时，(:为常数. 

(1) 由温度的定义决定自旋系统能量 t ; 与温度: r 的函数关系 

(2) 对一切 T 值(一00<了<+^)，画出 f / 随: T 的变 化图； 

(3) 简单叙述你所能给出的负温度的物理意义. 

解 （1) 由温度的定义 


* 

9 


du 


T = 


85 


2 CU 


V 


因此有 


U =— 

S 定 C >0, 则 U 随丁 的变化图如图 6. 4所示. 

( 3 )在正常情况下，能量高的状态的粒子数一定比能量低的状态的粒子数少.负温度 

的物理意义是激发态上占据的粒子数比基态中的粒子数 要多. 这相当于磁矩逆着磁场方 

向排列的粒子数要比顺着磁场排列的粒子数多.系统在负温度状态比在正温度状态具有 
更高的能量. 


2 CT 


O \ 
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四、两能级体系——熵、分布函数、晶体模型 


6. 18 自旋 1/2 的离子从顺磁向铁磁转变时， mol 比热容与温度的关 系为： 当温度 

7 V 2<: r < r 。时， 

图 6. 5•试用基本常数给出 


(277T 。一 1); 否则， c = 0 .见 

这是一个高度简化的 


C 




max. 


理论 


比热 C 与熵 S 的关系为 


dS 


c = T 


( 1 ) 


dT 


图 6. 5 


这样，当物体的温度从 T = 0 K 增加到 T>T 0 时，熵的 


改变量为 


cdT 


cdT 


A 5 = 


(1 — ln 2) 


( 2 ) 


T 


T 


为了计算 

为 S = 是体系的微观状态数 M 是玻尔兹曼常量.按照铁磁性质，在了 = 0 K 时 ， W 

=1，因而5 = 0•当 T > T 0 时，体系具有最大熵，因为它不再 吸热; 这时，所有自旋彼此不 
相关.因而 


需要用另一种方法重新计算 A 5. 这可由熵的玻尔兹曼公式得到.这个公式 


max f 


w/(T>r 0 ) = 2 n 

式中 W 是自旋的个数.对 lmol _， N = N A ，Nk 为阿伏伽德罗数.这样 

A5= N a ♦ 是 ln2 = /?ln2 


(3) 


(4) 


比较 A 5 的两个表达式 (2) 与(4)，我们可得 


Rln 2 


(5) 


1 — ln 2 


6* 19 一 个理想晶体由 AT 个原子构成 • 如果有个原子从晶体内部的格点移 
到了晶体表面，晶体就变成了具有 Schottky 型缺陷的非理想晶体.设晶体处于热平衡态, 

温度为 T ; zv 是把一个原子从晶体内部的格点移到晶体表面所必须做的功.试证明，如果 

w ：»^ r , 则下式成立 


= A^expj -— 


取原子在晶体格点上的能量为^ = 0,原子在晶体表面上的能量为= 给定 
晶体的一个分布匕”^^士^山它满足条件爪+队二^和^^+^^产五^是晶体的 

能量. 这里， iV 既是原子数，也是晶体格 点数; 是晶体格点上的原子数，或被原子占有 
的格点数; iV 2 是格点上的空位数,亦即晶体表面上的原子数.在这个分布下，晶体的量子 

态数为 


N ! 


W = 


( 1 ) 


N,l • N 2 i 


inW-\-a(N~~ 2-=1^') +/?(£- 

按照等概率原理或最概然原理，晶体原子的最概然分布由方程 BL/dNi = 0决定.由此可 


令 L 


和/?为两个 Lagrange 不定乘子;贝！1 


，汶 
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得 


N l = exp [— (a + /?€!>] = exp(— a) 

N 2 = exp [— (a + /?£ 2 )] = exp [— (a + 

式中， •取 = w ，则 A ^ = iV — l 因 n 《 N , 有 N ^ N . 这样，由式 （2) 和式 （3), 我 
们可得晶体表面上的最概然原子数为 


( 2 ) 


(3) 


iVexp 卜昔） 

6- 20 一 晶体有 W 个原子，并具有 Frenkel 缺陷. 正常位置的个数与间隙位置的个 
数分别为 7 V 和原子在正常位置及间隙位置时，能量分别为 q 与 e 2 ，£2 £ 1 =: 0. 

(1) 导出最概然填隙原子数 n 与温度： r 的函数关系(假定 n ， W , AT ：» l ) ; 

(2) 按玻尔兹曼关系，给出熵的表 达式; 而后，按自由能取极小值的要求，再次导出最 
概然填隙原子数《与温度: T 的函数 关系； 

(3) 如果 N f = N ， n 《 N ， 试简化 n 与 r 的函数 关系. 

解 （1) 按等概率原理或最概然原理，由微观状态数取极大值导出最概然填隙原子 
Win 与温度： T 的函数 关系. 对给定的分布(£,，#,)，/ = 〗，2,晶体的微观状态数 W 为 

_ • N'l 

N.UN - M)! • N 2 \(N' — N 2 )\ 


(4) 


n 




w = 


(1) 


利用 Stirling 公式，由式 （1) 可得 

= — [ ln 7 V \ — \ n(N — 7 V \)]5 A /\ — [ lnA /^ — ln ( iV ’ 一 N 2 )^N 


( 2 ) 


把式 (2) 代入下式 


2 


2 


— I — 0 

^=i /-I 

式中， a 和/?是两个 Lagrange 不定乘子，/?= 1/打\了为温度，々是玻尔兹曼常量，我们可 


SlnW ^ — 


(3) 


a 


得 


N ~ N x 


= exp (a + /?£j) 


(4) 




和 


1 ST — N 2 


= exp (a + /3 e 2 ) 


(5) 


N 2 


因为 Ni = N — n , N 2 = n ^ e 2 


由式 (4) 与式 (5)， 我们可得 


~Sl=W 9 


n 


w 


=exp (— /3w) = exp 


( 6 ) 


(N - n)(N f - n) 

( 2 ) 自由能取极小值导出最概然填隙原子数 n 与温度 T 的函数关系.晶体的痳 

式中 


kT 


N f \ 


W (n) = 


(7) 


nl (N — n)! n ! (N f 

晶体的能量 U= iN — n)e l +ne 2 =Ne l -\~nw. 这样，晶体的自由能 F=U~TS 为 

F = Ne x + nw — kT\nW (n) 


”）！ 


( 8 ) 


利用式 (7) 和式 (8)， 我们可得 
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3 hnv(n) 


3 F 


+ kT[^2\nn — \n(N \n(N f — n)_ 


- kT 


(9) 


9 n 




这样，由 3 F / 如= 0,我们再次得到式 (6). 

(3) 如果则由式 (6), 我们得到 

N M-vk) 


( 10 ) 


n 




6 . 21 —个单原子晶体有个原子，它们分处在两个不同的势阱中. “ O ” 代表 
格点或“正常位置 ”、“ x ” 代表“间隙位置”，“正常位置”数与“间隙位置”数均是#个.原子 
在 X 位置时的能量比在 O 位置时的能量高 e . 

(1) 假定在 O 位置的原子只能跳入8个最近邻的位置，计算晶体在间隙位 

置上有 n 个原子时的熵. 

(2) 假定 O 点阵的 w 个空位(“空穴”)与被占的 w 个间隙位置无关，重复 （1) 中熵的 


计算 • 


(3) 在低温下， 々7 X < e ， 试对上述 （1) 与 （2) 两种情况，分别计算被占间隙位置所占的 
比.忽略原子间的相互作用. 

解一个宏观状态的熵 s 与它所含微观状态的个数 w 的自然对数成正比， 

別 nW ， 式中 A 是玻尔兹曼常数. 

(1) 假定在 O 位 a 的原子只能跳入8个最近邻的位置，.有 n 个原子跳入间 
隙位置时，跳跃方式数为从 W 个原子中取出《个原子的组合数 


N 


Ni 


( 1 ) 


ti 1 • (N — n ) 1 


这些原子中的每一个原子都能迸入8个位置中的任一个位置，因而总的占住方式数或微 
观状态数为 


N 


W ^ S 


( 2 ) 


因为我们在这里已假定不会有两个原子跳入同一个间隙位置.按熵的玻尔兹曼公 
式 • SsWnW /， 由式(2)，我们可得晶体的熵 

5 = 々 ( n\n8 + In 

利用 Stirling 近似，略去 n / N 量级的项，我们得到 

5^ ln8 + In 


N\ 


(3) 


ti ] iN — n )] 


N 


N 


^ kn\n —— 


(4) 


(2) 假定 O 点 阵的乃 个空位（“空穴”)与被占 的 w 个间隙位置无关*被占的 O 位置与 
已被占的； S ： 位置不相关，则体系的总的被占住方式数 W 或简并度 g 是空穴 O 点阵的简 
并度与被占位置 X 点阵的简并度的乘积.这两种简并度中的每一个都为方程 （1) 给定. 


因此， 


N 


= 


(5) 


g = 


这样，晶体的熵 s 为 



第六章可能性、分布函数、统计熵 


187 


N 


S ^ 2 kn\n —— 


(6) 


(3) kT « e 时的低温情况.我们可以分别用热力学和统计力学理论讨论 kT 《 e 时的 
低温情况.按热力学理论，温度： T 与熵义内能 U 及体积 V 有如下 关系： 


BS 


(7) 


W 


T 


因为 P = 我们能把式 （7) 改写为 


as 


( 8 ) 


071 


T 


对情况 （1), 利用方程 （4) 和（8)，我们可以得到被占间隙位置所占的比值为 


T7 = 8exp 


(9) 


N 


kTf 


对情况（2)，利用方程 （6) 与 (8), 我们可得 


( 10 ) 


及 = exp 


2 kl 


下面，在统计力学中来讨论 •一 个体系处在具有能量£及简并度#的状态的概率 P 为 

gexp ( — /3 E ) 


P = 


( 11 ) 


Z 


式中， /?= lAT \£ = ” e ， Z 是体系的配分函数(常数).在情况（1)，体系处在具有 n 个激发 
原子的状态的概率 


N 


Pin ) oc 


exp (— /?ns) 


'( 12 ) 


这个概率将在”的一个特定值5处取极大值，我们可由下式决定 


SlnP(w) 


= 0 


(13) 




把式 （12) 代入式（ I 3 )，我们再次得到式 （9) •在情况 （2), 原子占有;2个间隙位置的概率 


N 


Pin ) oc 


exp (— ^ne) 


(14) 


把式 （14) 代入式(13)，我们可以再次得到式 （10). 

6 - 22 考虑一理想晶格模型，它有 7 V 个格点和同样数目的空隙位置(即格点之间的 

位置，原子也可以占据在这样的位置上） ，五是 把一个原子从格点移到空隙位上所需要的 
能量•用 n 表示平衡时占据空隙位的原子数目， 


(1) 系统内能是多少？ 

(2) 系统熵是多少？给出 n » l 的渐近表 达式； 

( 3 ) 温度 为了时 ，晶体中有多少缺陷，即《是多少？（设《»1). 

(1) 如果把无原子占据空位的晶体内能记为 U 。, 则有 n 个空位被占时，晶体内能 


为 U = Uo + nE 


(2) 从 N 个格点中取出 n 个原子有^种取法，放到 W 个空位中又有^种放法，故 
微观状态数为 fi =( CH ) 2 , 所以， 
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Nl 


S = klnO = 2 k\n 


n ] (N 一 n) I 

当、 （ N — n)》l 时，由近似公式 In” ！ =nlnw —w 得 

S = 2 是 [NlnJV — n\nn — (N — n)ln(JV 一 n)] 


(3) 自由能 F = fA + n £-： TS ， 温度和体积一定时，平衡态的自由能极小.由^ = 0得 


N 


n 


E/2kT 


e 


五、两能级体系——熵、分布函数、张力、橡胶模型 


链条有斤个节，每个节的长度为〜所有节都处在 I 轴上.若链条未受力， 

每个节都可等概率地向右与向左 取向. 若链条受力/,链条两个端点之间的距离为 L ；« 
条处于热平衡，温度为 r . 

(1 ) 求长度 L 的最概 然值； 


3 




的方均根值 

(3) 求链条所受到的张力/的表达式，证明 ：如果 L 《 iVa ， 则得到胡克定律 (/ 与 L 


(2 ) 求长度 L 


成正比) 


解解 法一: 链条有 W 个节，每个节的长度为 a ， 所有节都处在： r 轴上,链条内无张 
力时 ，一 个节向右与向左取向时具有相同的 能量； 因而两种取向具有相同的概率.如果链 
条受到向右的拉力而伸展，则节向右与向左取向具有不同的能量•设向右取向时,节的能 
量为 £l = — e ; 向左取向时，节的能量为 e 2 = e . 这样 , e 2 — ei = 2 s =/ a , 式中/为节所受到的 
张力 • / a 为一个节从向右取向转为向左取向时克服张力所做的功.令代表向右取向的 
节数，代表向左取向的节数，则对给定的，所有节的可能组合方式数为 


N\ 


W = 


( 1 ) 


iVi! .N 2 l 

节的取向数受到两个 约束: 和# 1 £1 +% £2 =五, 式中五 是链条的能量.按等概 
率原理或最概然原理，决定节的最概然分布的方程为 


3 


[ ln y + a(jV- + /?(£— ] 

式中， a 和/ 9 是两个 Lagrange 不定乘子，/?= 1/々7 %：T 为温度， k 是玻尔兹曼常量.注意到 

A ^， iVi ， A ^ 2 》 l ， 利用 Stirling 公式，由式 (1) 与式 (2) 可得 

7 V t = exp [— (a + 批)] 


( 2 ) 


= 0 


m t 


(3) 


或者 


Nexp( — /?e ( ) 


N i = 


(4) 


Z 


式中， Z 是节的配分函数 


Z= exp (— /?€ ： i) + exp (— /Je 2 ) = exp(/?e) + exp (— /?e) 

节向左取向时的能量 e 2 = e 大于向右取向时的能量 £l = — e ， 因而向左取向的概率 p z = 


(5) 
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NJN 小于向右取向的概率 P 产 NJN . 在向右的拉力作用下，链条被拉长. 

(1) 链长 L 的最概然值/^.链长取值 Z 时，爪="/2+饥，爪=#/2-饥，式中 

Lila . 链条长度取值 L 的概率为 


NI 


P^P 


N 


P ( L ) 


(6) 




N '\ • N z l 


在给定的温度及张力之下，方程 3 P ( L )/3 L = 0 决定链长 L 的最概然值 L m . 利用式 (4) 
式(6)，我们可得 




= iVatanh (/? e ) 


L m — Na 


(7) 


exp (2/? e ) + 1 


在低温，当: T — OK 或 和 — oo 时, L m — AT a ; 在髙温，当 r — oo 或^0时, L m —0. 如果张力 
/=0,则能量 £ = 0,因而最概然长度 L m =0. 这与温度髙低无关. 

的方均根值^ 


(2) 链长 L 


一个节向右取向时对链长贡献长度~向左取向时贡 
献长度 一<2. 这两种取向出现的概率分别为 Pi = A^/iV = Z _1 exp (/^) 和 P 2 = N 2 / N = Z~ l 

exp ( —和).令第〗个节的长度为 


» 


利用式 (5), 链长 L 的平均值为 


= a 


I I ^ * 

由式 (8) 可知，温度愈髙，链长 L 的平均值 Z ； 愈小.比较式 (7) 和式 (8), 我们可得 Z == L m . L 2 
的平均值为 


L = 


ii = N Xi = iV < 2tanh (/? e ) 


( 8 ) 


/ \r^\N \ 2 N 




L 2 = 


N x 》+ N{N - l ) x t 


Xi 


Xi 


4 




(9) 


= Na 2 -f N(N 


) a 2 tanh "(/^ e ) = Na 2 \^l + iVsinh 2 (/? e ) ] sech 2 (/? e ) 

由式 (8) 和式 (9), 在高温，当 y?e — 0时， 0,17— 在低温，当 oo 时, Z—JVa，Z?— 
N z aK 如果张力/=0,则能量 e=0 ; 因而由式 （8) 和式 （9)，Z=0，Z? = A^ 2 . 这与温度髙低 


无关 


(3) 链条内的张力/•解法 一：由 /= eAz ,/9= i /々 r 及式(8)，我们可得 


kT 


L 


f = — > bxtanh | tt *" 

Na 


( 10 ) 


a 


当温度较高， e /々 T < l 时， tanh ( e /々 r )々 e /々7\ 由式 (8) ，我们得到胡克定律 


kT 了 


L 


( 11 ) 


Na 


解法二 ：利用 Stirling 公式，及 N l = N /2+ m , N 2 = N /2 

\ nW ( N , m ) = lnW (7 V ，0) 


由式 (1) 可得 


— m，m 




2 m 


( 12 ) 




N 


因而,我们有 


2 m 


W (N = W ( A / r ,0 )exp 

这样，利用熵的玻尔兹曼关系式我们由式 (13) 得到 

S = k\nW ( N ， Q ) 

令 F 为链条的自由能 * 由热力学方程 dF =—5 d ： r 十 / dZ ， 可得 


(13) 


N 


2 km 


(14) 






N 
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as 


a / 


( 15 ) 


3T/x 

在热力学平衡态，因此，由式 (14) 和式 (15), 我们有 


3 L 


3/ 


kL 


(16) 


9T 


Na 


对式 （16) 取积分即得到式(11)，也即胡克定律. 

24 橡皮棒的弹性可以用 W 个分子首尾相连构成的一维聚合物来模拟（图 6. 6) 
无外力时，分子间连键的方向等概率地取0。或180°, 


離 


朴分子 (助常数) 
1=链长 


图 6.6 

( I ) 棒总长为 2 md , d 为一个分子的长度.微观态数为 g { N ， 

，阐明你得到这个结果的理由； 


2 NI 


N 


N 


(2) 对于这表达式成 〆 7V，w) &发 (iV，0)e 

关系 W》1，L《AW; 

(3) 求保持长度 L 所要的外力 

( 4 ) 不借助( 3 )的结果，对任意长度 L, 求力与长度 L 的关系 OV》l) 

(1) 设有 iV + 个键方向是 0°，W_ 个键方向是180。，则 

N 七一 N —= 2 rn , N ^-\ - N _= N 


-ZmyN 


，求系统的熵对链长 L 的依赖 


故 




N 


N + — — + N - — 


这时应有 /( A4! 种排列方式•考虑到对每种排列，把键反向也得到总长为 

2md， 故微观态数为 


2 NI 


g = 


N 


l! 


N 




( 2 )利用上式和 Stirling 公式，在 m 《 N 时，发 W，0)e 


-2m^/N 


，系统熵为 


S = k \ ng ( N , m ) = ^ln^(A^,0) — ^73? 

ZJyd 


(3) 由热力学方程 dF =- Sdr +/ dL ， 故 


9/ 


35 


kL 


3 L 


3 L 


Nd z 


kTL 


Nd 2 



第六章可能性、分布函数、统计撕 


191 




注意到1^=0时/=0,有 c = o . 


kTL 


Nd 2 


(4) 当施以外力/时，考虑单个键，取0°和180°的概率分别与 e % e ^ 成正比，其中 


fd 


，有 


kT 


= dtanha 


I = d 


聚合物长是各键平均长度之和，即 


fd 


L = N I — Ndtsuih 




kT 


6- 25 如图6, 7所示，一个 一 维的键由个节 

组成，当节和链平行时，节的长度为 a , 当节和链垂直 
时，长度 为零. 每个节只有这两个非简并的状态，链长是 


图 6.7 


(1) 用 x 表出链的熵； 

(2) 求温度: T 、 张力 F 和长度^之间的关系，设铰点可以自由 活动； 

(3) 什么情况下你的结论给出胡克定律？ 

(1 ) 链长为 wx ， 则有 m = n 寻个节是与链平行的.故微观状态数为 


打！ 


0 = C ： = 


ml (n — m) I 


因而，熵 


S = k\nn = kln 


(2 ) 在张力 F 的作用下，每个节的垂直和平行态的能量差为每个节的平均长度 


Fa/kT 


ae 


Fa/kT 


故 


Fa/kT 


nae 


Fa/kT 


1 


(3) 高温下， 


1 Fa 

2 kT 


— 


+ 


给出胡克定律 


F 


一 L 0 ) 




式中 ^a=2kT/na 2 ^L 0 = na/2 
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与热库相接触的近独立粒子的热平衡体系 


个 iV 粒子体系，温度为7\在计算能量时，可忽略粒子间的相互作用.每个粒 
子有三个非简并能级 : 0, ei , e 2 ，并且£ 2 » £1 >0.试用正则系综导出体系的配分函数，自由 
能及熵.取两种 近似： 

(1) ^ T « e 2 ? 

(2) kT ^ e ,. 

解体系的每个粒子有三个非简并能级川，^，^，并且 e 2 》 ei >0 .设三个单粒子能级 
上的占有数分别为汊。，％，# 2 ，则体系的粒子数斤=#。+爪+爪，体系的能量五=爪 £1 

+ JV 2 e 2 .体系的配分函数为 


7. 1 


exp (— ^E) 


r ^ J t — "■- 


( 1 ) 


丨 * 子态 } 


式中， /?= i /^ r ，々 是玻尔兹曼常童.因为在式 （1) 中，负指数函数随着£的增加衰减很快， 
并且我们假定在式 (1) 的求和中可以取热力学 极限: AT 4 oo ,£4 oo ,£/ AT 有限.这 
样，式 CO 可化为 


2^1 


sr 2 = o ex p ( - 陶 2) 、 


exp (— _ 义 ) 


Z = 


JV 广 0 


⑵ 


0 


[1 — exp (—供 1 )] 


-N 


[1 — exp( — /?e 2 )] 


-N 




由式 (2)， 体系的自由能为 

F= — kTXnZ = A/^7"{ln[l — exp (— /?£i)] 4- ln[l — exp (— ^e 2 )]} 

由式(2)，体系的熵为 


(3) 


3 


S= k InZ — /? ^lnZ 


3 J 3 


— — N 々 {ln[l — exp (— 作 1 )] + ln[l — exp (— /9e 2 )J} 

+ NJk/3 


(4) 




e z 


exp (^) — 1 exp(/?e 2 ) — 1 

(1) 当 ^ r 《 e 2 或供 2 》1时 ， exp ( — 私)々0,式 (2) 〜 (4) 分别化为 

Z = [1 — exp (— 私 ）] 

F = JV 是 Tln[l — exp( — /^)] 

Nk I — ln[l — exp (— /?&)] + 




(5) 


( 6 ) 


扣1 


5 


(7) 




exp (^) — 1 

(2) 当々: T》 ei 或如《1时， exp (/? ei )々 l +/? ei , 式 (2) 〜 （4) 分别化为 

^ = {^i[l — exp (— /?£ 2 )]} 


-N 


( 8 ) 
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舉 


F = NkTilni^O + ln[l - exp(- /?e 2 )]} 


(9) 


扣 2 


S = Nk 1 — ln(^e x ) — ln[l — exp (— /?e 2 )] + 


( 10 ) 


exp(/3e 2 ) — 1 

7.2 两个体系的总配分函数.体系 1 与体系2各自的配分函数分别为么和&.试 
证: 当这两个独立体系在相同温度下热接触构成体系1 + 2时，其配分函数 A 
由此可以推知，内能等热力学量具有可加性.试证明之. 

设私，和仏分别为体系1和体系2的能级，则体系1与体系2各自的配分函数 


Zi * Z 




+ 2 


2 f 


分别为 


S exp ( - _ 

{置子 态} ^ 1 

2 exp ( _ fr) 

{童子态} ^ kl 1 


Z l 


(1) 


z 


( 2 ) 


体系 1 的内能 R 与体系2的 内能％ 分别为 


3 


卩 1 = — 


(3) 




a 


u 




(4) 




当两个独立体系在相同温度下热接触构成体系1 + 2时，体系1 + 2的能级£ 1； = £ 1( + £ 
体系1 + 2的配分函数为 


2>， 


2- p ( 

{ M 子态 } v 


Eu + E Zj 


Z 


1 + 2 — 


kT 


(5) 


= A • Z 2 

由式 (1) 〜 (5) 可得，体系1 + 2的内能 f / 1+2 为 


U 


= u x + u 


( 6 ) 


1 + 2 _ 


1+2 




即体系的内能具有可 加性. 由式(6)，体系1 + 2的比热容£： 1+2 为体系1的热容量^与体系 

2的热容量心 之和: c 1 +2 = Cl + c 2 ，体系的熵的表达式为 SsKlnZ —/?3 inZ /3/3). 因此，熵也 
具有这个 性质. 这样，体系的焓、自由能、吉布斯函数等也都具有可加性. 

的盒子中，有10 1() 个全同的无自旋粒子，它们遵守经典统 
是电子质量.粒子间的相互作用 很弱; 粒子与盒子间有两种相互 


7 3 在一个边长为 10 

"H . 粒子质量 m = 

侔 用：一 种是吸引，这导致在盒子中心附近有一个束缚态，能量为少 = — leV ;另一种是 

强排斥，它阻止粒子通过盒壁逃逸.在什么温度下，盒内压强为 latm . 

解 气体的粒子间相互作用很弱;粒子与盒子间有两种相互作用 ：一种 是吸引，这导 
致在盒子中心附近有一个束缚态，能量为步= 一 leV ; 另一种是强排斥，它阻止粒子通过 

盒壁 逃逸. 这样，气体粒子的能量为 pVlm 或少,式中，九为粒子 !• 的动量，步= — leV 是粒 
子束缚态的能量.气体的配分函数为 


— 2 


cm 


m \ 




e 


\ 

\ 


E 


\ kV 


N 




2 


— 

- 


d/> + exp — — 


p exp 


exp 


A 3 


kT 


2mkT 


0 


{ 纛子态 } 


( 1 ) 


3/2 


N 


TjtmkT 


<P 




+ exp 


h 2 


kT 
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由式（1)，气体的压强为 


3/2 


一 1 


h 2 


<P 


NkT 


3 


( 2 ) 


尸 = kT ^lnZ 


exp 


kT 


V \ 2^mkT 

= 9. 11 X10 _31 kg^ = l. 381X10_ 23 J • K~\/i = 6. 626X10 _34 J • s,A^=l. 000 

-L 602 X KT 19 J. 令尸 =latm = L 033 X 10 5 


3 V 


V 


T 


式中 


，W = 


m 


~ 12 m \ 


XIO 10 ,^= 1.000 X 10 

把尸代入式 (2) 并忽略括弧中的第二项，可得 


=— leV 




-2 


N 


m 


* 


PV 


= 7*48 X 10 5 K 


T 0 = 


(3) 


Nk 


令 e = V - l ( h 2 /2 nmkT o y /2 = ^ AXlO ^ 9 ^=-0/ kT o = O . 0155 ,T = T 0 - AT . 因为芒和 7 
都远小于 1 ，AT 必定远小于 7 V 把它们代入式 (2) ,可得 

AT = fT 0 = 4. 9 X 10 _ 13 K 

因此，实际上，就是在 T = T q = 1 . 48 X 10 5 K 时，气体的压强 P = latm 

7.4 一半径为只的球形容器，盛有 iV 个非相对论的不可区分的粒子,粒子间没有相 
互作用.每个粒子都被一个恒力/向球心吸引.在球心，粒子的势能为零. 

(1) 利用正则分布导出气体自由能 f 的表 达式; 对 //?:»々 r 与/两种极端的 
情况,给出展开式的 首项； 

(2) 试从物理上解释，为什么能预期盒子的体积 F = 4^ V 3 会被一个有效体积 R 
所代替的量级是什么？ 

(3) 在上述两种极限情况下，气体的压强 P 及熵 S 与温度 T 和半径 i ? 的关系是什 


(4) 


ff 


么？ 


在半径为 i ? 的球形容器中，每个粒子都被一个恒力/向球心吸引.气体的能量 


为 


P\ 


^LJi = l 


E = 


( 1 ) 


2m 


式中， A 和^ 分别为粒子 / 的动量与位置矢径.气体的配分函数为 

2 exp (— /?£) 


V _ 

■ 1 


exp (— /3E)dO 


3 N 


N\h 


董子态 


( 2 ) 


3^/2 


eff 


N\ 


式中，/?=1/々了，々是玻尔兹曼常量， d /3 是气体的相空间体积元， • dp , 在这个配分 
函数的表达式中，盒子的体积 V 被一个有效体积 F eff 所代替.有效体积为 


R 


8丌 


2R 


exp (— fifR 


in 


V ^{{— 4 ^t r 2 exp ( — /?/ r)dr 


)(3) 


(/?/) 3 I3f 

(1) 气体的自由能/^=一 ^ HnZ . 由式 (2)， 我们可得 


时' my 


0 


2 ^mkT 


N 


F =— +NkT\n 


+ NkT\n 


- NkT 


(4) 




h 


V 


eff 


当即 ^»1 时，式 (3) 和式 (4) 分别化为 


kT 


8兀 


V 


(5) 




eff 


(/?/) 
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NkTln 


( 6 ) 


F = 


当 fR<^kT , IP HfR《\ 时，式 （3) 和式 (4) 分别化为 

(1 — 3/?/i?/4)V ^ V 

尸 3NkT x I 2^mkT 

r = — — i — in 


V 


(7) 




eff 


N 


+ NkT\n\ 士 


( 8 ) 


h 2 


V 


(2) 向心引力会限制粒子的运动.如果引力势能远远大于热运动动能，即如果 / r 》 
々: T ， 大部分粒子将在半径为 r 的球体内运动;如果粒子将在半径为及的整个球 
体内运动•这样，会存在一个有效体积，它代表粒子的“有效活动区间”或“平均活动区 


kT 


间”•当 /及》々7\即 ^ fR »1 时， V eff = ^|^ = 87 r 


《 V ;当 fR <€, kT ^ 时, 


V eii ^(l~/3fr/2W^V 

(3) 气体的压强为 


3 


N 3 


p =j\w lnZ 

在低温，当时，式 (9) 化为 


~lny 


NkTexp ( - J3fR ) 


(9) 




eff 


/3 {W 


V 






eff 


fR 


I 


p = 


( 10 ) 


exp 


S^\kT 


kT 


在高温，当 /?//?«1 时，式 (9) 化为 


P = nkT 

式中 ， w = 为粒子数密度.由于有向心引力，在半径 r ■不同的球形壳层中，粒子数密度 

将不同，因而压强户也将不同.在式 (10) 中， /)=/>( r =/0. 在式 (11) 中， 

气体的熵为 


( 11 ) 


n 




n 


n 


3 


S= k[ inZ - ^^InZ 




^Nk, [ 2nm 
—— —In 


TAnNk , 3Nk 

Wyv7 十 了 


+ ^^lllV^eff + 


klnNl 


( 12 ) 




2 


2 


ff 




圮 + 券 + 泰 + 命」 exp (- 卿 


V 


eff 


在低温，当 ^/ R » l 时，式 （12) 化为 


( fr ) + 5 ° 

式中，&是一个与: r 及 V 无关的量.在高温，当 m 《\ 时，式 (12) 化为 


5 = ^lnT - 3 遞 n 


(13) 


2 


3Nk 


N 


7^+5； 


^lnT - Nkln 


S 


( 14 ) 




V 


式中， A 也是一个与 T RV 无关的量. 

7.5 一 个处于热平衡的体系，能量为£，能量平均值为[证明 

(E-E) 2 = kT 2 c 

式中4是玻尔兹曼常量，： r 是体系的温度，^是体系的等容比热容. 

( 2 )当体系处于热平衡时，常常可以把体系的能量看成为是常量. 


( 1 ) 


V 
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(1) 令坟为体系的能级 ，& 是能级艮的简并度.体系的配分函数为 

^ = X )^ exp( ~ 紙） 


( 1 ) 


a 


式中 ，卜 \/ kT \ 体系的能量£的平均值为 

y^£„g n exp(— /?£J 


3 


( 2 ) 


n 


E = 


— ^r^lnZ 


8 /? 


X ) g„exp (—紙) 


n 


体系的能量 £ 的平方平均值为 

^Elg n exp (― ^E n ) 


3 


a ^ 


(3) 


E 2 = 


rt 


InZ + ^\nZ 


- 


(— /3 £J 


a/? 


3/? 


a /? 


rt 


体系的内能" =£• 定容比热容 c v =(3 f // d ： r)v = 3 瓦/3了，或者 

丄立 T 

kT 2 a /? 


(4) 


Cy = — 


这样，由式 (3) 与式 (4), 我们可得 


(E - EY = E 2 - E 2 = kT 2 c 

无论粒子间是否有相互作用，以上各式均成立. 

( p 为了估计体系能量的相对涨落量的大小，我们把体系看成是由近独立粒子构成 

的，取 £*37^772, 因而 由式 （5), 我们可得 


(5) 


V 


/ (£ — E ) 2 

V E 2 ~~ 

对宏观体系， W 〜10 23 , 因此，体系能量的相对涨落量非常小.换句话说，可以把体系的能量 
看成是常量. 


kT 


C 


v 


( 6 ) 




Vn 


E 


7 . 6 金属表面积为 A 把一个氦康子从金属表面移到无穷远处须做功必氦原子间 
无相互作用，它们可在二维金属表面上自由 运动. 如果氦气的体积为 y , 压强为/»，温度为 

T ，并与金属处于热平衡，在单位金属表面上平均吸附的氦原子数是 多少？ 按照题中所给 
的量及基本常数给出你的答案. 

把一个氮原子从金属表面移到无穷远处须做功氣设气体中的氦原子数为 
吸附在金属表面上的氦原子数为 iV s ，则它们的能量分别为 £ g = S ， A 2 /2 m 和丑 s = 

^ 汐〗 /2m — 队少;式中 

分辨，它们的配分函数分别为 




A 和九分别为粒子/与）的动量.计及粒子的全同性或粒子不可 


E 


3/2 


N 


2^mkT 


1 


7 — 

厶 g — 






V 


exp 


( 1 ) 


N g \ h 3N , 


kT 


e 




h 2 


g 


E 


—s t i n 1 「 2 nmkT 

kT TL T - 


N 




7 _ — ± — 

乙 S 'k r . 


9 


Aexpl — 


exp 


( 2 ) 


N S 1 


h 2 


系统的总配分函数为 


Z 


z g • z s 

kTlnZ . 因为 iV g 》 l ， W s 》 l ， 可以用 Stirling 近似，由式 （ 1) 




(3) 


系统的自由能 


(3), 我 
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參 


们可得 


[d 1 厂 /2 • f ]+™ f ] 


F = kTNAn 


- N 


(4) 


由式 U ) ，两部分氦气的化学势分别为 


- 3/2 


8 


N 


2^mkT 


士 F = kTln 


(5) 


Ag = 


3iV 


h 2 


V 


2^ mkT \ ~ l N s 


3 


- kTln 


——步 


( 6 ) 


^ s = 




h 2 


A 


两部分气体的平衡条件是 


把式 (5) 和式 (6) 代入这个平衡条件可得 


= 


N 


Ah 




N 


(7) 


exp 


V 


kT 


又，气体状态方程为 


pV = N g kT 

式中4是气体的压强 • 由式 （7) 和式 (8), 在单位金属表面上所吸附的氦原子数 n = 7 V s A 4 


( 8 ) 


为 


h 


0 


pT~ s/2 exp 


(9) 


kT 


注意： 为了避免佯谬，我们在计算配分函数时引用了“改正的玻尔兹曼计数”，即把粒 
子看作是不可区分的.否则，在式 (5) 和式 (6) 中不含粒子数，由平衡条件给出的方程式 (7) 

会导致一个佯谬.事实上，这个佯谬等价于吉布斯佯谬.两者都直接与是否计及粒子的全 
同性或粒子不可分辨有关. 

7.7 气体的体积为 V ，温度为7\气体由 iV 个可区分的零静止质量粒子构成，粒子 
的能量 e 和动量户有关系 £ =0 <为光速•在区间 p 到 p + dp 内，单粒子状态的数目为 

47 tV /) 2 d /> A 3 . 试求该气 体的： 

(1) 状态 方程； 

(2) 内能; 并与普通非相对论气体的状态方程及内能加以比较. 

气体的体积为温度为： T . 气体由 W 个可区分的零静止质量粒子构成，粒子的 

cp ， c 是光速，/>是粒子 动量. 气体的能量为£： = 2= 2 ^ • 取连续化近似， 
则体系的配分函数为 1 ' 


能量 


e = 


E 


AnV 


— 


Z = 


dV\ … dF N d 3 p x *^d 3 p 


dp 


exp 


p exp 


h 3N 


kT 


h 


kT 


( 1 ) 


kT 


8nV 


he 


气体的自由能 F =- kT \ nZ . 由式 （1) ，我们可得 


k 


F 


NkT \3 \nT + lnF + In 8 tt 


( 2 ) 






he 


由式 （ 2 ) 和热力学方程 dF =— pdv — 別了，气体的压强为 


3F 


=nkl 


p ——— 


(3) 


9 F 
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式中 ，n = N / V 为气体分子数密度.式 (3) 就是气体的状态方程.极端相对论气体的内能 U 

= 3 pV . 由式 (3) 可得 


U = 3 Nk 7 

或者，由内能是气体能量的统计平均值，我们有 


(4) 


户 XP (— 吾 ) 


3 


dV^-dV^p^^p^r = kT 2 ^ ^\nZj = 3NkT (5) 

这种气体的状态方程式 (3) 与非相对论理想气体的状态方程相同，但它的能量则为非相对 
论理想气体能量的两倍. 

7-8 液体自由表面上的表面张力波具有色散关系 W = & 3 / 卜式中，⑴与 A 分别为液 
体表面波的圆频率与波数， a 与^分别为液体的表面张力及密度.这一关系对波长大于原 

子间距的那些波成立.试计算热激发表面波对比热的贡献，并讨论低温极限.注意 

dr 々 1. 685 


L 7 = — 




Z h 


4/3 


X 


x 


- 1 


0 e 


解设 g , ， A ，叫分别为液体表面自由度〗上的简正坐标，动量及特征频率，步。为所有 
表面粒子都位于其平衡位置时的粒子间的相互作用能，表面波的能量为 

+ Z ：：( 


Pf 


Wi 


E = 屯 


( 1 ) 


0 


或者 


£( {n,}) = 4 - 

式中，董子数〜==0，1，2…，方 =/ i /2 tt 是普朗克 常量. 由式 (2), 表面波的配分函数为 

2] u ; exp [— 邱 O,})] = exp (- M) Yl t 

式中1/^7%'尸是液体温度，紅是玻尔兹曼 常量. 由式(3)，表面波的内能为 

+ S ；： 




( 2 ) 


I rti 


exp (—斯叫/2) 

I 

1 — exp (— 


Z = 


(3) 


a 


u 


dnZ = U 


(4) 






0 




=1 expi/^Kcoi) — 1 

式中， ％ = ^ . 已知色散关系为如 2 =〜 3 />，因而波数是=(~ 2 々) 】/3 /与 P 

分别为液体的表面张力及密度.声子的动量 p = nk . 取连续化近似，则在相空间体积元 
2nApdp 中的状态数为 


2 ^Apdp / h 2 = Bco 1/3 d(o 

式中，乂为液面面积， 5= G 4/ 3 tc )(^ At ) 2 ' 由式(5)，德拜条件为 


(5) 




Bw l /3 do ) = 2 A ^ 


( 6 ) 


0 


由式(6)，德拜频率为 


吻= (8 N /3 Z ?) 374 - (8 nN / A ) m ( a / p ) 


1/2 


(7) 


这样，式 (4) 可化为 


n<o 




u = U 0 + 


Bco 1/s dw = % + a ( T ) T 7/3 


( 8 ) 


exp(J^Haj) — 1 


0 


式中 
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4/3 


% 


x 


4/3 


dx 


(9) 


( T ) = Bk B ( k B / n ) 


a 


exp(j：) — 1 


o 


式中 , a： D = pHot ^ — hWly / k ^ T . 表面波的比热容为 






B 


/3 _ 


—U 


七 a(TYT 


( 10 ) 


c 






BT 


T expiTtco^/ksT) — 1 


在低温下，当: r — oK 时， x D 


，我们得 


aT m 


( 11 ) 


式中 


4/3 


4/3 


k 


X 


B 


4/3 


Bk h (k B /n) 


dx = 1* 685 说 


a 




B 


exp(x) — 1 


n I 


0 


( 12 ) 


4/3 


2/3 


-A^b / k 


A 


B 


= 0- 562 


n 


丌 


a 


7 9 链有 W 个节，只能从一端打开，即只有前面的 s —1 个节相继打开后，第 s 节才 
能 打开. 每个节闭合时能量为零，打开时能量为&这是一种表示两股不交缠 DNA 分子的 
简单模型.试求 

(1) 拉链的配分 函数； 

(2) 当 E > kr 时，开节的平均数 . r 为拉链的温度. 

拉链有 iv 个节，每+节闭合时能量为零，打开时能量为 e . 若开节数为^则拉链 


的能量为 

(1) 拉链的配分函数为 


2^j 


z= 


(l) 


exp 


kT 


1 — exp (— e/kT) 


(2) 有 s 个开节的概率为 


(-#) 


尸 ⑴= —exp 


( 2 ) 


Z 


利用式 （1) 和式(2)，我们可得开节的平均数为 


N 


(1 + W 十 1 


1 — 


IT 


se 


x 


x 


x 


N 


— Nx 


5exp 


s = 


Z 


kT! Z 1 — 


w+i 


s = 0 


1 - 




l — 


X 


X 


X 


X 


(3) 


式中 ， I = exp (— e /々 T ) •当 e >々 T 时，可取 


N+l 


〜 0 .这时，式 (3) 化为 


J ： 


X 


e 


(4) 


s = :- ^ x = exp 

1 —— 


kT 


x 


由式(4)，当 e > 々: T 时, 〗 = 6\口（一 eAD ， 随温度 r 的增加而指数增加，当 e 》 kT 时，平均 

开节数 5= exp ( — e /^ T )^0. 

维宇宙•在我们这个三维宇宙中，有下列由统计力学和热力学得到的熟知结 


7 . 10 


n 


果 


(1) 黑体辐射的能密度以 F 形式依赖于温度: T ， 其中 

(2) 固体的德拜模型中，低温下的比热依赖于温度的形式为了〃，其中/3=3; 


4; 


a 
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似的结果（即和/?是多少?) . 

(1) 光子的平均能量 


d n pd n q 7ia) 


2 V 


K<o 


E = 2 


d n p 


7i(o/kT 


UmlkT 


h 


—1 h 


n 


n 


— 1 


e 


e 


因光子动量 p = fioj/c 


k 


n 


x 


T ” +1 ， 


E/V - 2 


k\d n x 


= 7i<o/kT 


x 


he 


X 


I ■■■ 


e 


因此 


(2) 在固体的德拜模型中，声子气体的配分函数为 

2 ex P(— 紙） = exp(— 風） [[ 


exp (— 所岣 /2) 

1 — €Xp ( — 

式中，埶是所有原子都处在其平衡位置时的原子间的相互作用能量是特征频率, JV 是 
原子数.声子气体的内能为 


nN 


Z = 


1=1 


董子态 


nN 


3 


licoi 


§ expC^LWi) — 1 

在高温，若 /?? b ,《 l ， exp (邱叫）々1+邱叫，则 f / = a + « A ^： T ， 比热容 c = nNk 与温度无 

关.当 AM 艮大时， 


^lnZ 


U 










nN 


^ _ ^ n 2 NC ^> 

U ^ J 


l dw 




0 


是德拜频率.这样，在低温，若斯叫》1，则 

U^U.nJMlkl 




«+1 


dx 


n 


X 


n 


exp(x) — 1 


<4> 


o 


因而，定容比热容 c , ozT \^= 


n 


(3) 由能量均分定律，分子的定容比热 
的单原子分子 ，/ = n. 又由 


T 々，其中/为能量自由度.对《维空间中 


c 


V 


+々，得 


c ^ — c 


p 


V 


十2 


n 


c 


p 


n 


(1) 给出亥姆霍兹自由能 f 的热力学定义，经典统计配分函数 z 的定义，指出 
者间的关系.规定所用的全部 符号； 

(2) 由 （1) 中的表达式和热力学理论证明定容比热容^为 

r 32 -i 

^ r 2 Cr \ nz ) 

(3) 一个经典体系，具有两个分立的能态五。和五:，求之和 

(1) 自由能为，=?7—7^,配分函数为 


7 . 11 


= kT 


C 


v 


V 


C 


V* 


一卿， 




e 


式中， y 为内能，了为绝对温度,$为熵，丑(/>4)为体系的能量，扣=办扣为相体积元， P 、 
Q 分别为体系的广义动量和广义坐标，/? = + 4 为玻尔兹曼 常量. 二者间的关系为 F = 
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kTlnZ. 

(2) 由 dF=—*Sdr — 户 dV ， 式中/>为压强， F 为体积，有 

S =- 


3 F 


3 T 


V 


故定容比热容 


[ B ) v = kT [ w ^ nnz \ 


95 


_ t 


c、= T 






3 T 


V 


V 


(3) 对两能级体系 


阳 0 + 




z = e 


e 


3 2 


(£i - E 0 y 

E\ — E 


[Tln(e-^o + e — 阳 0 


=kT 


c 


V 


3T 


v 


0 


AkTW 


2kT 


考虑一个与绝对温度为 : T = A 的热库接触的任意系统的能量和能量涨落 




diinz 


Z 


-0E 


，其中 


，对所有态求和; 


(1) 证明平均能量 £=— 

(2) 用 lnz 的微商表示於； 

(3) 求能量涨落(△£) 2 =互 1 —(互) 2 ; 

(4) 证明标准偏差 1/2 可以用绝对温度和系统的比热来 表示; 


e 


z = 


n 


8/? 


n 


(5) 用这表达式求单原子分子理想气体 的^ 


E 


3 


2心 


0 E 


n 


7T7,Z 


8 


n 


( l ) 


— ^; ln2 ： 


E = 


3 /? 


s 


—阳 


Z 


e 


n 


n 


B 2 


2 碌 


—pE 


n 


2 


8 


3 


E 2 = 


n 




( 2 ) 




3/3 








z 


e 


n 


a 2 


8 — 


( A £) 2 = £ 2 -(£) 2 = 

A£ = V(A£) I = V ^ 

(5) 对单原子分子理想气体 ，五 =|^^々7"，<^ = |“々，故 


(3) 


ln ； 2 ： = — = kT 


c 


邱 2 


9 /? 


V 


(4) 


T 


△五 




E 


冷却 He 3 的一个实用方法是在足够低的温度： T 下对液-固共存体加压.在下 
述假设的基础上对此作出定性 描述： 

(1) 在所有温度下，液体的摩尔体积％大于固体的摩尔体积 y 

(2) 摩尔液体 熵为& = >^7%其中 y 〜 4. 6 K - 1 ; 

(3) 固体的熵完全来自与核自旋 


7 禱 1 


s t 


士 有关的无序.试画出 He 3 在低温下的半 


s = 
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定量少了图 j 为压强. 

克劳修斯-克拉珀龙方程为 




dp A*S S\ — .5 S 

dr = av = v7-v s 


对自旋为 1/2 的粒子，摩尔熵为 


5 3 = ^ Na 1 h 2 


从而得到 


dp 7RT - kN k \n2 7RT - R\n2 
dT = 


- y 


Vi - y 


由 题意: v s > o , 因此，当： r — o 时， _< o , 因此在 T ^ n = 


ln 2 


y 


g ( K ) 处存在一压强的极小值.由此可知，在足够低的温度下 


(了<7\^)，对液-固共存体加压可使温度降低 . He 3 在低温下的半 
定 量少: r 图如图 7. 1所示. 

7.14 (1) 叙述热力学第三定律； 

(2) 解释负绝对温度的意义；它违反热力学第三定律吗？为 


1 

T 


T 


图 7.1 


什么？ 

(3) 提出一个负温度确能达到的例证； 

(4) 讨论为什么在经典热力学中负温度没有意义. 

解 （1) 不可能使一个物体冷到绝对温度的零度. 

( 2 )根据吉布斯分布，平衡时占据 能级瓦 和的粒子数之比为 

NJN m 

体系的温度: r > o , 较高能级上的粒子数较少 • 如果实现了粒子数反转，使体系的高能级上 
的粒子数多于低能级的粒子数，则这个体系就是负温度体系.负温度体系的存在并不违反 
热力学第三定律.因为从能量的观点看，负温度体系比非零正温度体系更远离绝对零度. 






( 3 ) 自旋 y 粒子的定域体系.加入强磁场先使自旋取向一致(平行于磁场方向），后迅 

速翻转磁场方向使自旋仍能保持原来的取向•这样，就获得了负温度体系. 

(4) 负温度体系力学上不稳定 • 将一静止物体分成若干宏观大小的部分，其熵为& 

O /山 其中内能 = & — ，&为它们的总能量，由分割确定 ，办 是动量，且有 U 

= 0, M a 为质量.力学平衡要求 p a -0. 但由平衡体系温度定义 

时体系总熵取极大的条件为 IaI 取极大，这与力学平衡条件矛盾.因此，按经典力学，体系 

不可能具有负 温度. 按量子力学，能量具有上限的体系，可以具有负温度. 

7.15 由两个原子组成的体系，每个原子有三个量子态，能量为 0、 e 和 2 e . 体系同温 
度为 T 的大热源接触.就下列诸情况写出体系的配分函数 a 

(1) 服从经典统计，粒子可分辨； 

(2) 服从经典统计，粒子不可 分辨； 


P - 


AS a (JJ q) 1 


=不，可知， T <0 


dU 


T 
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4 


(3) 服从费米-狄拉克统计； 

(4) 服从玻色-爱因斯坦统计 


( l + e ~^ + e ~ 2 ^) 


( 1 ) 






+ (l+e— 阳 +e— 2 阳 ) 


( 2 ) 




+e _ 挪 +e 

l + e ~^ £ +2 e " 2 ^+ 


— 3 邱 


(3) 


z = e 


— 3 邱 


- 4 邱 


— e 


(4) 


e 






7.16 ( 1 ) 由两个全同粒子组成的体系，粒子可以占据能级 e „= w ，《 = 0， l ，2 中的任 
何一个，最低能态6 = 0是双重简并的，体系处在温度为 T 的热平衡状态.就下列每种情 
况,确定体系的配分函数和能量，并列举出组态. 

(a) 粒子服从费米统计； 

( b ) 粒子服从玻色 统计； 

( c ) 粒子是可分辨的服从玻尔兹曼统计. 

(2) 讨论在什么条件下费米子或玻色子可以按玻尔兹曼粒子来处理. 

(1) 用正则系统，体系的配分函数为 


2 


— 费 E 


叫 e 


z 


n 


n 


式中，叫为能级 n 的简并度，为体系能量，/?=1/灸7’. 

( a ) 粒子服从费米统计，组态见图 7. 2( a ). 配分函数为 


=1 + 2e~^ + e _3 ^(l + 2e m ) 


Z 


8 


1 Bz 


e 


^(2 + 4e~^ £ + 3e— m ) 


能量为 


E — — 7 T 7； ln ^ =— 




— e 


8 /? 


8/? 




z 


2 




E=Q 


2s 


2 f 


3^ 


s 


£ 


(a) 


2 


^ if 芊芊 — =f 

E-0 0 0 s s Is Is "le 


3^ 


( b ) 


b 


a b 


b 


a 


a 


a 


a 


n=0 


a 


a 


2£ 


E =2 s 


2 e 


2 s 3 s 3 s 


2s 


4 左 


2 


b 


a 


a 




o b a b a b b a b a 


b 


a 


E=0 


0 


0 


0 


s 


e 


£ 


£ 


(c) 


图 7.2 


热学、热力学、统计物理 


204 


( b ) 粒子服从玻色统计，组态见图 7. 2( b ). 

之= 3 + 2 e + 3 e — 挪 + 

1 3之 

£L = 一 — 




— 4卢£ 


+ e 


e 




Z 


€ 


fiE (2 + 6e~ m + + 4e^ m ) 




— e 




( c ) 粒子服从玻尔兹曼统计，组态见图 7.2( c ). 

之= 4 + 4 e _ 阳 + 5 e — 2 站 + 2 e 


-3fiE 


一 4參 E 


2 e 


— 卢 £ (2 + 5 e - 阳 + 3 e 


一 2阳 


+ 2 e ~ m ) 


E = 


— e 


z 


3/2 


h 2 


N 


(2) 当满足非简并性条件 

子及玻色粒子均可按玻尔兹曼粒子处理. 

7.17 (1) 给出一统计系统的配分函数 e 的 定义; 


«1 时，全同性原理并不重要，费米粒 


0 


e ^― 


V \ 2 nmkT 


(2) 给出一系统的比热和的关系，/?= 

(3) 一 个两能级系统，能级差为山求比热容,并画出比热容随温度的变化，讨论低温 
和髙温极限. 


kT ， 


(1) 配分函数是统计概率之和.对量子统计, 




—P R s 


Z 


e 


S 


求和对体系所有量子态进行.对经典统计， 


e — 邱(1尸 


Z = 


r 


h 


积分对相空间进行， y 为自由度. 


a 


(2) 体系内能 


E = — Tr^lnz 


3/? 


0.44K 


3 E 


~ kB 2 = 




c 




V 


3 T 




(3) 设两能级无简并，则有 


- w 

-L/kT 


A 


E = 


-+ 1 

A/kT 


dE 


A 


e 


— k 


c 


V 


dT 


kTI (1 + e 霜 ） 2 


比热随温度的变化图如图 7. 3 所示. 

考虑处于热平衡、温度为 T 的 N 个两能级系统的集合.每个系统仅有两个能 
级: 能量为0的基态和能量为 e 的激发态.求下列各量并画出其对温度的依赖关系： 

(1) 给定系统处于激发态的 概率； 

(2) 整个集合的熵. 




(1) 子系统处于激发态的概率 P = 1 


-e/kT 


，配分函数 z = l+e 


-t/kT 


，即 


e 


z 
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拳 


P = 


t/kT 


e 


概率和温度的关系如图 7* 4( a ) 所示. 


P(T) 


s/kT^O 


T 


e/kT>0 


0 


T 


(a) 


(b) 


7.4 


(2) 集合体配分函数 
自由能 


Z^=[l+e-^ T ] 


F =- kT\nZ 


集合体的熵 


BF 


Ne 


(1+e" 盯 ） —4 规 n(l+e 一郝 ) 


s = — 


ar 


T 


熵与温度的关系如图 7. 4( b ) 所示. 

7. 19 iV 个近独立粒子组成的系统，服从玻尔兹曼统计，每个粒子可以占据三个非 

简并能 级一丑 , 0 , +五之任一个.系统和温 度为了 的热库接触. 

(1) T =0 K 时系统的熵是多少？ 

(2) 系统的最大熵是多少？ 

(3) 系统的最小能量是多少？ 

(4) 系统的配分函数是什么？ 

(5) 系统的最概然能量是多少？ 

(6) 如果 cCT ) 是系统的比热容 




T 


(1) T = 0 K 时，系统的熵5(0) = 0 

(2) 系统的最大熵 


5 max = klnO ^ = kln 3 N = Nk \ n 3 


(3) 系统最小可能的能量是一 

(4) 系统的配分函数 


= (e E/kT + 1 + e — 層产 


(5) 当 7 V »1 时，最概然能量即是平均能量 


E 


2N£sinh 


E/kT 


-E/kT 


kT 


- NE 


E/kT 


-E/kT 一 


E 


1 + 2cosh 77 ^ 


kT 
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c(T) 


(6) Jo -^dT=\ o dS^S(^)-S(0)=Nk\n3 


T 


7. 20 体积 V 中， iV 个不可分辨粒子组成理想玻尔兹曼气体.在极端相对论下，求系 
统的压力、熵和比热容.平衡温度为： T . 

设单粒子的配分函数为以总配分函数为 Z ， 压强为 />，熵为 A 内能为 t ；， 比热容 
为 C ， c 为光速，利用在极端相对论下的粒子的能量与动量的关系则有 


4 nV 


8 ^V 

A 3 c 3 


B 2 e~ t/kT de = 


( kT ) 


z = 


0 


N 


N 


7 —二 _1 SnV 

N\ ~ N\\h^ 


z 


3 N 


( kT ) 


p= i 磊 1 nZ 

/ 

5 = ^ ln ^ — /? = Nk \ 3 ln (^ T ) + In 


N NkT 


译 V 


V 


3 


_8 kV _ 

Nh 3 ? 


4 


3/3 


3 


U =~ ^lnZ = 3 NkT 


9/? 


C = 3 Nk 

容积为 V \ 的容器内有理想气体，温度为 T " ，压强为，气体分子数为 JV . 分子 


的能量可写为 


(pi P\ pl) + 


E t = 




其中 A 表示分子的内部 能级. 


(1) 求自由能 F = j ： HnZ ， Z 为配分函数.以显式表示对体积 K 的依赖 关系； 

( 2 ) 现在考虑另一个容器，温度也是: T , 含有相同个数的同种气体,压强为/> 2 ，体积为 

V 2 ，求两气体的总熵(用 Pi ， 


(3) 两容器连接 起来 ，使气体无功混合，求熵变.特别检验你的答案在 v ^ v z m 

外)时是否有意义. 


Pi 




(1) 单粒子的 E 分函数 


v 


歡、：叫 ㈣ 


3/2 


Z = 


Z 0 


3 


h 


式中，之 0 =2 


-^/JkT 


对应内部能级.考虑到粒子的全同性， 7 V 个粒子体系的总配分函数为 

V N ( ZnmkT 
N \ W \\ h 2 


e 


N 


37V/2 


Z 


7 

乙 - ^ IT 


N 


故 


是 T| N\nV + Nlnzo + 2nmkT 


F=- kT\nZ = 


InNl 




2 


h 




⑵ 5 = ^( InZ —/? 呑 lnZ | = Nk { In 6 + |ln 


2^mkT 


a 


+ T+ln 之 0 —/? ^idnz 0 


h z 


3/? 


故 


A 


2 nmkT 


S Y - Nk^ In 


3 


云 + 


+ ; + A 


N 


h 2 
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5 2 = M|ln^ + iln (WT 


+ 了 + So 


h 2 


N 


a 


式中 ,》S 0 = ln：2： 0 —卢 ^^ln；2：。， 所以 


2^mkT 


3 


S = iSi + *S 2 = 2 Nk 


In 


+ 了 In 


+ ; + *5。 


h 2 


N 


(3) 混合后，理想气体温度不变，这时 

V ! + V^2 I _3_j n | 2 ^mkT 


S f = 2 Nk [In 

■ 

A5 = S f - S = 2 Nk\n 


2 N 


^1+^2 

2 vV^ 2 


Pi + Pz 


= 2 遍 n 


2 Vpxp 2 


当 Vi=V 2 时， AS = 0, 这正是所要求的. 

7.22 (1) 试计算无自旋的单个原子的配分 函数〜 原子的质量为 M, 在体积 F = L 3 

(27tM^r/A 2 ) V2 表出，解释 n, 的物理 


的立方体内自由运动.试将结果用量子浓度 






意义 


(2) JV 个无自旋的原子组成的理想气体，占据体积为 y， 温度为： T, 每个原子只有两 
个能级，能级间距为 A 求化学势、自由能、痳、压强和定压比热容. 

(1) 能量的本征值为 


2 


nl 


2 


2 


2 


h 


n 


n 


(pi + pi + pi )= 


X 


z 


e = 


2 M \ L z 1 L 2 1 L 2 ! 2 M 
-=0, 士 1, … ，能级可以看成是准连续的，所以在 p — p + Ap 范围内的量子态 


2 M 


式中， 

数为能量在 e-s+de 间的状态数为$(2奶 3/2 £ 1/2 <1£.故 


n x 9 n y9 n 


Z 


2 nV 


h 3 


3/2 


V MkT 




3/2+1/2 


e ~^ d £ = 


(4冗 2 ) 3 ’ 2 = V 


e 


z — 


n 


參 


# 


g 


h 


h 


2 丌 


o 


式中 ， n q = (2TtM々7VA 2 ) 3/2 为单位体积的平均量子态数. 

(2) 经典理想气体满足非简并性条件.子系的配分函数 

， Ei E 2 -^ 


一阳 1 + 


一 


z = e 


e 


体系的总配分函数 


Z = (e _ 邱1 + 

F ―― kT\nZ — — NkTlniie 一阳' + e— 從 2) + kTinN I 




e 


自由能 




化学势 


kT\n(e-^ E i + 


-fiE 


) + kThiN 


M = 


e 




BN 


T,V 


i 祕 2 3E 

+ w e 2 


3 


W 


压强 


p = kT ^ylnZ = 一 N 


一邱 1 


-pE 


e 


3 


熵 


S = Nk lrus： — /? ^ln 之一 k\nN 1 




_ 阳1 


NdE ^-^ + E 


一卢 ■£ 


—pE 


) 


e 


e 


T ( e-^i + 


h — ^9£ 


N 


e 


定压比热容 


热学、热力学、统计物理 


208 


篕) ，善 [ w ’ 昜 1 ' 


NA 2 


NA 2 


P 




△ 


p 


p 


2 kT 2 \ 1 + cosh 厅 


4^cosh^ 


7*23 (1) 质量为 m 的 iV 个粒子组成的理想气体,体积为 F , 温度为 T ， 设粒子是不 

可分辨的，用经典近似下的配分函数求化学势 


的能量为 


— e Q ， 其中 P = ip^pyUb 为束缚能，计算该气体的化学势/^ 

(3) 温度为 T 时，被吸附的粒子和环境的气体达到平衡,这意味着它们的化学势之间 
有一 关系. 利用这一关系求单位面积吸附的平均粒子数 n . 这时环境气体的压 强为久 

(1) 三维气体的经典配分函数 




2 m 


I • ■-— ， 


m 


V N I 2 nmkT 


h 2 


N \ 


故有吉布斯函数 


G = F -^r pV = - kTlnz + NkT = iVAT[In ~ - -| ln * 2nmkT 


h 2 


化学势为 


kT In 


Z + A ln /2^T 


M = — 


N 


h 2 


A N ( Z^mkT 


Nt Q /kT 


e 


N ] 


h 2 


故有 


A 


2^mkT 


e o 


G = F 十 pyl 


-々71似十 NkT =- MT[ln ^ + In 

(3) 三维气体和二维气体的化学势 相等. 注意，在三维气体化学势表达式中，备= 

而在二维气体化学势表达式中,会=丄；由相等得 




h z 


kT 


/jt =—— 


kT 


P 


1/2 


”=上 — A 2 — 

kT \ 2 ^tmkT 

考虑一个由两不同原子构成的双原子分子气体，气体稀薄，分子 对通过 质心并 

垂直于两原子连线的轴的转动惯量为 /• 对下述两个极限情况考虑转动对于比热容和单 
位摩尔熵的 贡献： 

(1) kT>n 2 /i t 

( 2 ) kT 《 n ” i . 计算不为 0 的最低阶的贡献. 

转动对于配分函数的贡献为 


e ^ kT 


724 


=(之 a ) 


式中， W 为一摩尔气体分子总数，又 
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n 2 


2(2/+ l ) e ，, 


^/ G /+ 1) 


= 


Z 




R 


3 


B 


对能量的贡献 


Er 、 nln 2 


- N^lnz 




R 


R 




邱 


3E 


R 


对比热容的贡献 


C R — 


3T 


E 


SR=kNlnz R - l rTp 


对熵的贡献 


j^jpr 


n 2 


( l ) 々: r 》/ rV /，/? 券《 1 ，则有 

dJ (2t/ + 1 )e 


-^7< J + l )/2 / _2 i _ 


21 2lkT 

斯 2 —方 2 




d^e 


Zd ^ 


R 


pn 


o 


o 


E r = NkT 

c N k 


= kN^ 1 + In 


5 


£< 


n 2 


(2) 则有 


之 i? = 1 十 3A + ••• 々 1 + 3^4 

( n 2 / i)A 3Nn 

YTU ^ 了 


Er 3 N 


A 


A 


R 


I 2 kT 2 


S R = ^ Mn(l + 3 A ) + 〜 


式中 ，A = exp ( — 所 2 //)* 


7.2S —系统由 W 个固定的粒子组成，每个粒子自旋为 f ， 磁矩为抑，系统处于均匀 
外场//中，自旋只与磁场作用，除此以外是自由的. 

(1) 用总磁矩 M 和外场来表示 系统的 能量； 

(2) 如果系统的平衡温度为 r ， 求总磁矩和 能量； 

(3) 求系统的比热容和熵. 

(1) 总能量 £=_ A /// 

(2) 设^为每个粒子在外场作用下，热平衡时的平均磁矩，则 M = W :， 而 


e M 0 H/kT _ e -^ 0 H/kT 
e ^H/kT ^ e - 〜 H/kT 


MoH 


// 0 tanh 


M = Mo 


kT 


MoH 


故 


E =— 7V//o^tanh 


kT 


MoH 


3£ 


kT 


(3) 


=Nk 


c H = 


BT 


MoH 


H 


cosh 2 


kT 


系统的总配分函数为 
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= (e 〜^ + e 、 邪严 ，/? = ^； 


Z 


故 


3 


5 = ^| ln^ — /? J = M[ln(e^^ + e~^ H P) — f/ 0 H^tanh(/i 0 Hp )] 

7. 26 晶格中有 TV 个近独立离子，每个离子自旋为1/2,磁矩为系统处于均匀外 

场 B 中，温度为 r •计算 

(1) 配分函数； 

(2) 熵 

(3) 平均能量五； 




(4) 平均磁矩 Af 和磁矩的涨落 AM=V ( M - M ) 2 ； 

(5) 晶体初温为 T = lK , B t = h 0 X 10 5 G ， 然后绝热去磁至 B f ^\. 0 X 10 2 G ， 会发生什 


么现象? 


(1) 由于离子近于独立，系统的总配分函数为 

(e a + e_ a ) N 


z 




MoB 


式中， 


a = 


kT 


(2) 熵 


8 


= k \ ln ^： — /3 ^ ln2 ：| = Nk [\ n ( e a + 


) — otanha] 


一 a 


a 


e 


(3) 平均能量 


B 




E = — TzrXnz = 


— Nju 0 Bt&nh 


3/? 


kT 


(4) 平均磁矩 


M = A^tanhl 错 


对于单个离子，有 


Mo 


MoB 


— (m ) 2 = fx\ — ^tanh 


(Am) 


m 


kT 


MoB 


cosh 2 


kT 


对于整个系统，有 


(AM) 


N (Aw) 




Mo 


AM = VN 


fhB 


cosh 


kT 


(5) 由熵的表达式知^为^的 函数. 如果能保持自旋部分的熵不变，即要求^不 
变，绝热去磁可使自旋部分温度下降.在晶体中，自旋温度下降，又可通过“换热，，使晶格振 

动的温度下降，整个晶体被“绝热去磁”降温了.由 T // B 尸 T ,/ B t ， 可得丁产 10_ 3 K . 

7* 27考虑 W 个位置固定且无相互作用的磁偶极子抑，在均勻外场£中于温度 T 
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达到热平衡.每个磁偶极子的指向可与 b 平行或反平行.计算 

(1) 配分函数； 

(2) 比 热容； 


(3) 平均磁矩，并证明高温下居里定律成立(即 

(1) 由于磁偶极子是近独立的，可以考虑一个磁偶极子,其配分函数为 e 〜 s/AT + 

〃。〜 〃，于 是整个系统的配分函数为 


= ( e ^o 5 /* T -f e -^ kT ) N 


(2) 系统的能量 


e ^0 B/kT — e -M^B/kT 




E = — Nft 0 B 


= — N/i 0 Btanh 


e ^B/kT e ~M Q B/kT — 


kT 


d £ 


MoB 


故比热容 


= Nk 


dT 


MoB 


kT 


cosh 2 


kT 


MoB 


(3) 


M Nfi 0 tanh 


kT 


d M N fii 

Is = Tr 


MoB 


cosh 2 


kT 


高温下 


Xoc 佘 


T 


7. 28 无相互作用的自旋系统，处在外磁场 // 的作用下.由 SzyKh ^ + ^ J ?：) 导出5 
对 h 和 r 的关系为 5-/ CH / T ). 其中 z 为配分函数 ，五 为能量 4= i /々: r ,/( x ) 为某函 
数，其具体形式不必确定.说明:如果系统在恒定温度下磁化，然后再绝热去磁，会产生冷 
却•为什么上述技术仅在极低温下用来制冷？如何使系统: r <0 K ? 这能得到: T =0 K 吗？ 

单个自旋只有两个能级 // H , 单个自旋的配分函数; ^ e - M + e w . 体系 

的配分函数 Z—[z~\ N = ( 2 cosh 


uH 


其中 JV 为自旋的总数.所以能量 

7 V/^//tanhJ 


kT 




8 


a 


E= — dti2：= 


—N ^ln[2cosh(/////?)] 






8 /? 


故熵 


(普) l =/ (?l 

当系统经等温磁化后，达到某一状态，其熵为^，然后再绝热去磁，因绝热过程系统的熵不 

变，由 >/( 旱） 

低，即产生冷却效果. 


fxH 


] 




S = kilnz + P £) = Nkilnl 2 cosh 


tanh 


kT 


kT 


，: T 也必须相应减小，以保持函数的宗量 I 旱 I 不变.因而系统的温度降 


上述冷却效果是利用具有自旋的磁性粒子在外磁场中的性质得到的,实际上，这些磁 
性粒子是处在晶格离子之中，这要求晶格离子的熵和比热容比磁性粒子系统的俯和比热 
容要小得多才行，否则，不能产生致冷 作用. 为此要温度很低，即 T ^ lK . 

当外磁场增加到某一数值后，突然反向，在小于自旋磁矩的驰豫时间内，可以形成 
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T < OK 的状态.但不能获得 : T = OK ， 因 TCOK 的状态是系统能量更高的状态， 

7. 29 Curie-Weiss 模型. 考虑 JV 个原子 (TV 〜 10 23 ) 的晶格.原子的自旋量子数 s = 

士 +，第/个原子的磁矩为片=幻也? 1 ，其中#为 Lande 因子 ，邱 为玻尔磁子 ( Ab = 


fjh 


en/2mc). 假设原子间的相互作用不显著，它们处于平衡态，温度为 7\ 置于 H = Hz 的夕卜 
磁场中 . 


(1) 证明配分函数为 2=(2cosh0\ 其中 rj=g MB H/2kT ； 

(2) 求出晶体熵 S 的表达式（只考虑自旋态的贡献），算出 S 在强磁场 (7 》 1 )和弱磁 

场 (7 《 1) 下的极限值； 

(3) 绝热去磁是冷却物质到 1K 以下的重要过程 . 在该过程中，样品始终与温度为： T 。 

的热源接触，施于样品的磁场从 0 增加到 H 。, 然后将样品撤离热源同时外磁场减小到 

. 样品最终温度是 多少？ 


(4) 磁化强度 M 和磁化率； : 分别定义为 z = • 求出 iVf 和 X 

的表达式，并计算它们的弱场极限 . 现假设每个原子与最近邻的 n 个原子在该原子的位置 


上产生一个 “ 平均场 ” H ， 其中 H = 2a<S (&),>， 

( 5 ) 利用平均场近似和 U) 的结果，计算弱场 ( 即高温 ) 极限下的磁化率 Z ^成为无穷 
时的温度 r 。 是多少？ 

(1 ) 配分函数 

(2) 自由能打 1 似，熵 S 


为表征相互作用强度的参数 




= iV 々 [ln(2cosh7) — Ttanh ?] •当 rj 》 l ， S 〜 


ar 


A^(l + 27 )e 一 27 •当 V<$ ： l 9 S^Nkln2. 

(3) 绝热去磁，样品熵不变，即 & 因而 7 不变 , 


Vi = Vo, 于是有 7\ = H l T 0 /Ho , 故 


T X <T 


(4 ) 磁矩 M= — 


kT [ 8 H ln2: ) 


3 F 




g ㈣ H 


tanh 


T 


3 H 


2 


2kT 


tanh 


磁化率 
在弱场极限， 


X = M/H = 


2H 


2kT 


N 




N 


( 納 ) 


X = 




AkT 


(5) 由平均场定义 ， H = 1 


M 


，其中 M 为总磁矩 . 利用 （ 4) 的结果 . 

mm 

(^ b ) 2 [^ + 


N 


gMB 


gMB 


N 


N 


2a 








AkT 


ig^y n 


故有 


<^ b ) 2 /( 1 - 


N 


M = H 


AkT 
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(g^yj[i - 


N 


X 






AkT 


当 T = T Q = an /2 k 时，％— oo . 

7. 30 某一绝缘固体含有个非磁性原子及个磁性杂质原子，它们的自旋都是 


f . 每个杂质原子的自旋是自由的，它的转动与其他原子无关.存在一个很弱的，在大多数 
情况下可以将其忽略的自旋-声子相互作用，因此固体与杂质之间也具有一个弱的相互作 


用 


(1) 在常温 r 下加一磁场于此系统，磁场的强度足以使自旋都排列起来.当加上磁场 
时，此系统的熵变是多少？符号是什么？ 

(2) 现在此系统处于绝热状态，没有热量进出.将磁场减为零，问此固体的温度将增 
加还是降低？ 

(3) 假定此固体的比热容为 c = 其中々 为玻尔兹曼常量.问由 （2) 的去磁而产 

生的温度变化是多少？（忽略固体中所有可能的体积变化效应 .） 

解 （1) 熵5 =以11(微观态数)•加磁场前自旋系统的熵 S = 加磁场后自旋系 

统的熵 *5 = 0. 因此熵减少 WV/lnL 

(2) 绝热去磁时，非磁性原子体系把一部分能量转移到自旋系统，其能量减少，温度 


降低 


(3) 有磁场时，固体的熵为 S = 3 N A kln ( T / T ,). 撤掉磁场后5 = 37 V A ^ InCr / T 0 ) + 
NjklnA . 绝热去磁熵不变，因此 


T = aT 


式中 ， a = 4 

7- 31 在长方形的导体空腔内，频率为的光子数的涨落的方均根值是多少？它总 
比平均光子数少吗？ 

考虑一个频率为 a 的光子模式(即态），它可以被0，1,2，〜个光子占据，记；1 = 
;，则光子数的平均值为 


-V 讯 A 




kT' 


2 


ne 


1 


BA 


z 


2 


式中 ，配 分函数 




Z 


e 


1 


e 




故 


- 1 


1 a 2 

■ ■ I «_ 

—z 0 A 2 — BA 


d \ 3z 


1 


+ 


n 




0/1 


dA 


z 
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_ 


a 


e 


(Atz) 


3A n _ (e x - 1) 


V {Any 




e 


A/2 


> n 


=ne 


e A — 1 


光子数的涨落方均根值总比平均值大. 

一 经典系统由哈密顿量 H 描述，//是一组广义坐标仏和广义动量 A 的函数. 


7 售 3 


运动的正则方程为 


3 H 


3H 


pi =— 

求相空间密度^的连续性方程，并由此证明该系统的熵是不变的.考虑受到摩擦约束的一 
个系统.为简单起见，考虑一个一维阻尼振子，运动方程为 

p— — kq 


Qi — 


刼， 


^pi 






m 




9 = 


其中 w 为质量，々为弹性常数， y > o 为与摩擦有关的常数 • ^的方程如何?证明这时熵是时 
间的递减函数.最后一个结论和热力学第二定律相符吗？ 

解^的守恒方程为 


4? 


>叶$ (仏 


9 


) + 斤(>，）丨=° 


dt 


利用 


BH 


3H 


Pi 




— 咖， 




我们可得 


4? 


= 0 


dt 


即沿着相轨道，^是不变的.由于相轨道在等能面上，故$ = 0表明无能级跃迁，于是熵不 
变.对一维阻尼振子，有 




7 


dt 


m 


因此，沿着相轨道(流线），有 


(7/m)t 


P ^ Poe 

即态密度是不断增加的.另一方面，由运动方程得 


d 


k 






< 0 


I 2m 


ck 


2 


即沿流线能量减小，或者说流线指向低能区.于是，结合两者可知，系统存在着高能态向低 
能态的跃迁 * 于是，系统的熵是时间的减函数 • 振子不是孤立体系，熵减少并不与第二定律 


矛盾 
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畚 


在等边三角形的每个顶点上都有一个自旋量子数为1/2的粒子，它们间的相 


7 . 33 


互作用哈密顿量为 


A 


H = — (ffi * a 2 + 


^3 + 


A) 


式中， a 为泡利算子， A 为相互作用常数.试给出这个自旋体系的能级£：，总 自旋心 简并度 

导出配分函数 z. 

体系由三个自旋童子数为1/2的粒子构成.体系的哈密顿童为 


g 


參 




A 


( 1 ) 


H = —{ a x 


+ 


玟3 + 


式中, a 是泡利算子， A 为相互作用常数.体系的总自旋算子为 


( 2 ) 


S = — (<7i + a 2 + 戊 3 ) 


= = 由式 (1) 和式(2)，体系的哈密顿量可写为 


因为久 




H = -(4S • S — 9) 


(3) 


由式（3)，体系的能量为 


E - — [45(5 + 1)-9] 

6 

式中， *5 为总自旋量子数;*5 = 3/2,1/2.当 *S = 3/2 时，能量五=夂简并度^=25 + 1 = 4；^ 
5 = 1/2时，能量£= — A ， 简并度 g = 4 . g = 4 而不是 g = 2,是因为三个自旋1/2的粒子， 
有两种独立的方式形成自旋5 = 1/2态.体系的配分函数为 


(4) 


A 


A 


= 8cosh 


Z— 4exp 


(5) 


+ 4exp 


kT 


kT 


kT 


式中， T 为体系的温度 4 是玻尔兹曼常量. 

7.34 iV 个自旋1/2的粒子排长一条直线，仅仅最近邻粒子间有相互作用.当两近 
邻自旋都向上或都向下时，两者间的相互作用能量为当两近邻自旋是一个向上一个向 
下时，相互作用能量为 _«/( 用 量子力 学语言，近邻对/与间的相互作用能量是 Mai ). 
这个集合在温度了时的配分函数是什么？ 

W 个自旋1/2的粒子排长一条直线，仅仅最近邻粒子间有相互作用.当两近邻 
自旋都向上或都向下时，两者间的相互作用能量为 J, 当两近邻自旋是一个向上一个向下 
时,相互作用能量为一丄这是铁磁体的一维伊辛模型个自旋有 7V — 1个相互作用对. 
令为平行自旋对的个数，为反平行自旋对的个数，则 

+ N a = N — 1 




( 1 ) 


一个给定的构形的能量为 


E = J ( N , - N & ) = J ( 2 N P - N + 1 ) 

式中, J 是相互作用常数.这个集合的配分函数为 


( 2 ) 
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(N — 1)] 


JV-1 


S exp(-E/kT) ^ 2X 

J\N — 1) 


Z = 


exp 


kT 


N^O 


< 量子态 } 


P 




(N - 1)J 


2JN 


N-\ 


(3) 


= 2 exp 


exp 


kT 


N P 1 • (JV — 1 一 JV P )! 


kT 


N _^0 


P 


^-1 


- =2 〜 — 叫善 ) 


J(N - 1) 


exp 


kT 


上式中有一个因子2,是因为反转所有自旋的方向不改变和，但产生一个新的构 


型. 


7. 35已知由 W 个带电的有相互作用的粒子构成的体系遵守经典力学和经典统计 
规律.证明这个体系的磁化率严格为零. 

任何一个体系的热力学性质或统计性质，都完全决定于体系力学量取各种可能 

值的概率，决定于概率密度或分布 函数; 体系的分布函数又直接依赖于体系的能量，因而， 

能量在决定体系的热力学性质或统计性质上，始终处于中心地位.我们在讨论体系的热力 

学性质或统计性质时，首先要给出或明确体系的能量表 达式; 这是第一要务，是所建“模 

型”的具体体现，是讨论的前提•设 w 是粒子质量， A . 为槪子 i 的动量，黾是粒子:•，粒子 

i …之间的相互作用能量，它只依赖于粒子间的距离，与粒子动量无关.体系由 JV 个带电 
粒子构成，体系的能量为 


2^1 + S 灸 

巢 i<j< ，… 


E = 


( 1 ) 


按照正则分布;粒子，的动量处在 a 与 pi + dp t 内的概率为 

\ exp (— j 3 E ) dr \ 

— /3E)dr 1 ^*dr N dp 1 ^*dp 


dp N dpi 


_ _ 镛 




fip ^ dp ^ 


j **j exp ( 

exp (- pf/2^kT) 

f 

1 exp(-- pf/2mkT)dp t 


N 


( 2 ) 


3/2 


Pf 


一： 一 dpi = 


dpi 


exp 


2nmkT 


2mkT 


这样，一个分子的速度处在 t ， 与 t ; + dv 内的概率为 

f(v )dv = 


3/2 


叫 —㉟ dv 


(3) 


2 TtkT 


式 ( 3 ) 表明，粒子间有相互作用的经典体系仍然遵守麦克斯韦速度分布.因此，按经典力学 
和经典统计，不管粒子间是否有相互作用，或者说，不管粒子间有怎样的相互作用，如果粒 
子可以具有速度 v ，则一定可以具有速度 一 v ;这两个速度大小相等，方向相反，并且以相 
同的概率出现.在外磁场 B 中，与带电粒子具有速度 Z ； 对应，带电粒子会具有磁矩 

且 p m B ~ 


并 


/ 2 ，~是》在与 5 垂直的平面上的分量.这样，在外磁场5中,如果带电粒子 

可以具有磁矩 p m ， 则一定可以具有磁矩 _ p m . 这两个磁矩大小相等，方向相反，并且以相 

同的概率出现.因此，带电粒子体系的总磁矩为零.这样，无论带电粒子间是否有相互作 
用，遵守经典力学和经典统计规律的带电粒子体系的磁化率严格为零. 

7. ：36 (1) 证明： 体系的自由能 F 与温度了和体系的配分函数的对数 l n Z 有关系 F 

=— 是玻尔兹曼常量. 


mv 
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(2) 证明玻尔兹曼气体的自由能具有可加性. 

m (1) 体系的内能及熵 S 与配分函数的对数 InZ 分别有如下关系 


3 


U =- ^~lnZ 


( 1 ) 




3 


S = k InZ — ^\nZ 


( 2 ) 


3/? 


利用式 （1) 和式 (2) 可得，体系的自由能为 


F = t ； - T 5 = - kTlnZ 


(3) 


因为式 （1) 〜 （3) 与体系配分函数 Z 的具体表达式无关，因此它们既适用于由近独立粒子 

构成的理想气体，包括玻尔兹曼气体，费米气体和玻色气体;也同样适用于粒子间有相互 
作用的气体.在玻尔兹曼统计中，理想气体的能量五= 凡和 m 分别为单粒子能 

级 f 的能量与占有数.计及粒子的全同性或粒子不可分辨后，气体的配分函数为 

- exp ( - /3^ N i£i ) 


2 exp (- J 3 E ) = y . 


z = 


( N -} 




f 量 子态} 


(4) 


Nl 


2 


「IX [exp (— 


N 


Zi 


N \ 


N \ 


( N .} 




式中， ^ 是单粒子配分函数 


3/2 


2^mkT 


i = 2 # ex p (一 批) 


V 


(5) 


z 




h 2 


式中 ，& 是单粒子能级/的简并度. 

(2) 由式 (3) 〜（5)，计及粒子的全同性后，玻尔兹曼气体的自由能为 

F =- NkTlnz , + NkTlnN 


( 6 ) 


N 


2^mk 


= NkT\n 


- ^NkTlnT - ^rNkTln 




V 


h 


由式 (6) ，计及粒子的全同性或粒子不可分辨后，玻尔兹曼气体的自由能具有可加性. 

试由正则分布证 明:体 系的熵5=—々芝>,1即 5 ,式中朽是体系处在状态 s 的 


7,37 


概率 


设: r 是体系的温度 ，瓦 是体系处在状态$时具有的能量， z 是体系的配分函数 
按正则分布，体系处在状态 s 的概率为 


exp (— /?£,) 


( 1 ) 


Pi 一 7 


Z 


式中，/?=1/々7\由式 （1) 可得 


\ n Ps = - (lnZ + /?£,) 


因而，我们有 


YjPsWs=- ^PsOnZ + /?£,) 

式中，互= 扭 nZ /3/9 是体系的平均能量•按正则分布，体系的熵为 


— (lnZ + /?£) 


( 2 ) 




J 


5 


3 


5= k \ lnZ — /? ^lnZ = k(\nZ + /?£) 


(3) 


3/3 


热学、热力学、统计物理 


218 


# 


这样，由式 (2) 与式 (3) 得到，体系的熵可表示为 




5 = 一 


( 4 ) 


5 


因为式 (1) 〜 （4) 与体系配分函数 Z 的具体表达式无关，因此它们既适用于由近独立粒子 

构成的理想气体，包括玻尔兹曼气体，费米气体和玻色 气体; 也同样适用于粒子间有相互 
作用的气体. 

7. 38 试由正则分布证明，由 7 V 个粒子构成的经典体系遵守广义能量均分定理:平 
均值 x , aH / ar 严心奸，式中 H = …，^^九，…,；!^)是体系的哈密顿量， 

工; 分别是 67 V 个广义坐标及广义动量中的任意一个. 

解已知 // = //(9,/>)= H ( 9l ， 

SN 个广义坐标及广义动量中的任意一个.当 


Xi 


，/是体系的哈密顿量， A 、 A 分别是 

士 OO 时 ， H 


，9抓；户1， 


按照正则分布，平均值 


— ►oo 


工 i 






Xi ^-exp [—肖 H(q ， p)]<i{2 


3// 


( 1 ) 


ox 


fexp [—沒 H ( g，/>)]dO 

式中， /5= l //^ T ， d /2= df * dg 3 xd />/" d /> 3 Jv . 因为= <5*,) •，故 

Xi g^exp (— /?H)dx > 


— -^ x f exp (— /?//) 


-exp ( — /?// ) dx y 


( 2 ) 




/? J -oo Bxj 


X 


= ^ijkT\ exp (— /3H)dxj 

J 一 oo 

令体系的相空间体积元利用式 (2)， 我们可得 


3// 


一 * 9// 

x i ^exp ("- /3H)dO = jxi Q^-exp (— ^H)dx/iOj = S tJ kT^ exp ( — /3H)dO (3) 


这样，由式 （1) 和式 (3) ，我们得到广义能量均分定理 


a // 


= d“kT 


(4) 




tj 


因为无论体系的粒子间是否有相互作用，式 (1) 〜 (3) 均成立，故无论体系的粒子间是否有 
相互作用，广义能量均分定理式 (4) 都成立. 

对于近独立粒子体系， 


h = + 2钤 ( a ) 


(5) 


式中，& (/>,) 是 粒子/ 的动能，9\(仏)是粒子/的势能.取1 =九,^ = />,，则由式⑷与式 (5) 


可得 




= 8“kT 


p t 


( 6 ) 




<； 


对非相对论粒子， e ,=/>〖/ 2 m ， 由式 (6) 得 i = A 7 V 2 .对极端相对论粒子， 
= ^ T . 取 A = = 则由式⑷与式 (5) 可得 


€,=咏，由式(6)得£, 


^Pi 


= S,,kT 


Qr 


(7) 
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若供=知?/2,则由式⑺可得，供 = A 7 V 2. 上述由式 (6) 和式 (7) 得到的结果，正是我们熟知 
的“能量按自由度均分”. 

7.39 试由广义能量均分定理证明：由 W 个粒子构成的经典体系遵守位力定理 


3NkT 




式中冲是广义坐标 hF , 是作用在自由度/上的力 ， g t F t 是 q t F t 的平均值 * 

已知 N 是体系的粒子数，/ / = H ( g ，/0 = H{q 


，/ >3 A T ) 是体系的哈 

密顿量，: r ,, A 分别是 6 W 个广义坐标及广义动量中的任意一个.由 iV 个粒子构成的经典 
体系遵守的广义能量均分定理为 


P \ ， 


• « • 


« • _ 


1， 


3H 




⑴ 


Xi 


由正则方程和牛顿定律，我们有 


3 H 


d 




( 2 ) 




式中， K 是在自由度/上的作用力.这样，取 


则由式 （1) 和式 (2) 可得 




: p 


=—kT 


( 3 ) 


由式(3)，我们得到位力定理 


q t F ( = 


— 3iV 々 7 


( 4 ) 


因为无论体系的粒子间是否 W 相互作用 
相互作用，位力定理式 (4) 都成立. 

对经典非相对论粒子，自由度 z 上的平均动能瓦=幻72.因此，对经典非相对论气 
体，式 (3) 可记作 


1) 〜 （3) 均成立，故无论体系的粒子间是否有 




2 Ki + q { Fi = 0 


( 5 ) 


对经典非相对论气体，式 (4) 化为 


2^+X^ = ° 

式中，亙 = E 是气体分子的平均动能之和. 

7. 40 从位力定理出发，证明对平衡态有 

(1) 如果 c P /^ = y =5/3, 则有限气体构型的总内能就等于总 动能; 


( 6 ) 


(2) 只有当 c P Av > 言时，有限气体构型才可能处于(粒子本身所产生的)牛顿引力平衡 
解对于有限气体构型，在位力定理 

2^+2 

■ 

! 

中 ，尺为 平均总动能，为分子/所受到的气体所有其他分子对其作用的合力.对于牛顿 

引力，有 


Fi = 0 




撕 （ r ") 


S 


2〜 


2>(〜) 


F t = 


r t 






j 古 


j <! 


式中〜 =| r , ——，因而有 


2K -\-V ^ 0 
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式中， v 为总势能. 

CD 我们把体系局域地看作理想气体，从而分子的内能密度（即平动能与内部能量之 

和拉 (r) 和动能密度充 O) 满足 


1 




K ( r ), K ( r ) = ~ kT { r ) 


u { r ) 






3 7-1 


2 1 






K 为总 内能, 所以，当 y =5/3 时， u = / c . 


因而"= 


3 7-1 

(2) 又由位力定理得 3( y —1) U+F = 0, 故体系的总能量 


E = u + V = (4 - 37 ) U 

要使体系处于稳定平衡而不至于分散到无穷远，应有 £<0. 注意到&>0,有 y >4/3. 

7.41 一 系统由 W 个质量为 m 的近独立粒子组成,在高温下达到热平衡(可以用经 

典统计).粒子绕其平衡位置做一维振动，就下述情况求系统的热 容量： 

(1) 恢复力和位移 _ r 成 正比； 

(2) 恢复力和位移工的立方成正比.不必具体求出积分即可得出结果. 

按位力定理，若分子所受到的作用势 Fax % 则分子平均动能 T 与平均势能7的 


1 




关系为 2 7 i = mF , 又按能量均分定理，对一维运动 ，: T = + 々: T . 因此， 


1 






(DfCCXjVCCx 

体系的比热容 c v = Nk 


2. 于是 y = r = ^ A 7\ E = T + V = kT . 一个分子的热容量为 


，n = 


1 


1 




(2) /0^ 3 氺00/,；2 = 4 ,因而 F = = f 奸, £ = f AT . —个分子的热容量 为+么 体 


4 


系的比热容〜=子斤々 


4 


7. 42两个磁偶极子 Mi 和 M 2 相距为 i ?， 偶极子位置固定，但取向可以自由选择.它 

M X M Z 

Jtr z 


们和温度为: r 的环境达到热平衡，求两偶极子之间的平均作用力 F ， 在高温极限 

1下，可以用经典方法处理.注:两偶极子之间的势能为 

3 (Mi • R )( M 2 • R ) — ( M , - M 2 ) R 2 


《 




R 5 


以两偶极子连线为 z 轴，有 


M x M 2 • 

尺 3 [ ZcosAcos % — sin ^ sin 没 2 cos (奶 一 仍）] 


经典配分函数为 


{2 cosd l cos 6 z —— sin ^ sin^cos ( 9 ^ — 




wm 

仍 ）） diOid/^ 

J 


一你 di^dX^ = 


z — e 


exp 


^%《1，把被积函数展开，精确到第一个关于 A 的非零项，并注意 CO # 线性项 


由于 A 
积分为0,得 


A 2 


1 + — (2 cos 8 1 cos $ 2 — sind l sind 2 cos (< p l — 9%)) 2 dO^Q 


■■ ■ 


2 
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A 2 + ^ A 2 = 16兀 2 | 1 + 亡 A 2 


32丌 


=16丌 2 + 


两粒子间的平均相互作用能量为 


L 全 = 16A M X M Z 

z ^ = 37— + 8 A 2 * 


两偶极子间的平均作用力为 


Bu 1 6kT # 74A 2 

R ~ # 37 + 8 A 2 

7 - 43排在直线上的三个自旋构成的系统（图 7. 5( a ))， 通过最近邻作用而相互耦 


F =- 


3 R 


合.每个自旋 5 =专都具有与自旋同向的磁矩^ =2冲.这个系统在沿 z 轴的外磁场 H 中 


处于热平衡，温度为 r . 系统的哈密 顿量# 近似由伊辛模型给出，这里真实的自旋-自旋 
相互作用由形为 心 (Z + 1) 的项 代替： 

^ = Js z (l)s z (2) + Js z (2}s z (3) — 2^Hls z (l) + s z (2) + 5 ^( 3 )] 

式中 j 和 * 为正值常数* 

(1) 列出系统所有可能的微观态和其相应的能量，绘出作为 H 函数的能级图，标明 


简并度; 


(2) 对下列的每一条件，写出内能 C / CT ， H ), 熵 SCT ，//) 和磁矩 M (7% H ) 的极 限值; 
①了= 0 和 //= o ; ② r = o 和③: r = o 和 j / ju 《 h i ® j《kT 郝 //= o , 

(3) 以简单物理考虑为基础,不做任何计算，画出恒定场强下的比热容 acr ,//) 在 
H = 0 时的曲线.在非常高和非常低的极限温度 T 下，依 赖于了 的主项是什么？ 

(4) 求出配分函数 QCT ， H ) 的解析表 达式； 

(5) 求磁矩 Af (7\ H )， 当和时，求出 A /(7\ H ) 的近似表达式. 


简并度 




丄 


+3 MH 


2 


5 ( 2 ) 5 ( 3 ) 


沒 （1) 


2 


MH 


Ch(LO) 


-3MH 


2 


2 




2 


一 jL 


-mh 


2 


(b) 


7 . 5 


(1) 用数组 U ( l )，&(2)， & (3)) 表示系统的微观态，相应的能量记为 £ U (1)， 


(2),5,(3)) 


1 


E 
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j 




E 




11 1 


E 


= E 


fjtH 




^ MH 




1 

E 

\ 


= E 




2 


2 


£ (-含， 

能级图如图 7. 5( b ) 所示.图中，我们假定了 2 jnH > J / 2 >fxH 

① — 士卢，5 = ^1112 


J 


=;+ 3//H 


( 2 ) 


② L 7 = ■— 


fiHju，S = Q 






J 


③ L r = y —3^H,M=3/i,5 = 0 

④ f/ = 0 ， A/=0,5 = 々 ln2 3 = 3 々 ln2 

( 3 ) H=0 时，系统有三个能级 (- y ,0, y ). T=0 时，系统在基态 ; 0<奸《 j 时，系 

，随后系统能量快速增加，相应有 c : H 随温度上 
升;随着系统接近均勻占据所有能级，能童增加速度下降下降;々了》 1 /时，△丑 oci — 

，即 c h cc ^- 2 . 最后系统能量不随温度变化 ， q = 0. 在恒定场强下，比热容 c h ( T 9 
H ) 在 H =^0 时的曲线如图 7. 5( c ) 所示. 

(4) 配分函数 


统能量增加 △£： cc e -‘" 2AT ，则 c h cc ^ 2 


-J/2kT 


e 


-J/2kT 


OC 


e 


7 


— 卢 (J/2 — 3fiH) 


Q= 




+ 2 e 祕 + 

2 e — 抑 /2 cosh (3/^ H ) + 2 (e 妨 2 + 2) cosh (/?// H )[ 其中 /? = -^ 

kT 






一卢 (J/2+3mH) 


+ 2 e 


e 


e 


(5) 磁矩 


3 


2 J £ 


M= J dH lnQ：== 

当々7»户//和,/时， Q 〜8,则 M ^ 3 / 3 ^ 2 H 

一由伊辛自旋组成的晶体点阵，每个位置上自旋可取&=士1，当有外场 
(0,0，//。）时，系统的哈密顿量为 


[3 e ^ /2 sinh (3/? A //) + (e 障 + 2) sinh (知 //)] 


Q 


7. 44 


H = 


j 2 响 , — mb^o 2 5/ 

i，v t 

式中”/>0为常数 • ^为对所有近邻位置求和（每个位置 都有尸 个近邻位置) 

(1) 温度为 了时， 求自由能的表 达式； 

(2) 应用平均场近似，推出计算 H Q = 0+ 时瞬态磁化强度 
度 T ,(7’< T t 时 w 关 0); 


H =— 


义的方程，并求临界温 
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# 


T 


(3) : T —7\ 时， m ( T ， H G = 0) 〜常数 . ll - gj ，求临界指数/?; 

(4) 求 T = T C 附近，给定外场//。的比热容 c ( H Q = 0) 的行为 

设表示& = + 1 的总粒子数，表示 

+ 1的近邻对数，表示&均为 一 1的近邻对数，凡^表示&取不同值的近邻对数，哈密 
顿量表示成 


1的总粒子数，表示&均为 


5/ = — 


H = — J ( N ^ + N bb — Nab ) 一 A — N B ) 


考虑 A 状态 G = + l ) 的近邻对数，有 


PN a = 2N AA + N 


AB 


式中尸为近邻数.同理有 


PN B = 2N BB N AB 


因为 


N — N a + Nb 

于是^、^^、^^、凡^^^中只有两个独立义妨取为仏^^则 

N b = N - N a 


PN 


N 


~ A + N aa 




BB 


Nab = PN a - 2N 


AA 


故 


(-t + ^ r 


H = — AJN 


2C-PJ + MoH 0 )N a + 


AA 


(1) 配分函数 


-H/kT 


z = 


e 


所有组态 


自由能 


F =- kTlnZ 

(2) 应用平均场近 似：自 旋向上的近邻对数在总对数中所占的比例，等于近邻格点上 
自旋均取向上的概率，即 


2N 


N 


AA 


A 


PN 


N 


这样 


N a 


(- + moH q ) n 


H = — 2PJ 


N 七 2iPJ — /ioH 0 )N A + 




配分函数 


N 


Z= 2 ： C^e 


-H/kT 


N A ^ 


引入磁化强度 


— N a — Nb 

m — n a + n b 


则 N A /N^(l+m)/2,N B /N^{l-m)/2, 
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畢 


H 




m 


InZ — Y (1 + rn)\n 


— —(1 — m)ln 




N 


a 


根据 S lnZ = 0 , 可得 


Mo^o , P£ 

\ » 




= 0 


mi 


kT 


kT 


或 


Mo^o t PJm 


= tanh — 1 


kT 


kT 


T 


p j 

，故只有当: T <7\= &时， 上述方程才有 m 判 的解 + 因而， 


对于 //o = 0， m=tanh 


C 


T 


k 


临界温度 = ^ 


k 


(3) //。= 0时，我们有 


T c 


= tanh 


m 


jTW 


当 T — T c 时，应用泰勒展开，得 


1/2 


T 


m cc const 1 —— 


T 


c 


因此 




3 


(4) 由 £= — ^ lnZ , t # 




E 


2 


= — ^ 0 H 0 m — —PJm 


N 


丄 

N BT 


Bm 


( — Mo^o — PJm) 


c 




ar 


在 Z /。= 0 时， 


Bm 


= —— PJm 


c 


BT 


1/2 


T 


时， 


0 ，c = 0. T < CT c 时，在附近，我们有 m=const 1 —^r 


所以 


m 




T 


c 


PJ 


c ~ const -=r 


T 


c 


7 - 45 考虑一两体相互作用的硬球气体， 


0， [ r r - —广)丨 > 

，丨 C 。I < 

用经典配分函数计算在给定温度和密度下的平均能量 (热 力学 内能) .在简单物理讨论的 
基础上，你能希望用量子配分函数得到同样简单的结果吗 

整个体系的配分函数为 




a 


V(\r t — rj\) 


a 


? 


z = Z T * z 


V 
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式中,为分子热运动部分的配分函数，而为相互作用部分的配分函数 




2 ^mkT 


2 


Z 


T 


h 2 


dr^^dr^exp [— ( \ r { — r,l)] 

[V - (N - l ) a][v - (N - 2) a]—[F - a]F 

N(N - 1) 


Zy — 


• • • 






■ ■ ■ 




2 V 


4 丌 


式中， 


平均能量 


z 


a~ ~a 


» 


ainZ 3^ 


E = kT 2 


kT 


9 T 


即对此模型，体系的平均能量(热力学内能)等于此体系中分子热运动的能量总和，与相互 
作用无关.由于粒子间无贯穿效应，可以认为从量子配分函数出发能得到同样简单的结 


果 


经典气体系统由 W 个粒子组成，体积为 V ，温度为: T . 粒子之间两两存在相 
互作用 Hr tJ ), r tJ = k — r ,| ，假设相互作用为刚 球势： 


7. 46 




， r i} < 

0, r {j > 


a 


= 


a 


y 


( 1 ) 求定容比热 容〜对 温度： r 和比容#的依赖 关系; 

(2) 状态方程的位力展开为 


A x m , A Z {T) 




+ 


# _ ■ 


RT 


V 2 


V 


求位力系数 ACT ). 

用正则分布，配分函数是 


3 N /2 


\^ = Uw) 


7 丄 

N \ h 

J … jexp ( — 

其中④ 为坐标， A 为动量 • 引入函数 /, 产 exp (—网 (〜)）一1, 且当 r { j > a 时，有/,, = 0当 

r i} <a 时， / ；产 一 1 ，所以 


Q 


3N 


Q = 


3 N 


(1 + S 人 + S 乂 " S 乂 


Q 


/ + •••)d<y 1 *-d^ 3 jv 




• • • 


近似取头二项，有 


(1 + ^l/,j)dydg 




• # * 


3 N 


这样 


N 2 


f/ 12 d9id^ 2 dg 3 = V N | 


N 2 


Q 〜 f 


1 + * (— r) 


2V 


3 


其中因此 
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争 


N 2 ]^Mny 


r 


lnQ = A/lnV^ + In 1 — 


~ N 2 




2 V 


2V 


内能为 


3 


3N 


U =- ^lnZ 


kT 




8 /? 


定容热容量为 


—Nk 


= 


压强为 


i a 


inz = 含嘉 1 nQ = 士 


I N zN 2 

j3\V ^ 2V 2 


P 




/? ay 


这样 


NkT 


tN 


2 V 


因此 


Aj(T) = Y = ^f~ N 

7.47 考虑一温度为 r ， 体积为 V 的经典系统，它由 JV 个质量为 w 的质点组成 .{/ 
为体系总能量，为压强：质点之间的相互作用势为 

多 (〜)= 4^ A>0, ” > 0 ， \r {J \ = \r { — rj\ 

厂 ”+ 

注意 >( yr ) = y - V ( r ) 对任意/ 成立. 由此证明 

V = apv + bVkl 

k 为玻尔兹曼常量, a 、6 为与; i 有关的常数，求出 

解体系的配分函数为 


一 兵 E 


™#2# r ")dr 


V 

rm 


dpdr = (2^mkT/h 2 ) 


SN/2 


e 


e 


3 A r 


h 




令 T — 注意到 二 A / r “， 有 

2nmkAT 


3N/2 




Z(AT,y) 




e 


h 2 


v 


刺 t 


2nmkAT 


邱 [ 一夕 2⑽ 1 〜")] 

exp [— /?2 炎 (〜）] d 


e 


h 2 


v 


3 N /« 


2^mkAT 


-3N/n 


A 


h 2 


乂 3 〜 


W i~i) Z(T,X 3/n V) 


该式可以改写为 


A 训 （ i - 士 ) 


Z(AT f A~ 3/n V) 


Z(T f V) 




自由能 


F(A7\A~ 3/rt V) = - kTAlnZ(AT 9 A~ 3/rt V) ^ - 3N 


— kTAlnA + AF(T,V) 


n 
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将此式两边对 A 求导，而后令;1=1，得 


ap 


3 F 




—— 3 A ^ — — — kT + F 


T 






3 T 


3 K 


n 


n 




T 


另由 


BF 


3 F 


U = F — T 


， P =— 


3 T 


W 


V 


T 


我们得到 


—丄 NkT 4 - ~pV = apV + bNkT 


n 


n 


于是 


^ = 3 


a 








n 


n 


it 


7.48 (1) 已知 


上，证明 


dr = 


— ax 


e 


a 


n 


一 3/2 


9 — QX 

x 6 e 


dx — 


a 


3 


2 


-5/Z 


4 ^ fly 

x e 


7 T a 


4 


一 oo 


(2) 已知 


《1，而 a 的大小量级为 i 二 证明 


a 


a 


a 


a 


/U)e— 心 2 情 3] d 


/( x)(l — a ^ x 3 ) e~ ttxZ dx 


X ^ 




a 


(3) 两原子间的相互作用势为 


4奮 n 


为两原子距离.画出 a ( x ) 的图像并求出 (7 U ) 的极小 值点； 

(4) 考虑一列原子，它们被限制在 x 轴上运动.假定相邻原子才有相互作用，利用经 
典统计力学计算原子间的平均距离 x ( T ). 运算时把 t ； 在其极小值点展开到若干级从而 
得到於了)依 赖于了 的最低级形式.假定 々7 X < X /。， 把相应的积分限取为士 oo , 并说明这样 
做的道理.进一步计算 


X 


1 dx 


dT 


a 


( 1 ) 


d 


d 


1 


丌 


7T 


2 


dx = —— 


dx = — 


-3/2 


一 or 


jo^e 


e 


a 


da 


da 


a 


d 2 


d 2 


J 


7 t 


= — v^T 


x 4 e-^ 


d*r = 


dx = 


-5/2 


e 


a 


da 2 


da 2 


4 


a 


a 


a 






2 


( 2 ) 


f(jc)e 


djc = J /( x)e 


djc 


— ax 


e 


一 a 


— a 
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因为 




(wa x ) 


《1 


a ^ x 3 J = 


a 


a 


a 


所以 


— afix 


1 — 


=1 — a /? x 3 + 




e 


•幽# 


故 


a 


a 


j /0 )e 

— Q 

(3) 如图 7. 6 所示.由 


十心 d 


- a [ 


/OKI — «/? x 3 )e 


dsc 


X 


X ^ 


一 a 


12 


dU 


a 


a 


=t/ 0 - 12 


- 2( — 6) 气 = 0 


dx 


13 


X 


X 


为 f / Cr ) 的极小值点. 

(4) 当： T = 0 时，按经典统计力学，每个原子应静止于其平 
衡位置，此时相邻原子的距离为 a . 为计算有限温度下的 x ( T ), 
我们选定一个原子，考察它对平衡点的偏离，并假定相邻的原 
子固定.取坐标原点为被考察原子的平衡位置，用 T 表示对平 
衡位置的偏离.此时被考察原子受到的总势可写为 

Ut ( 工 ） = U (jc + a) + t/(a — x) 


可得 


x = a 


X 


= ?7了（汉）+ Ut 2 x2 " r 3 工 3 + 


• t * 


式中 


图 7. 6 


UT 2 — 72 U 0 / a 2 ， Ut 产 — 504 f / 0 /^ 


由经典统计力学有 


2 


/kT / dxe~ u T2 x2/kT 


x ( T )= dx • xe ~ u r M/kT / dxe ~ u r M/kT 


一 （U 


dx 


x 




T2 


T 3 


xe 




对积分有贡献的区域主要是 （一 a , a )， 原因是々: T 《/7。， 由 exp (— W 2 xV ^ r )， 当 
<1时，: r / a 《 l ， 故 X 偏离平衡位置不远，因而在有效积分区间内， t / T 3 ： T 3 < l , 可进一步近 


似 


U 


-(U T2 /kT)x 2 ^ x 


12 -(U T2 /kT) 


S(T) ^ cLr • x 1 — 


X 


e 


kT 


所以 


a 


x ( T ) = — —kT 
U ； 96 U ^ 


0 


7 k 


96 t ； 


0 


与热库及粒子库相接触的近独立粒子的热平衡体系 


7 - 49 体系的粒子有两个非简并能级 :£l = 0， e 2 = e . 如果体系最多有一个粒子，求体 
系的巨配分函数、平均粒子数、每个能级的平均占有数. 



第七章系综理论 


229 


体系的粒子有两个非简并能级体系最多有一个粒子.令 N ^ N 2 分 

别为单粒子能级1和能级2上的占有数，则体系的粒子数"=爪+沁，体系的能量.£ = 
n 2 €= ( n — n ' u . 体系的巨配分函数为 

SLoS^ = o^ ex P 

式中， A = e xpO / AT )= e xp ( —«) 为气体逸度^为气体的化学势 J 为玻尔兹曼常量.体系 

具有粒子数 iV 和能量£的概率为 


E 


e 


S = 


1 又 1 + exp — 


( 1 ) 








kT 


kT 


’ ex H 


P(N,E) 


( 2 ) 




^4 


这样，体系的平均占有数为 

SLS 

能级1上的占有数的平均值为 

2 1 

^ Ljn x 

能级2上的占有数的平均值为 

y 1 V 

Z-J 

7 - 50 体系的粒子有两个非简并能级: ei = 0， e 2 = e . 如果体系允许最多有两个全同粒 
子，求体系的巨配分函数、平均粒子数、每个能级的平均占有数. 

体系的粒子有两个非简并 能级: ^ = 0^ 2 = e . 体系允许最多有两个全同粒子或不 

可分辨粒子•令 N ^ N 2 分别为单粒子能级1和能级2上的占有数，则体系的粒子数 N = 
A ^+ iV ^ ，体系的能量 E = N 2 s '~ ( N — N \) e . 

(1) 如果体系的粒子是费米子,体系的巨配分函数为 

2Lo^S ex p 


N 


e 


N = 


NP 、 N，E = N z e) 


A| 1 + exp I — 


(3) 






从 = 0 


A 


N Y P{N，E = (N — N x )e) = P(N = i，£ = o ) 


(4) 




= 0 


jT 


N 


e 


N 2 P{N,E - N z e = P(N = 1，E = e) 


-^Aexpl — — I (5) 




N n = 0 


a 


E 


E 


e 


E — 


=1 + A 1 + exp — 


+ A 2 exp| —— 


kT 


kT 


E 


( 1 ) 


e 


=(1 + A) |^1 + Aexp 

式中 ， A = exp (/// 々: T ) = exp ( — o :) 是气体逸 度，;/ 为气体的化学势,々为玻尔兹曼 常量. 体系 

具有粒子数 iV 和能量£的概率为 




kT 


E 


P(N,E) = ^A^exp 


( 2 ) 


H 


kT 


体系的平均粒子数为 


£ 


e 


N = 


5 又 1 + exp 


+ ^A 2 exp[ -— 






kT 


B 


E 


e 


e 


二乂 1 + Aexp 


+ —X(l + A)exp 






kT 


kT! A 


-i 


+ 1 A~ l exp(e/kT) + 1 




(3) 


能级 1 上的占有数的平均值为 

瓦= YL ' H n a n ，e 


e 


( — A^i )c) 


A 1 + Aexp 






a 


kT 


E 


( 4 ) 
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能级2上的占有数的平均值为 

'Z'^N 2 P(N.E = N 2 e 


_ Aexp (-^) + A 2 exp (-^)] 




B 


(5) 


A - 1 exp(e/ 々 7") + 1 

(2) 如果体系的粒子是玻色子，体系的巨配分函数为 

SL^E ； =o-p(-,t) 


H = 


( 6 ) 


2 e 


£ 


+ A 2 1 + exp — 


=1 + 又 I 1 + exp —— 


+ exp — 


kT 


kT 


体系的平均占有数为 

2 sr ^\ 


N 


NP(N ， E) 

A[1 + exp (— 忐 )] + |A 2 [l +exp( - ~) + exp( - _ 




N 广 0 


(7) 


E 


能级 1 上的占有数的平均值为 




e 


N X P(N,E = (N - N» = 1 + 2A + Aexp - 


B 


kT 


w 广 i 


( 8 ) 


能级 2 上的占有数的平均值为 


_1 + A + 2^exp(-]e X p(- ㈤ 


N 2 P(N 9 E = N 2 e) 


士 A 




H 


(9) 


T 51 费米气体的粒子有三个非简并能级 0， e ,2£. 如果气体最多能有2个粒子，试 
求气体的巨配分函数及平均粒子数. 

费米气体的粒子有三个非简并能级 o , e ，2 e . 气体最多能有2个粒子，令三个单 
粒子能级上的占有数分别为 A ^ A ^ A ^, 则气体的粒子数 JV 为 

N = N 0 + N, + N 


( 1 ) 


气体的能量£:为 


E= (N x + 2N 2 )e 


( 2 ) 


这样，费米气体的巨配分函数为 

=1 + ^[1 + exp (— tfkT) + exp (— 2^/^T)] 

+ A 2 exp ( — e/kT)[\ + exp(— e/kT) + exp (— 2e/kT)^\ 

式中，; l= exp (〆 々: r )= exp (-«) 为气体逸度 4 为气体的化学势 M 为玻尔兹曼常量,气体 
具有粒子数 7 V 及能量£的概率为 


E 


exp 


kT 


{n v n 2 } 


(3) 


A 〜 xp ( - #) 


P(N ， E) 


(4) 






E 


费米气体的平均粒子数为 
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噢 


A[l + exp (— e/kT) + exp(— 2e/^T)] 


N = 


E 


+ g A 2 Qexp ( — e / kT ) + exp( — 2^/ kT } + exp( — ^ e / kT }^\ 


= 互 A[1 + exp( — s / kT ^) exp( — 2^/^T") J • [1 + 2Aexp( — s / kT )~] 


(5) 


7. 52 如果费米气体的粒子只有一个非简并能级 h 试证涨落量 

( AA ^) 2 = N (1 — N ) 

式中，为气体粒子数 iV 的平均值. 

费米气体的粒子只有一个非简并能级 e ， 气体的能童为 £ = iVe . 气体的巨配分函 


数为 


SL^-p(-i) 

式中 ， A = exp (///々 r ) 为气体逸度，为气体的化学势，了为气体的温度，々为玻尔兹曼常 
量.气体具有粒子数 7 V 和能量£的概率为 


E 




=1 + Aexp — 


(1) 


kT 


E 


P(N ， E) = ~A N exp 


( 2 ) 


S 


kT 


由式 （1) 和式 (2)， 费米气体粒子数 W 的平均值为 

ZD’ ex p(- 磊 ) 

由式 (1)— 式 (3), 费米气体的 AT 2 的平均值为 

(-砉） 


-F 


e 




= -^Aexp — 


(3) 


E 


E 


kT 


e 


N 2 = 


= -^^ xp | —诉' = N 


(4) 


3 


这样，由式 (4)， 我们可得 


{N — N ) z = N 2 - N 2 = N (1 — N 、 

7. 53 如果费米气体的粒子具有一个简并度发= 2的能级 e ，试求气体的平均粒子数. 

解费米气体的粒子具有一个简并度 g = 2 的能级 e . 气体的能量为 E = Ne . 费米气 


(5) 


体的巨配分函数为 


1 

/ 


t — ^ + AxP (— 碁 ) 


E 


S 


E = 


J = 1 + 2Aexp 


exp 


N\(g — N)\ 


N^O 


( 1 ) 


_1 + Aexp[ — —J _ 


式中， A = exp (/ VMn = exp ( —«) 为气体逸度为气体的化学势 j 为玻尔兹曼常量.费米 
气体的平均粒子数为 


N= A ^ = 2A[l + Aexp (— ^ 


-1 




€ 


exp 


kT 


( 2 ) 


exp[(e — ju) /kT ] + 1 

7. 54 费米气体的粒子只有一个简并度 


2的能级 e ， 并且如果两个状态全被占 


8 
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* 


住，则气体的能量为无限大.证明气体的平均粒子数为 


N — 


exp[(e — + 2 

证费米气体的粒子只有一个简并度 g = 2 的能级 e ， 并且如果两个状态全被占住， 
则气体的能量为无限大.这样，与气体粒子数 JV ==0,1,2 相应,气体的能量五 = 0, e ， oo .费 
米气体的巨配分函数为 


E 




£ 


/—y _^ 


=1 + 2Aexp 


( 1 ) 


exp 


N\ (g — N) I 

式中， AzexpC ^/ AT^^expC — a ) 为气体逸 度，; /为气体的化学势， / fe 为玻尔兹曼常量.因为 

气体不能具有无限大的能量，在本题中，“如果两个状态全被占住，则气体的能量为无限 
大”，等价于说“两个状态不能同时被占有”.费米气体的平均粒子数为 


kT 


N — 0 


kT 


91 nH 


( 2 ) 


exp[(e — /0/々了] + 2 

_ 7.55 如果玻色气体的粒子只具有一个非简并能级 e ， 试证明涨落量 ^^==^(1 + 

W ) ，其中 AN=N-N,N 和 W 分别为气体的粒子数与平均粒子数. 

证已知玻色气体的粒子只具有 一 个非简并能级 e . 气体的能量 E = Ne t N 是气体的 
粒子数.玻色气体的巨配分函数为 


3A 


SA = o eX P ( ~ Na - ^ 2:0 eX P [— + 决)] 


s = 


( 1 ) 


1 — exp [— (a + Z?e)] 

知， p = l / kT ， fimT 分别为气体的化学势与温度4是玻尔兹曼常量.气体具 
有粒子数 7 V 及能量£的概率为 


式中 


， a= — 


P (N ， E) = -^exp (— Na — /?£) 

ts 


( 2 ) 


由式 (1) 和 （2)， 玻色气体的平均粒子数为 

^ N ^Nexp( 

由式 (1) 〜(3)，玻色气体的 iV 2 的平均值为 


1 


1 9 H 

E # 3^ 




— Na — /?£) 


(3) 








expO + /?€) — 1 




N 2 = 


N + 2N Z 






(4) 


由式 (4) 可得 


(N — N、 z = N 2 — N 2 = N 、\ N ] 

如果气体的粒子只具有一个非简并能级，遵守仲统计 ( para statistics ), 这里最 
多有两个粒子为同一个量子数集 给定. 试求粒子数及能量的平 均值. 

解气体粒子只有一个非简并能级，能量为气体的能量 E = Ne , N 是气体的粒子 
数.在允许一个单粒子态最多具有两个粒子的仲统计中，巨配分函数为 

1 + Aexp (— /?£) + A 2 exp ( — 2/?e) 

式中， A = exp (/? A ) 是气体逸度，和： T 分别为气体的化学势与温度，々是玻尔兹 


(5) 


fcf ? 




( 1 ) 


P 
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_ 


曼常量.平均粒子数为 


a 


A 


S p = ^-[1 + 2 Aexp (— /? e )] exp (— J 3 e ) 


N = 


( 2 ) 


S , 3 A 




P 


P 


平均能量为 


A [1 + 2 Aexp ( —和〉] 


K — Nc = 


eexp ( — y 8 e ) 


(3) 




这样，如果气体粒子只有一个能量为 e 的非简并能级，则在费米统计、玻色统计、仲统计 
中，一个粒子的平均能量分别为 


(4) 


€ 


Up = 


exp (a + ^/ kT ) + 1 


(5) 


E 


Ue = 


exp (a + e /々7") — 1 


( 6 ) 


u 


e 


exp (a + e / kT ) + 1 + exp (— a — e / kT ) 

在每一种情形中，在等式右边方括号内的因子为统计因子.应当强调，尚没有发现仲统计 

的实例.到目前为止，自然界似乎只实现两种极端情况. 

7.57 证明: 玻尔兹曼气体的巨配分函数 H 可以写成 


P 


S = exp [ exp (— a + /3e { )] 

式中 A 为单粒子状态/的能量 ， a = —/ ? ja ，/?= l /^ T ， T 和^分别为气体的温度与化学势. 

证已知 E 、 N 分别为气体的能量及粒子数从分别为单粒子状态/的能量和占 


有数，则 


2,^ = N 

i€i = E 

计及粒子的全同性或粒子不可分辨，玻尔兹曼气体的巨配分函数为 

^7[2L ex 〆— a — ^ )] 


( 1 ) 


!> 


( 2 ) 


2Lo2 ex p ( - aN - 邱 ） = 2 


a = 


N 


E 


(3) 


=exp[^ exp(- 

—知 j = i /々 r ， r , A 分别为气体的温度与化学势 j 为玻尔兹曼常量.由式 (3) 
可得，玻尔兹曼气体的巨配分函数的对数为 

InS = X.exp (— 

7. 58证明费米气体的巨配分函数 H 可以写成 

H = ]~[.[1 + exp( 


一 批)] 


a 


JV 尸 ， 


q 


-無）= N 


(4) 


a 


~ 知）] 


a 




式中 a 为单粒子状态£的能量和"分别为气体的温度与化学势. 

证已知 E 、 N 分别为气体的能量与粒子数 ， e ,、 iV ; 分别为单粒子状态 f 的能量与占 


有数，则 




r = N 


(1) 
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= E 


(2) 




费米气体的巨配分函数为 

21 0 2 - p ( 


邱 ） = S := o 2 IX [ ex p ( 


N ， 


— )] 


a = 


-Na~ 


a 




彳量子态} 


{NA 


(3) 


- n , s ;. o [exp (— 

式中，/^，/3=1/^了，了，"分别为气体的温度与化学势,々为玻尔兹曼常童.由式 (3) 

可得，费米气体的巨配分函数的对数为 


批 )] M = Xl t [l + exp( 


— /^)] 


Of 


a — 




^l r ln[l + exp (—a — /?£,-)] 

7.59 证明玻色气体的巨配分函数 S 可以写成 

S= J7 f [l - ex P( 


InS = 


(4) 


—知）] — 1 


a 




式中 A 为单粒子状态/的能量，〃=一/^，/?=1/々: T ，： T 和//分别为气体的温度与化学势. 

证已知 E 、 N 分别为气体的能量，粒子数 A 、 iV , 分别为单粒子 状态〗 的能量与占有 


数，则 


X 凡 


,= N 


( 1 ) 


= E 


( 2 ) 


玻色气体的巨配分函数为 

H= SLoS ex P (- 


/?£) = 2: 0 2 IL[ ex p (—卜如 )] 


N 、 


aN — 


{量子态} 


(NA 


(3) 


rxs;。 ㈣ （ 

分别为气体的温度与化学势为玻尔兹曼常量.由式(3)， 
玻色气体的巨配分函数的对数为 


^ ) ] Ni -- = n[i — exp (― 


批）]— 1 


a 


a 








式中 


，a = 


2,ln[l — exp (- 


InS — — 


- 如)] 


(4) 


a 


7. 60 证明 ：气体 的压强 />、 体积 V 、温度： T 与气体的巨配分函数的对数 InS 间有关 
系 pV=kT\nS. 这个关系是统计力学与热力学间的重要桥粱或纽带. 

证证法一 :体系 的平均粒子数 N 、 内能[7、熵 S 与巨配分函数的对数 InS 的关系分 


别为 


3 


N =- ^lnS 


( 1 ) 


Ba 


B 


U =- ^-AnS 


( 2 ) 


B /? 


8 


B 


S = ^(lnH 

式中《=-知，/? =〗/々7 V 是气体的化 学势. 因为吉布斯函数<7=]^=-—//?，利用式 
(1) 〜（3)，由 / a /= g — u + rs ， 我们可得 


g lnS - ^ 


InS 


(3) 


a 




3/? 


pV = kTlnE 

证法二 :对由 近独立粒子构成的理想气体，我们可以另行证明如下 


(4) 
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设£和 TV 分别为气体的能量和粒子数.对一个给定的分布，气体的粒子数 


X 凡 




(5) 


气体的能量 




E - 


( 6 ) 


i e i 


(1) 玻尔兹曼气体 :气体 的微观状态数 


N. 


在式( 7 )中，我们引用了微观粒子的全同性原理，即全同粒子是不可分辨的.假定 m » i , 
可用 Stirling 近似，则由式 (5) 〜（7)，我们可得玻尔兹曼气体的最概然分布为 

= g { exp ( — 

如，卜 \/kT ， T，p 分别为气体的温度与化学势 M 为玻尔兹曼常量.由式 （8) 


(7) 


批) 


( 8 ) 


a 




式中, 


a 






可得 


gj _ — 


In 


+ ^ 


(9) 


a 




在热力学平衡态，体系的力学量的平均值等于其最概然值•因而，由式 (5) 和式 (8) 可得 

InS = 

利用式(7)、 （9) 及(10)，我们可得玻尔兹曼气体的熵为 

气体的吉布斯函数 G = 户 + 因而，利用式（11)，我们可得关系式# 

kTlnS. 或者，对玻尔兹曼气体，我们有 

InS = 




:= N 


( 10 ) 


5- k\nW = 


akN + 十 々 InS 


( 11 ) 




2 


/?£ ; ) = Xz 

式中， A = exp ( p /々7’）= exp ( —«) 为气体逸度 二是单 粒子配分函数 


f ^exp (― 


( 12 ) 


a 




\ VI 


Znmkl 


exp (— /? e f ) 


= V 


(13) 


z = 


h 2 


利用式 (12) 和式 （13)， 我们可得玻尔兹曼气体的巨配分函数的对数为 

2nmkT 


\ 3/2 


InS - y 


exp (— a ) 


(14) 


h 2 


利用式 04)， 我们可得玻尔兹曼的气体压强为 


a 


| 

ln^j 

/ 


A. 1 * 


p= J\bv 

由式 （14)， 玻尔兹曼气体的平均粒子数为 


(15) 






pv 




B 


N = — —\nE = InH 


(16) 


Ba 


取 N ^ N . 由式 (4) 和式 （16) ，我们可得经典气体的状态方程 

pV = NkT 

(2) 费米气体 :费米 气体的微观状态数为 

W = 


(17) 


n 


(18) 


Ni\ (gi — N ( ) ! 
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假定 a 》 M »! ，可用 Stirling 近似，则由式(12)、式(13)、式（18)，我们可得费米气体的最 
概然分布为 


N i = 


(19) 


exp (a + 1 


由式 （19) 可得 


\n(g t /N t — 1) = a + /?e f 

1 一 Ni j gi = [1 + 6xp ( — a — /?€,-) J _1 

利用式 (19)、 式 (20) 及式 (21)， 我们可得费米气体的熵为 

S~ k\nW — k 2 .[g.lngr, — NihiNi — (gi — N^lnigi — iVJ] 

= k^.Njlnjg^Nj — 1) — ^yi.g,ln(l — N { fg { ) 

=akN + /3kE + + exp (— a — /?£,): 


( 20 ) 


( 21 ) 


( 22 ) 


费米气体巨配分函数的对数为 


InS = g f ln[l + exp( — a — /?e r -)] 

式中，对能级/求和•利用式 (22) 及式 (23), 我们可得关系式 

(3) 玻色气体 :玻色 气体的微观状态数为 


(23) 


W + gt — 1)1 

’ Nil • (gi 一 1 )I 

假定可用 Stirling 近似，则由式(12)、（13)、 （ 24), 我们可得玻色气体的最概 
然分布为 


(24) 


gi 


[V T— 

exp (a + /?£ ( ) — 1 


(25) 


由式 (25) 可得 


+ 1) = a /?e f 

]+ Nj / gi = [1 — exp ( — a — 

幻可得玻色气体的熵为 

々21,[(况 + gi )\ n(Ni + gi ) — 

是+ 1) + + N { i gi ) 

akN 十 /3kE - 々 2]pln[l 


(26) 


(27) 


利用式 （ 24) 、（ 26 ) 及 

S = klnW 




\ Cj ； 


N { lnN t — fin 君,] 


(28) 


— exp (— a — /? e r -)] 


玻色气体巨配分函数的对数为 


— exp (— 

式中，对能级? • 求和.利用式 (28) 及(29)，我们可得关系式 pV ^ kTXnB . 

由解法一可知，关系式 pV = kT\nS 与巨配分函数 H 的具体表达式无关，因此它既适 
用于由近独立粒子构成的理想气体，包括玻尔兹曼气体，费米气体和玻色气体，也同样适 
用于粒子间有相互作用的气体.巨配分函数比配分函数容易处理，这使它有了重要的应用 
价值.在量子统计效应或粒子间的相互作用有重要影响时，利用巨配分函数特别有效.利 


inS =— 


-恥）] 


(29) 


a 
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用巨配分函数讨论弱简并、强简并以及极端相对论强简并理想费米气体的量子统计效应， 
讨论弱简并理想玻色气体及光子气体与声子气体的量子统计效应等就是重要的实例.关 

系式 P V = kT \ nE 是统计力学与热力学间的重要桥梁或纽带. 


式中 作 ，是体系具有 


试由巨正则分布证 明：体 系的熵5 = —走 

粒子数 iV ， 处在状态 s 的概率. 

证设反是体系具有粒子数 7 V , 处在状态$时的能量， S 是体系的巨配分函数.按巨 
正则分布，体系具有粒子数 iV ， 处在状态 s 的概率为 


7. 61 


N 


s 


exp (— aN — ^ E s ) 


( 1 ) 


S 


B 


式中 ， a =— 々: T , 由式 （1) 可得 

^PNs 


(InS + a 7 V + /?£,) 


( 2 ) 






因而，我们有 


2 ^ pNs ^ np Ns = — 2 y^jpNsQnB -\- aN -\- /?£,) 


(3) 


N 


N 


s 


s 


— + ct IV + E) 




式中，体系的平均粒子数 


8 


22 n PN3 


InS 


N — 


(4) 






3 a 


N 


体系的平均能量 


3 






E = 


(5) 


3 /? 


5 


N 


s 


按巨正则分布，体系的熵的表达式为 


nS = 々 （In 

/ 


3 


3 


* S = 々 InS — 


冗 InS — /? ^1 


B + a N + /?£) 


( 6 ) 


a 




这样，由式 (3) 〜 (6)， 体系的熵可表示为 


S =— kWp Ns \ np N 

N s 

式 (1) 〜 （7) 与巨配分函数 H 的具体表达式无关，因此它既适用于由近独立粒子构成的理 
想气体，包括玻尔兹曼气体，费米气体和玻色气体，也同样适用于粒子间有相互作用的气体. 

7. 62 一蒸汽(稀薄气体)与一亚单层(即比单原子层少)吸收膜处于热平衡.吸收膜 
上有 N 个可以吸附原子的 位置. 束缚在吸收膜上的原子具有势能一 e 。. 试求覆盖率(膜上 

原子浓度)为被吸附原子的平均数.求蒸汽压九与覆盖率的函数关系. 

已知蒸汽的粒子数为 W g , 蒸汽 粒子〗 的动量为 A , 蒸汽的能量为 


(7) 


S 


Pf 




E — 


( 1 ) 


计及粒子的全同性或粒子不可分辨，由式 a ), 蒸汽的配分函数为 


3/2 niV 


E 


2^mkT 




z = 


d > T 2 = 


V 


( 2 ) 


exp 


见 ! 


kT 


h 2 


N „\ 


g 


g 


蒸汽的自由能 F =—^ ThiZ •这样，由式 （2), 蒸汽的化学势为 
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-3/2 


3 


N 


3 


2^mkT 


ttttF =- kT T^lnZ = kT\n 


(3) 


Mg = 


a / v g 


^ N g 


h 2 


y 


蒸汽的状态方程为 


p g V = N g kT 


(4) 


利用式 (4)， 我们可把式 (3) 改写为 


-3/2 


2nmkT 


P 


kTln 


(5) 




h 2 


kT 


吸收膜的巨配分函数为 


N 




a — 


X n Z 


( 6 ) 


s 


n = 0 


式中 ， A = ex P (/4/ 々了) 为吸收膜的逸度，外为吸收膜的化学势， Z s 是吸附有 n 个粒子的吸 
收膜的配分 函数： 


N\ 


ns 0 


Z 


(7) 


exp 


s 


n 1 • (iV — n) I 


kT 


把式 (7) 代入式 (6) 可得 


N 


1 ^0 


S = 1 + exp 


( 8 ) 


kT 


由式 (8)， 我们可得吸收膜上的平均原子数为 


3 




N s = kT ^\nS = 


3/4 


Ms + 


(9) 


1 


exp 


kT 


由式 (9) ，覆盖率(膜上原子浓度) a =；^/ AT 为 


( 10 ) 


a = 


"S + ^0 


1 


exp 


kT 


由式 （10)， 吸收膜的化学势为 


^0 


=~ 是 7"ln 


1 ㈣ 泞 


(in 






a 


利用热力学平衡条件/4 = A ，由式 (5) 和 （11) 可得蒸 汽压九 与覆盖率的函数关系为 


3/2 


ZTtmkT 


kT 


e o 


Pu = 


( 12 ) 


exp 


h 2 


1/(T — 1 


kT 


7.63 吸附在金属表面上的气体分子，具有能量 e= = mv 2 /2 


e 。 是束缚能.吸附分 

子可在金属表面自由运动，是二维理想气体•若气体和金属已达到了热平衡，求吸附分子 
的化 学势. 求单位金属表面吸附的分子数^ 


^0， 


解法一：在金属表面上，气体分子的能量为 


2 


/2—&，因而二维气体的单粒 


s=mv 


子配分函数为 


2 苁 mkT 


e 




之= 


exp 


( 1 ) 


exp 


kT 


2 


h 


kT 


式中 m 是金属的表面积，： r 是气体温度•设 n 为单位金属表面吸附的分子数.金属表面的 
粒子数 = 为 


JL 


N s = nA = 2 ；exp (— a) = ^exp 


( 2 ) 


kT 
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# 


由式 （1) 和式 (2)， 吸附分子的化学势为 

Ms = kT \ n [^ f ) 


h 2 


^0 


= kT\n 


(3) 


exp 


n 


2 nmkT 


kT 


气体的化学势为 


式中々是气体的压强.在平衡时， /4 = / v 由式 (3) 与(4)，单位金属表面吸附的分子数为 


(4) 


^0 


(5) 


exp 


n 


kT 


解法 二:对 玻尔兹曼气体，计及粒子的全同性，吸附气体的巨配分函数为 

S — / ixr exp ( — Na ) = exp [^ exp (— a )" 

一 /? 内，; 4 是吸附分子的化学势4是吸附分子的单粒子配分函数，见式 （1). 金属 
单位表面吸附的分子数 n = NjA 的平均值为 


( 6 ) 


式中 


,a~ 




= —^ ： exp( — a) 


(7) 


n = — 


A 


在平衡时， A =/ V 由式 (1) a 4)、(7), 我们再次得到式 (5). 

7 64 n 型半导体的施 主能级 £ d 位于导带底 £ c 之下. Nbn D Rn 分别为单位体积 

中的施主数，施主中的电子 数及导 带中的电子数.假定一个施主能级不能同时被两个电子 
占据，导电电子体系是非简并体系，有效导电能级密度 A ^ = 2(27 tm ^ r / A 2 ) 3/2 , m 是导电电 
子的有效质量，: T 是半导体的湿度. 试區明 


niNj) — N e 

= —exp 




kT 


no 


式中 , Ei = E c — Ed 是施主的电离能. 

在半导体的导带中，电子气体的逸度 Ac = exp (为式中/?=1/々了，了是半 

导体的温度，抑是导带电子气体的化学势.因此，可用麦克斯韦-玻尔兹曼分布描述这种 

电子 气体: 能量为 e 的一个单粒子量子态上的占有数为 

1 

/ = A^" a exp (— /3e) 


( 1 ) 


在单位体积内，导带电子的能态密度为 


3/2 


D ⑷= 4兀 it 


e - £ 


( 2 ) 


C 


h 


这样，导带中的电子数密度为 


y^(^)cl£ = N ^exp( — ^Eq) 

式中， A ^ = 2( 2 7 tm ^ TM 2 ) 3/2 是导带电子的有效能级密 度,; „是导电电子的有效质量 ，五 。是 
导带底的能量 • 施主具有一个单粒子能级,能量为 £ d . 因为一个施主能级最多只能被一个 
电子占住，而电子自旋可以有两个取向，故施主电子体系的巨配分函数为 

s =2 2 r :。 脱‘ 

式中， A D =exp (仲/^/^是施主电子气体的逸度，仲为施主电子气体的化学势， 


(3) 


n 




£ c 


(4) 
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N d \ 


exp (— >/3£ d ) 


Zi = 


(5) 


j I (A^ d — j) l 

把式 (5) 代入式 (4) 可得施主电子体系的巨配分函数为 

S = [1 + 2A D exp (— /3 £d)] n ° 


( 6 ) 


由式 (6) ，我们可得施主中的平均电子数为 


3 


N d 


= A d ^z-\nS = 

O-Hd 


(7) 


n 


D 


(2A D ) _1 exp(^£ D ) + 1 

一 /?沖.利用平衡条件巧) = 片:，或者 A D =Ac = A ，由式 (3) 和式 (7), 消除 A ， 我们可得 


式中 


， 0f = 


式中， — 是施主的电离能， 


n(N D — n D ) JV e 

=-~exp 


( 8 ) 


nt> 
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一、 近独立的单原子分子体系 


1已知经典理想气体的分子按速度的分布函数为 

f (v x 9 v y$ v z ) = exp { a — b[^(v x — v 0x ) 2 + (v y — v 0y ) 2 + (v z — i^) 2 ]} 

是分子速度的三个分量;^6、1^、1^、1^是待定参数.试用如下条件确 


( 0 ) 


式中， 




Z 


定待定参数 


/ iVx^y^z )dv x dv y dv 


( 1 ) 


xf(v x ^v y 9 v z )dv x dv y dv 


( 2 ) 


f iv x fV y ,v z )dv Jc dv y dv 


(3) 


f iv x ， v y ， v z )dv x dv y dv z 


(4) 


v z = — 


1 


(vl + + v 2 z )f (v x f v y ,v z )dv z dv y dv z 








1 


(vl + V 2 y -\~ vl) 




(5) 


式中 ， n = AVV ， iV 、 V 、 n 分别为气体的粒子数、体积、粒子数密度，为分子平均速 

度的三个分量4是分子的平均动能, m 是分子的质量，々是玻尔兹曼常量. 

解/ iv x tVyjV z ) dv x dvydv z 是单位体积内速度的三个分量分别在 w 与 t ^+ cU ^、％ 与 
Vy+dvy 及 xu 与 v z + dv z 内的分 子数. 把分布函数/的表达式 (0) 代入式 (1) ，可得 


3/2 


W 


exp (— b^ 2 )d$ exp (a) = 


exp(a) 


( 6 ) 


b 


把式 (0) 代入式 (2) 可得 


(C + v 0 x)exp(— 6f z )d^2| exp (— \ exp (a) 


(7) 


3/2 


exp(a) 


= —v 0 


b 


由式 (6) 和 （7)， 我们得到 


( 8 ) 


^0x = V x 


把式 (0) 分别代入式 (3) 与 (4)， 我们还可得到 


(9) 


( 10 ) 


幻 0 之 =V 
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把式 (0) 代入式 (5) 可得 

[(芒 + tv) 2 + (7 + ^0y) 2 + (C + t^0z) 2 ]exp [— b ( 爸 2 + 7 2 + ^ 2 )]d^d7d^exp(a) 


m 


c - 


2n 


3/2 


3/2 


7 T 


n 


m 


(vL + ^ 0 ^ + vl z ) exp (a) 


+ 


( 11 ) 


2nL2b\ b 

由式 （5) 〜 （11)， 我们得到 


b 


y w 9 

b = , ， ■ 二 


( 12 ) 


2kT 


\ 3/2 


m 


=In 


(13) 


a 


n 


2 ^kT 


这样，理想气体的分子按速度的分布函数为 


[( 


3/2 


) 2 + (% — ^) 2 ] 


— V^) z + iv 


m 


v 


—V 


/( 


) 


(14) 


exp 


v x ,v yJ v 


n 


2nkT 

设经典理想气体中速率小于最概然速率％的分子数为 iVp ， 气体分子总数为 
N. 试证明 ：比值 和气体的温度 了无关 • 求这个比值 

按照麦克斯韦速率分布，速率在 t 与 V 十 dv 间的分子数为 


2kT 


螯 


* 


3/2 


m 


mv 


dN Cv) = 4 玎 iV 


dv 


a ) 


v^exp 


2nkT 


2kT 


式中， w 是气体分子的总数.分子的最概然速率为 


2kl 


( 2 ) 


V 


P 


m 


由式 （1) 和式( 2 )，气体的速率小于最概然速率的分子数与分子总数 w 之比为 


3/2 


2 


4 


m 


mv 


du = 


4 丌 


exp (— x 2 )dx 


r = 


uexp 


x 


2nkT 


2kT 


0 


0 


7T 


(3) 


1 + erf ( l ) = 0. 4276 




— — e 


7T 


式中 ， x = tVr P ，e = 2. 718， erf ( l )=0* 8427. erf (1) 是误差函数 erf ( x ) 在 ^=1 处的值 • 误 
差函数为 


erf ( x ) 


exp(— y 2 )dy 


(4) 






0 


7T 


式( 3 )表明，经典理想气体中速率小于最概然速率外的分子数 AT p 与分子总数 iV 的比值 r 
和气体温度: T 无关.比值 ” = 0. 42 76 ,即不管温度高低如何，总是大约有43%的分子的速 
率小于最概然速率 

8 3 已知经典理想气体的分子的动能为 e . 试证明 


_ 


(1) (e—e) 2 = e 2 — € 2 ； 


( 2 ) 


- frkT ； 


e = 


15 


(3) e 2 = —k 2 T 2 


4 


(4) V O— — 


kT ； 


e = 
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* 


(5) e m = —kT 


式中， e m 是分子能量的最概然值，即当 e = e m 时，气体分子按分子动能 e 的分布函数 g ( e ) 
取极大值. 


证按照麦克斯韦速率分布，分子速率处在^与 v + dv 内的概率为 

/⑻〜=秣( 命广 Vexp (-韵 

/2 - 设气体分子的动能处在 e 与内的概率为发 ( e ) de ， 由 gie ^ de — 


dv 


( 1 ) 


分子动能 
/( tOcb ，我们可得 


3/2 


V e exp 


( 2 ) 






kT 


(1) 按平均值的定义，我们可以直接写出 


(3) 


e) 2 — e 2 — 2^ # £ + £ 




(2) 利用式(2)，分子的平均动能为 


3/2 


€ 


e 3/2 exp — 

0 \ 


de 




~kT 


(4) 




kT 


(3) 利用式 (2)， 分子动能的平方的平均值为 


15 


5/2 


e 2 = e 2 g(e)de 


de = ~ { kT ) 


(5) 


exp 


kT 


(4) 利用式 （3) 〜 （5)， 分子动能的方均根值或涨落量为 


"\/(£ — e) 2 — e 2 — t 2 


( 6 ) 


—kT = 


(5) 把式 (2) 代入如下方程 


dg(e) 


(7) 


= 0 


de 


我们可得分子能量的最概然值为 


七 kT 


( 8 ) 


= 


8.4 从处于热力学平衡态的经典理想气体中任取两个分子 

(1) 试求两个分子的总能量 £=£ i +£ 2 处在 e 与 e + de 之间的概率 0(£) d £； 

(2) 1 正明两个分子的总能量的平均值纟 =3々 T . 

证 （1) 按照麦克斯韦速率分布，我们可得一个气体分子的能量处在 e 与 e + de 内的 


« 


概案为 


|^| 32 ^7exp(-^] 

两个分子的总能量 e = e l -\- e 2 处在 e 与 e + de 之间的概率为 


g(^)de = 


de 


( 1 ) 


<p(e)de= de^gie^ 


de 2 芨 （ h) = — £i)de 


de 1 v e x (e — • exp 


de =- 


de 


e^exp 


kT 


kT 


2 \kT 


kT 


( 2 ) 
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(2) 利用式 (2 ), 两个分子的总能量的平均值为 


e 


e<p(€)de = ~ 


de = 3kT 


(3) 


e'exp 


e— 


kT 


2 \kT 

式 （ 3) 正是我们应当得到的结果，因为，由能量按自由度均分定理 ，Q = e 2 = 3 打 72 ,因而 


0 


0 


我们有 £ = ei + e 2 = £i + €2 = 3^T. 

8.5 由于多普勒效应，高温火炉中的气体的发射光谱线被加宽了 

(1) 证明光谱线的 强度 / 与波长 A 间有如下 关系： 

■ 

1(A) cc exp 

式中， m 为分子质量， c 为光速为静止分子发射的光谱线的波长，々为玻尔兹曼常量 ，: T 

为气体温度.如果分子在 X 方向运动，则 A= Ao(l+t ； x /c) ，一 C<^V x <ic m f 


醫 


(A — A 0 ) 

2XlkT 


me 


(2) 求光谱线的波长的平均值 J 及弥散宽度 AA= V (A-A) 2 . 

(1) 分子在 x 方向以速度〜运动时，分子发射的光谱线的波长 A=Ao(1+t ； ,/c), 
式中 A 。 为静止分子发射的光谱线的波长， c 是光速， 一 c<hO. 因此 ,％ = C (A—A。)/》。, 

(c/A Q )dA. 按麦克斯韦速度分布律，粒子速度的 : t: 分量处在％与 w + d% 间的概率 


dr 




为 


1/2 


m 


v 


m 


f(v x )dv x = 


—— TTT^ dv 


( 1 ) 


exp 


2nkT 

对给定的波长 A ， 谱线的强度 ia)cch(X) ,MA)dA 是波长处在 A 与 A+dA 内的概率.由 


2kT 


1/2 


c 2 {A — A 0 ) 


二 


dA 

I 

I 

I 


c 


A(A)dA= f{v x )dv x = 


( 2 ) 


Texp 


2nkT 


X 


2X\kT 


o 


我们可得 


2 


(A — A 0 ) 




c 


/(A)oc h{X) oc exp — 


(3) 


2X\kT 


(2) 利用式 (2 )， 我们可得波长的平均值为 


2〜 


2A 


0 


0 


A= A/i(A)dA 


(A* + A 0 )A(A* + A 0 )dA* = A 0 h(A)dA = A 0 




(4) 


0 


-X 


0 


式中， ; r=;i—V 又波长平方的平均值为 


2义 0 


A 


(A* + 又 o ) 2 厶 ( 义 * + Ao)dA* = Aq + — 


A 2 = A 2 h(A)dX = 


(5) 


0 


_ A o 


€ 


由式 (4) 与式 (5 )， 我们可得波长的弥散宽度为 


1 


( 6 ) 


AA = 


2 


(A — A) 

若分子在《维空间中的平动能量与动量的 S 次方成正比 . 证明: 关系式 pv = 

sU , n 适用于所有理想气体，式中 /> 是气体压强， V 是气体在 W 维空间中的 “ 体 积，％ f / 是体 
系的与分子平动相关联的能量 

证 已知分子在 ” 维空间中的平动能量与动量的 S 次方成 正比 . 按德布罗意关系， 
分子的动量与波数成正比 . 按周期性边界条件，德布罗意波的波数与容器的尺度成反 


A 




0 


C 
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比.因此，分子的动量与 / T 1 成正比， L 是容器 边长. 这样，分子的平动动能与 Li 成正 
比.气体在 W 维空间中的“体积 ” V = 因而，在 n 维空间中，分子的平动动能 




( 1 ) 


式中， a 是一个与体积 V 无关的比例常数.令6和凡分别为平动能级/的能量和占有 
数，则与分子平动自由度相关联的内能为 




U = 


( 2 ) 


气体的压强为 


U 


d 


式 (2) 和式 (3) 与统计分布函数的具体形式无关，因此它们适用于所有理想气体，即同样适 
用于玻尔兹曼气体，费米气体，以及玻色气体.由式 (2) 可得 pV = sWn , 氣 U = npV/s 

在三维空间中，《 = 对非相对论粒子 ,s = 2; 由式 (3) 得 

pV = —17 

3 

对三维极端相对论粒子 ， n = 3 ，s = l . 由式 (3) 可得 


2 A 


(3) 


p =—— 


-- 

1 3 V 1 


V 


V 


(4) 


pV - 七 U 


(5) 


7假设气体分子与器壁的碰撞是非弹性碰撞 • 在碰撞时，分子只能把能量的 a 部 

分传给器壁.求气体在单位时间传给单位面积器壁的能量.气体的温度为 T ， 分子质量 
为 m ， 分子数密度为 

设《是气体分子数密度4是分子速度 r 与器壁法线方向的夹角.按麦克斯韦速 
度分布，在时间山内，与器壁单位面积碰撞的速度在^与^ + dv 间的分子数为 

dn = 




3/2 


v 2 dvdf2dt 


(vcos0)exp\ — 


( 1 ) 


2^kT 

式中，立体角元 = —个速度为 V 的分子与器壁碰撞时，传给器壁的能量为 

12、 因此，气体在单位时间传给单位面积器壁的能量为 


2kT 


I m \ 3/2 am f 00 ^ ( mv 2 \ t [ 


3/2 


2kT 


nmn 


cos^sin^d^ = 


( 2 ) 


q— n 


容器储有压强为 /> 的经典理想气体，容器外为 真空. 器壁上有面积为 A 的 
小孔，孔径远小于气体分子的平均自 由程. 气体分子经小孔泻流进入真空后，打在与小孔 
相距 L ， 半径为 R 的圆 盘上. 圆盘的中袖线穿过小孔.如图 8. 1所示.假设泻流分子被 
圆盘弹性反射.试证 明：当 R 《 L 时，泻流分子施加在圆盘上的力为 /=3/) Aa ?/ L )72. 


8 






3^^二二二： 


丁 


R 今 


L 


图 8 . 1 
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_ 


按麦克斯韦速度分布律，在立体角元 dfi 内，单位时间经小孔射到圆盘上的，速 
率在 t 与 v + dv 内的分子数为 


\ m 


mv 2 

2kf 


m 


dt ； d /3 


dN (v) = nAvcosd 


( 1 ) 


I ； exp 




2 ^kT 

式中， 《 为容器内的气体分子数密度， T 为气体温度， Z 为小孔面积, (9 为飞行方向与圆盘 

中轴线的夹角， dO = sin (9 c ^ d 尹见图 8. 1. 

—个速率为^飞行方向与圆盘中轴线夹角为0的分子，被圆盘反弹后，动量改变 
2 mvcos & 因此，泻流分子施加在圆盘上的力为 


f = 2mvcosddN (v) 


3/2 


mv 


Q Q0s z dsindd6 = nkT A (l — 


dv 


^ o ) 


r exp 


cos 


2 ^kT 


2kT 


( 2 ) 


式中，氏是圆盘半径对小孔的张角.因为穴 / L 《 l , 所以 


R 


R 


6 0 — arctan 


(3) 


义 t 《1 


L 


L 


这样， 


气体压强为 


cos 


p = nkT 

利用式 (3) 和式 (4), 由式 (2) 可得，泻流分子施加在圆盘上的力为 

甲旧 2 


(4) 


(5) 


在薄壁长方体容器内储有汞蒸气，温度为 

_ 

: T , 压强/•很 低: 器壁上有一半径为 a 的小孔，半径 

a 小于汞原子的平均自由程卩.孔上方距离 A 处，有 

与器壁平行的金属收 集屏. 碰到金属屏的汞蒸气 
被冷却，并立即凝结在屏上.在收集屏上，汞的质量 
与角0及时间 i 有关，彡是孔与收集点的连线和孔的 
法线之间的夹角.见图 8. 2. 试导出汞质量在收集 
屏上的分布的表达式 

由于小孔半径 a 小于汞原子的平均自由程 

L 可以认为蒸气泄出的过程是准静态过程，汞蒸气始终处于平衡态.在速度元 dv 和体积 
元心内的原子数为 




屏 


h 


h 




||国 I ■ 


COS 0 


_rj u n -j 


佩 


容; 




令 


图 8. 2 


nf(v ) dt;dr 

式中，〃为汞原子的数密度 ， /(tz ) 为麦克斯韦速度分布函数 


( 1 ) 


3/2 


/(tO = 


( 2 ) 


exp 


2 nkT 

在时间£内，速度为 v ，极角为0，在立体角元 dfi = sindd 0 df > 内从小孔射出的萊原子，必定 
处在体积元 dr =7 ta 2 t ^ cos <? 内. 速度元 cb = p 2 dmia 因此,在时间 Z 内，在立体角元 dfi 内 
从小孔射出的速度为 t ； 的汞原子数是 


2kT 
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% 


vtcosdv 2 f (v )dvdO 


( 3 ) 


nna 


式中， CO W =/ iA *， A 是器壁与收集屏的距离， r 是小孔与收集点的距离.在这些原子中，只 

有那些速率的原子能在时间，内到达收集点.因此,在时间（内，在立体 
角元 dD 内打到收集屏上的总原子数为 


dN = nna 2 g ( r^t ) cos$dO 


(4) 


式中 


(vt — r ) v 2 f(v )dv — 


— ——erf 


g ( r , t ) 


(5) 


i7i ex P 




v\t 


2 丌 


4 丌 


v^t 


是汞蒸气分子的最概然速率 . erf ( 1 ) 是误差函数,定义为 

erf Cz ) 




exp (— y 2 )dy 


( 6 ) 


显然， erf(:c = 0) = l . 若在收集点处的面积元为 cL 4, 贝! J 立体角元 d !3=( cos <9) cL 4/ r 2 . 因此， 

利用式 U ) ，在时间 f 内，在极角0方向上的单位面积屏上收集到的汞的质量为 


dM 


dN nma 2 pcos 4 d 


h 


(7) 


g 


dA ~ f，1 dA 


cos 夕 ’ y 

式中，以了是萊蒸气的压强，如果 v p t^>r 9 则 erf (士 r /叫） 〜1，式 （5) 约化为 


h 2 kT 


vt — r 


vt 




( 8 ) 


3/2 


2 丌 


in 


4 丌 


4 丌 


式中 t ]= vW 7^ 是汞蒸气分子的平均速率 . 在这种极限下，汞质量在收集屏上的分布 

式 (7) 化为 


VtCOS^d 


(9) 


dA ~ 4 Ji 2 kT 


由式 （ 9 ) ， dM/dt 正比于 ^ cos 4 ^- 

8. 10 证明 ：气体 在单位时间与单位面积器壁碰撞的次数为 r = nv/Ai V 是平均速 
率.这个公式同样适用于理想气体及粒子间有相互作用的气体 

证 在热力学平衡态，气体的速度分布是各向同性的.无论是理想气体，如玻尔兹曼 
气体或经典理想气体、费米气体、玻色气体，还是粒子间有相互作用的气体，速度分布函数 
都只与速度的大小有关，与速度的方向无关.在速度 t ; 与 D + dv 内，气体的分子数 
/(v )dv 二 f ( v)dv ，式中 /( t ； )=^ f ( v),v 是分子的速率.设器壁法线方向与 z 轴平行, 
选用球极坐标，则气体在单位时间与单位面积器壁碰撞的次数为 




r = 


dv 


dv „ 


f (v ) dv z = d < p \ cos ^ sin ^ d ^ v 3 f ( v)d 


fMdv 


( 1 ) 


气体分子的平均速率为 


d^l sin 沒 d 汐 I v ^ fiv'ydv = — 


vf(v )dv = 


f ( v)dv 

式中， n 是气体的分子数密度.利用式 (1) 和（2)，我们可得气体在单位时间与单位面积器 
壁碰撞的次数为 


( 2 ) 


一 OQ 


厂 


(3) 


—nv 


4 
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因为 /( t ； )=/( W 既适用于理想气体，也适用于粒子间有相互作用的气体，所以式 （3) 也 

既适用于理想气体，如玻尔兹曼气体，费米气体及玻色气体,也适用于粒子间有相互作用 

的气体. 


11已知水与其上方的蒸汽处于平衡.水蒸气可看作是经典理想气体，并可设凡 
是碰到水面上的水汽分子都凝结成水.水的温度为 25 C ， 饱和蒸气压 ^ = 23. 8 mmHg . 
求单位时间从单位面积水面蒸发出来的分子数. 

解因为假设凡是碰到水面上的水汽分子都凝结成水，并且水与其上方的蒸汽平 
衡.因此，从水面蒸发出来的分子数等于碰撞到水面的水汽分子数.水蒸气可看作是理 
想气体，单位时间碰撞到单位面积水面的分子数为 


ri 


( 1 ) 


—nv 


式中， n 是气体分子数密度， t ; 是水汽分子的平均速率 


8kT 


( 2 ) 


又，经典理想气体的状态方程为 


p = nkT 

把式( 2 )和式 (3) 代入式（1)，我们可得单位时间从单位面积水面蒸发出来的分子数为 


(3) 


(4) 


厂 = 


\kT 


水分子质量 

23. 8 mmHg , lmmHg = 1.33 X 10 2 N / m 2 , 玻尔兹曼常量是= 1. 38 X 1( T 23 J / K ，把这些量代 

入式( 4 )，我们可得单位时间从单位面积水面蒸发出来的分子数尸= 1. 14 X 10 

8 _ 12 在温度 0 C ， 汞的平衡蒸汽压 f = 1.85 Xl ( T 4 mmHg . 如果汞的蒸汽被迅速抽 


18 X 1, 66 X 10_ 27 kg ， 水的温度为 : T = 25 C = 298 K ， 水的饱和蒸气压 p 


26 


-2 


一 1 


走: 


(1) 证明••在给定温度下，汞的单位表面积的蒸发速率 r 与汞的平衡蒸汽压/>成正 


比? 


(2) 试估计 r 的数值. 

解 （1) 液体汞和其蒸汽达到平衡时，从蒸汽进入液体的分子数等于从液体进入蒸 
汽的分子数.假定碰撞到液面的蒸汽分子完全进入液体，则从液面跑出去的分子数等于 
平衡蒸汽碰撞到液面的分子数.单位时间与单位面积碰撞的平衡蒸汽的分子数为厂= 

/ 4 ,式中《为蒸汽的分子数密度， = VskT / nm 为蒸汽分子的平均速率， m 为蒸汽分子 

的 质量. 蒸汽被迅速抽走时，从液面蒸发出去的分子数等于平衡蒸汽碰撞到液面的分子 
数.这样，单位时间从单位面积蒸发的汞的质量为 


nv 


— mT — 


( 1 ) 


—mnv 


又，经典理想气体的压强为/ > = 于是，我们最后得到 


( 2 ) 




4kT 
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鲁 


(2) 把 A ^ USXlO - MpK - 1 ， 

X 10— 4 mmHg ， lmmHg = 1 _ 33 X 10 2 N 


200 . 5 XL 66 XKr 27 kg ， r=(TC = 273 K 85 

等代入式 (2)， 我们可得 


m 




_2 


m 


-2 


= 0. 72 kg 

8 . 13 —容器盛有稀薄气体.气体体积为 V ，压强为 力, 分子数密度为 《. 容器壁上 
有一小孔，小孔面积为 A ， 孔径远远小于气体分子平均自由程，气体通过这一小孔泄入真 


— 1 


(3) 


s 


m 


r 


空 


(1) 证明气体泄入真空的速率为 


dN 


kT 


= nA 


= A 


dt 


2^m 


如果保持温度不变，则气体压强减低到一半所需要的时间为 

4 ： Vln2 


Av 


式中 ， G = V 8々77 tc W 是气体分子的平均速率 . 

(2) 设具有孔的器壁为％平面.证明通过小孔进入真空之后的气体在 I 方向的速 


度分布为 


m 


mv 


g ( v r ) dv r —^exp 


cIt^ 


X 




2kT 


(3) 在进入真空后，气体分子的平均动能有无变化？ 

(1) 在单位时间内，与器壁单位面积相謹撞的气体分子数为 


( 1 ) 


~nv 


4 


式中，〃是分子数密度^ = V SkT /tcw 是气体分子的平均速率 . 由于小孔尺度远远小于气 

体分子的平均自由程，可以认为,这种泻流过程是准静态过程，容器内部的气体总是处于 
平衡态 • 因此，气体泄入真空的速率为 


dA ^ 


kT 


( 2 ) 


Ar = 72^1 








dt 


2 丌 


式中,是小孔面积，式 (2) 可改写为 


dn 




kT 


(3) 


dt 


F V 2^m 


n 


式中， F 是气体体积 • 对于等温过程，由式 (3) 可得 


A 


kT 


(4) 


= n 0 exp 


n 


V 


2k 


因为气体压强由式 (4)， 在等温过程中有 


A 


kT 


P = Po^P 


(5) 


V V 2nm 

我们由式 ( 5 ) 可得，保持温度不变，气体压强减低到一半所需要的时间为 

4 Vln 2 


y = 


( 6 ) 


A 


Av 




热学、热力学、统计物理 


250 


« 


(2) 气体在单位时间通过单位面积小孔进入真空后，速度在％与 h + d % 间的分子 
数为式中/(%)为一维麦克斯韦速度分布函数： 


(7) 


f ( v x ) = 


exp 


2^kT 

这样，气体在通过小孔进入真空后，工方向的速度处在％与间的概率为 

f ( v x ) dv x 
nv x f { v^dv 


2 kT 


nv 


g { v x ) dv x = 


dv 


^exp 


kT 


( 8 ) 


2 kT 


(3) 气体分子的平均动能为 


1 


vl + v 2 y -\- vl 


(9) 




又 


V 歸 J = 了 


= 七 kT 


( 10 ) 


2 


在进入真空后，利用式 (8)， 我们可得 


vl = —m vlg { v x ) dv x = kT 


( 11 ) 




把式 (10) 和式 (11) 代入式 (9)， 我们得到,在进入真空后，气体分子的平均动能为 

e = 2 kT 


( 12 ) 


在进入真空前，气体分子的平均动能为 3 kT /2. 因此,在进入真空后，气体分子的平均动 

能是增 加了. 导致分子平均动能增加的原因，是分子的速度愈大，则分子进入真空 愈快; 
使得在真空中分子按速度的分布多了一个与速度〜成正比的因子.这种分布是非平衡 


分布 


14 证明: 经典理想气体的两个分子的相对速率的平均值为 i = Yrt ；， 式中 t ；= 
vWT ^ 是气体分子的平均速率 

证设％ 与％ 分别是分子1与分子2的速度 • 两个分子的相对速度为 




■ 


( 1 ) 


V r = V 2 — Vi 


按照麦克斯韦速度分布律，两个气体分子的相对速率的平均值为 

Jdvjd 

式中， W 是分子1与分子2的相对速率.现在，我们引进质心坐 标系. 两个分子的质心速 


Of + vl) 

~2 kT ~~ 


m 


( 2 ) 


tvexp 


v 2 


2 nkT 


度为 


= 了 （ v 2 + »i) 


(3) 


由式 （1) 和 （3), 我们可得 


~Mvl + —fwl — — mt/f + — 


(4) 


式中 , M =2 m 是两个分子的质心质量， p = m /2 是两个分子的折合质量 • 还有 

dv c dv r = | J | dvidv 2 


( 5 ) 
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式中， J 是雅可比行列式.由式 (1) 和 （3) 可得 


( 6 ) 


d ( v U , V ly , V lz fV2^fV 2 yjV 2z ) 


把式 (4) 〜 （6) 代入式 (2) 可得，两个气体分子的相对速率的平均值为 


3/2 


JJV 


fJLV 


dt ; 


dv r = 


錶 j d 叫 ^exp I — 


exp 


v r = 


4nkT 


2kT 


2 ^kT 


2kT 


i^kf) J" exp (~ = ^ 


vT 


(7) 


/ VY . v 是气体分子的平均速率 


式中 yV — Vr /^2 ， 


v =v 


3/2 


SkT 


( 8 ) 


dv — 


vexp 




UkT 

15 混合理想气体由两种分子组成，温度为: T . 两种分子的质量和数密度分别为 
及 m 2 、 W 2 . 试求一个第一种分子与第二种分子的碰撞频率的平均值. 

\ 气体处于温度 r 的平衡态时,遵守麦克斯韦速度分 布律: 在单位体积内，速度在 
与 v + dv 内的分子数是 


2kT 


Km 


mi 、 n! 


v 


3/2 


f(v )dv = 


dv 


( 1 ) 


exp 


2^kT 

式中^ 是气体的分子数密度.为了计算分子的碰撞数，把两种分子分别看成是直径为 a 
Rd 2 的弹性刚球.以一个第一种分子的中心为球心，以 A 2 = OA + A )/2 为半径作一球 

面，这称为虚球.如图 8. 3. 


2kT 


v r ^ v 2 - v l 


9 


m 2 


An 


v^osddt 


mi 


图 8. 3 


两个分子碰撞时，第二种分子的中心必定在虚球面上 


为分子2相对于 

分子1的相对速度•以 n 表示两分子碰撞时从分子1的中心指向分子2的中心的方向矢 
量，以19表示一 iv 与《的夹角，则只有在时，两个分子才有可能发生碰撞.在 
时间 ck 内，分子2要在以方向 n 为轴的立体角元 dQ 内与分子1发生碰撞,它必须位于这 
样一个圆柱 体内； 圆柱体以 WzdD 为底，以 v 辦 0 dt 为髙，％是两个分子的相对速率，圆柱 
侧面与 w 方向平行.柱体体积为 


Vr=V 2 — V\ 




dr = dl 2 VrCOsddOdt 


( 2 ) 


因此，在时间 d / 内，在以 n 为轴线的立体角元 d /3 内， 一 个速度为 a 的分子1和速度在 
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秦 


与 t ; 2 + dt ; 2 内的分子2的碰撞次数为 


f 2 (v 2 )dv 2 dT = d^r^osdfz (v 2 )dv 2 dndt 


(3) 


这样，在时间 dr 内，在以 rt 为轴线的立体角元 dfi 内，速度在％与化+^!%内的分子1和速 
度在巧与 ％+ dw 内的分子2的碰撞次数为 


fi {v l )f 2 {v 2 )dv l dv 2 dT — d\ 2 v r cosd • /i ( v x )f 2 ( v 2 ) dv l dv 2 dOdt 


(4) 


由式 (4)， 在单位时间内 ，一 个第一种分子和所有第二种分子的平均碰撞数为 


& 


d\ 2 v r cosd • /i ( v { )f 2 ( v 2 ) dvidv 2 dn 


(5) 




12 


把式⑴和 dX 3 = S in ^^ dp 代入式 （5) ，完成对角度的积分 


cos^dfi = 


d<p 


cos 夕 sin 沃= 7 t 


( 6 ) 


我们得 


3/2 


3/2 


m x vl + m 2 vl 


mi 


m 


®\2 — ^ n 2 d 


dt^dn 


(7) 


i; r exp 


12 




2 苁 kT 


2 ^kT 


2 kT 


引入质心速度 


(m l v } + m z v 2 ) 


( 8 ) 


v c = 


m x + m 2 


则有 


—m x v\ + —w 2 t^2 = ~Mv\ + 


(9) 




和 


dv Q dv r = \J \ dv x dv 

式中，从二叫+饥 2 是两个分子的质心质量，//二/^叫/ ( wi + w 2 ) 是两个分子的折合质量, 

雅可比行列式的绝对值 


( 10 ) 


d(v c9 V r ) 

3(^1 ，妇 2) 


I /1 —— 

tJ ■ ■ 


( 11 ) 


把上述结果代入式（ 7 )，我们最后得到 ，一 个第一种分子与第二种分子碰撞频率的平均值 


为 


3/2 


3/2 


— 2 kf 




m 




dv c 


dv 


nn 


exp 


12 — 


v r exp 


z 


Z^tkT 


2 kT 


( 12 ) 


1/2 


取斗 + 巧) 


SkT 


V \ 


=^ n 2 d 


12 


nju 


式中， i ； i = 


狀7770^是第一种分子的平均速率， ni 和 n 2 分别是第一种与第二种气体分 
子的分子数密度 • 对于同种分子，平均碰撞频率为 


16 证明定域体系的熵5可表示为 


鳩2乃 ln c 

式中，々是玻尔兹曼常量， 7 V 是气体粒子数,/ 为气体分子占有单粒子能级 f 上 
的一个态的概率， f 和分别为单粒子能级/的简并度与占有数 


iS =—— 


奉 
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% 


证 令&和 分别为单粒子能级〖的简并度及占有数.对给定的分布 { g ,， iV ,}， 定 
域体系的微观状态数为 


按照熵的玻尔兹曼公式 5 = ，利用式 (1) ，定域体系的熵为 

5 = ^( lnA^r -h t . NMg , — 2 ,In 况!） 

假定 M 》 l ， 可以用 Stirling 近似公式，则式 (2) 可化为 

式中,对单粒子能级/求和，尸为粒子占有单粒子能级/上的一个状态的概率 
按对单粒子状态/求和，则由式( 3) 可得,定域体系的熵 S 为 

5 = ~ M 2 i P ^ lnP i 

8. 17对经典理想气体，证明熵5=—鳩，/,是在单粒子量 子态/ 上的 


( 1 ) 


( 2 ) 


5 =— 


(3) 


(4) 


占有数 


证经典理想气体遵守玻尔兹曼统计，并且粒子能量具有连续性. 令 g t 、 从分别为 

单粒子能级/的简并度及占有数.引入粒子的全同性后，对给定的分布玻尔兹 
曼气体的微观状态数为 


■ T T O'* t 

n t f ] 


w = 


( 1 ) 


按照熵的玻尔兹曼公式 1 5 =以11『，利用式 (1)， 玻尔兹曼气体的熵为 

々 [ 2，1叹 - S 議!： 

假定凡》1,可以用 Stirling 近似公式，则式 （2) 可化为 

S =— .gifilnfi + Nk 

式中，对单粒子能级〗求和，/, = 为能级/上每个单粒子状态的占有数.按对单粒子 

状态/求和，则由式 (3) ，粒子具有全同性的玻尔兹曼气体或经典理想气体的熵为 

S =— filnft + Nk 


s = 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


:中，/ ; 为单粒子状态/上的占有数 

物体有 n 个粒子，每个粒子有两个能级，其能量与简并度分别为 ei 、&和 

«:2 、发 2, 并 M ^2>^l^g2>gl- 试求 

(1) 物体的内能 f / CT ); 

(2) 物体的比热容 fCT ); 

(3) 物体的熵* sen ，并分别讨论: t — ok 和 r — M 两种极限情形 

解物体有^个粒子，每个粒子有两个能级.按照玻尔兹曼分布，如果和^分别 
为单粒子能级〗的能量和简并度，则单粒子配分函数 z 为 

z = g x exp (— + 芨 2 exp (— /?£ 2 ) 

式中，/9=1/々7\了为物体的温度，々为玻尔兹曼常量 

(1) 由式(1)，物体的内能为 




8 1 


參 


( 1 ) 


* 
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攀 


3 


N 


f /=- N 51 nZ 


▽ [《lhexp (— + ^ 2 e 2 exp ( — /?e 2 )] 


( 2 ) 




a/? 


z 


(2) 物体的比热容 c = dt // d ： r =—/? 1 2 3 々 d "/ d /9. 由式 (2)， 我们可得 
— Nj 3 z k 


[ gi^exp (— j 3 e x ) + ^ 2 e 2 exp (— /? e 2 )] 


^e^exp (— /?^) + ^efexp (— /?e 2 ) 


c 




Z 


(3) 


(3) 由式 （1)， 物体的熵 S 为 
5= Nk { InZ - 


a /? 


=Nk 


— +! n[^ L +^ 2 exp (— /?( e 2 — e ^)] + 


貧 i 十 &exp[—/?(e 2 —e!)] 


(4) 


因为 e 2 >^， 我们由式 (4) 可得 


S (T OK ) = Nklngi 

)=MlnC^! + g 2 ) 

如果两个能级都是非简并能级，即幻=& = 1，则式 (5) 和 （6) 化为 

S (T 0尺 ） = 0 

) = 7 V 々 ln 2 

单原子分子经典理想气体的粒子数为体积为 V ,温度为： T . 每个原子有两 

A 试求 


(5) 


S(T 


( 6 ) 


(7) 


S(T 


( 8 ) 


—► OO 


8 . 19 


个内部能级4=0和 


£2 




(1) 化学势化 

(2) 自由能 

(3) 熵& 

(4) 压强/»; 

(5) 定压比热容 

已知理想气体的粒子数为 7 V , 体积为温度为7%每个原子有两个内部能级 
! = △ 单粒子配分函数为 


CP 


£ 


E , 


S 




,exp 


( 1 ) 


kT 


式中， £ = e + e int ， e 为原子质心运动的动能， e int 为原子的内部能量 • 这样，我们有 




( 2 ) 


=之1之 im 


式中， 


V 




2 


之1 = 


■exp 


(3) 


kT 


V 


q 


量子体积 ^ q = (2 nmkT / h 2 )^ 3/2 f 


\ 

/ 


A 


=1 + exp I — 

(1) 气体分子的化学势户利用式 (2) 〜 （ 4 5 )，由 7 V =5 r exp (户/々: r )， 我们可得 

kT \ n [ 


之; 


(4) 


int 


kT 


= kT \ n ( nV q ) — kTlnz 


M = 


(5) 


mt 
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番 


式中， = 为粒子数密度 

(2) 气体的自由能 F . 因为 AC »1， 利用斯特林近似 lnAM = AKln；V — 1)，我们可得 


« 


N 


Z 


F^- kTln 


NkTl[n(nV q ) - lnz mt - 1] 


( 6 ) 




或者，利用式(5)，由热力学方程 


dF = — SdT — pdV + /JtdN 


(7) 


我们可得 


judN = NkT[ln(nV q ) — lri 2 ： int — 1] 


F = 


( 8 ) 


(3) 气体 的熵义 利用式(8)，由式 (7) 可得 


dF 


1 3 V q 


1 3 2：： 


S=- 


— Nk \_ln(nV q ) — \nz 


int 


^-NkT[~ dT 






3T 


int 


9T 


z ； 


N t V 


int 


q 


(9) 






y — ln(nV q ) + ln《 im + 砰 

(4) 气体的压强户 • 利用式 (8), 由式 (7) 可得 


= Nk 


1 + exp 丨是了 


dF 


= nkT 


( 10 ) 


P =— 


dv 


(5) 气体的内能"和比热容 c . 内能 t / = F + r * S . 利用式 (8) 和式 (9) 可得 

U = -f 


NA 


( 11 ) 


1 + exp(A/kT) 


9U 


定容比热容 


利用式 (11) 可得 


c 


V 


* 


3T 


N,V 


Nk A 
4 1 kT 


一 2 


-rrNk^ 


( 12 ) 


c 






定压比热容 


+Nk. 利用式 (12) 可得 


Cn=C 


P 


V 


Nk A 

4 Ur 


— 2 




= ^rNk + 


COsh l 2 ^T 


(13) 


c 


P 


一 固体有 W 个彼此无相互作用的粒子.粒子的自旋量子数为 1. 每个粒子有 

i ， o ， i . 在固体中，处在量子态 
m = 0 的粒子，能量 为零. 试导出 


20 




三个量子态，量子数 


1的粒子，具有 


1和 




m 






相同能量 e , e >0. 处在状态 

(1) 熵 S 与温度： T 的函数关系； 

(2) 在高温极限 £ /々7 X < l 下的比热容的表达式 

固体有 AT 个彼此无相互作用的粒子,每个粒子有两个能级 j 和 e . 它们的简并 
度分别为1与 2. 因此，固体的单粒子配分函数为 


« 


£ 


=1 + 2exp| — 

(1) 固体的自由能 F =— A ^ Tln 之，由式⑴可得 

— iV 是 Tin 1 + 2exp( — 


( 1 ) 


Z 


kT 


F 


( 2 ) 




固体的熵 S =—3 F /37\ 由式 (2) 可得 
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-1 


2 Ne 


e 


£ 


S = A^ln 1 + 2exp| — 

(2) 固体的内能" =，+ s : r , 由式 (2) 和式 (3) 可得 




2 + exp 


(3) 


kT 


T 


kT 




£ 


U = 2Ne\ 2 + exp 


(4) 


kT 


固体的比热容 c = df // d 7\ 在高温条件 e /々7 X < l 下， exp ( e / 々: H 〜 1; 由式 (4) 可得 


禁 [2 + exp (忐 


-2 


2Nk 


e 


e 


(5) 


c = 


exp 




kT 


9 \kT 


经典理想气体含有 w 个全同的无相互作用的单原子分子.气体体积为 y , 
温度为 r . 试证明 :在高 温下，理想气体的熵 s 为 


8 , 21 


-- 


S(N f T 9 V) = +Nk — Nk\n{nX z ) 


式中 ,n = N/V 为气体分子数密度， A = W 27 rm 々: T 为气体分子的德布罗意热波长 

证经典理想气体的单粒子配分函数为 




3/2 


2^mkT 


( 1 ) 


z 


h 2 


式中，了和 V 分别为气体的温度与体积， m 为气体分子的质量为玻尔兹曼常量, A 是普 
朗克常量.计及粒子的全同性，气体的熵为 

S = Nk{l 

式中， W 是气体粒子数，/? = 因为 TV " 很大，可以使用 Stirling 近似 :lnAM ~ N (\ nN — 

D - 这样，由式 （1) 和式 (2) 可得，在高温下，理想气体的熵5为 

*S =— A/^ln(«A 3 ) 

式中，” = 是气体的分子数密度,; I 是德布罗意热波长 


d In 之 


— y ? 


— ! 


( 2 ) 


! ^2 ： 
it £ » 




(3) 


h 


(4) 


利用式 (4), 我们可把式 （3) 改写为 


S = ^NklnT - Nklnn + 5 0 


(5) 


2^mk 


式中 = + 二 Nk\ 


，&与 r 及 y 无关 


n 


h 2 


擎 


一个体积为 1/ 的容器被隔板分成两部分，左边部分的体积为 K ，右边部分的 

体积为 V 2 .容器充满稀薄气体，气体分子不能穿过隔板 • 整个系统与外部热库处于热平 
衡，热库温度为: T . 

第一种情形 : 左边有 AS 个 He 4 分子,右边有个 He 3 分子 

两边气体可均勻混合.试求气体在混合前后的熵的改变量 
是经典理想气体 


22 


在隔板上开一小孔后， 
可以假定温度很高，处理的 




» 


第二种情形 :容器 两边都是充的 He 4 气体，试求开孔前后的熵改变量 


_ 


经典气体的熵为 
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« 


5 = 七 Nk — Nk\n{n^) 


( 1 ) 


式中 , n = N/V 是气体的分子数密度，; I 是德布罗意热波长 


h 


( 2 ) 


由于理想气体始终与同一热库接触，气体是等温混合_在混合前后，德布罗意波长; I 相 


同 


第一种情 形:气 体在混合前后的熵的改变量，等于两种气体分别在混合前后的熵的改 
变量 之和. 由式(1)，我们有 


㈣) -M ㈣) ]- 爪 ♦( N M ] 


A*S =— 


(3) 


(^) + N 2 Mn (^) 


= N.kln 


式中，7 = 6+1^由式 (3) 可知, ASX ); 在混合后，气体的熵增加了 

第二种 情形： 两边气体相同，在混合后无法区分.气体在混合前后的熵的改变量，等 
于混合后的气体的熵减去混合前的两边气体的熵之和 • 由式（1)，我们有 


9 


Mini 77 A 3 1 + + N 2 k\n ^A 3 


N 


A 5 






V 




V 


(4) 


(备•勃 + 華 n ( 备 •铪 卜雕 n 受 + 爪如, 


= A^ln 


式中，九与/>2是两边气体在混合前的压强,/»是气体在混合后的压强.如果开孔前容器 

两边的压强相等，/，则混合不改变气体的压强，/> = /> 1 = / > 2 .这样，式 （4) 表明，如果 
开孔前容器两边的压强相等，则 A 5 = 0, 气体的熵不因开孔而有变化.当然，理应如此 

因为在这种情形，气体在开孔前后没有变化 

一圆柱形容器盛有经典理想气体，气体压强为力，温度为 7 V 圆柱容器有一 

个可以上下运动的活塞，活塞面积为质量为这样为大气压 

强，发为重力加速度，在活塞上突然放一个质量为 M 2 的重物，把气体绝热压缩到一个新 

的热平衡态.假定气体密度均匀，活塞运动时无摩擦阻力.试求气体熵的改变量 

经典理想气体的熵的表达式为 






: 


23 




lA'MM 


N 


S — —NklnT 一 TV^ln — + *S 


( 1 ) 


0 


V 


式中， & = 音 M + 音 A^ln 与 r 及 V 无关 .， N 、 T、V 分别为气体的粒子数、温度 

及体积， m 为气体分子的质量4为玻尔兹曼常量.由式 (1) 和理想气体状态方程 

pv = NkT 


( 2 ) 


我们可得气体熵的增量为 


^2 — S x = yMln jr 4- Xr — ~Mln ^ — Nk\n — 

由内能公式 C / = 37 V 々772, 气体内能的增童为 


(3) 




T x 


Pi 
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U 


u x = -NHT^TO 


^(p 2 V 2 - Pl VO 


(4) 




式中 ，/ >i = po ~\~ M \ g / A ^ p 2 = M2 ) g / A * 因为可以认为过程是绝热的，按照能量 

守恒定律，我们有 


( M , + M 2 )( V l - V 2 )g 


u 2 -u } = 


+ Po ( V } - V 2 } = p 2 ( V 1 - V 2 ) 


(5) 


A 


由式 (4) 与 (5)， 我们可得 


( 6 ) 


5 M X + SpoA/g 


T x 


(7) 


+ p 0 A/g 

把式 （6) 和 （7) 代入式 （3)， 我们得到，在活塞上突然放一个质量为 Af 2 的重物后，气体熵的 
改变量为 


Pi 




Mi + M 2 + ppA/g 

M 1 + poA/g 


S 


— In 


( 8 ) 


如果则气体熵的改变量为 


S 2 -S 1 = Nk\^\n\l + ^ 


(9) 


5 Mj 


一 体系的体积为 V ，能量为 £. 体系由两个定域子系构成，并且都是近独立子 
系.两子系的粒子数分别为 M 和 M , 单粒子能级的能量及简并度分别为 £ i , k 和 

在各自单粒子能级上的占有数分别为 UU 和 Q 2 ,} • 试求 

(1) 体系的量子态数 

(2) 在热力学平衡态的分布{:}，{:；}; 

(3) 体系的内能 U , 熵 *5, 自由能 F 及化学势 

体系由两个定域子系构成，并且都是近独立子系.两子系的粒子数分别为 JVi 

和单粒子能级的能量及简并度分别为〜、幻，和 e 2 j . g 2) . 在各自单粒子能级上的占有 

数分别为 {〜,} 和 { a 2 ,}. 体系在热力学平衡态的分布是最概然分布，受粒子数守恒和能量 
守恒约束： 


24 


£ 2 j 


M 


w 


( 1 ) 


s 


- 


( 2 ) 


； U 2j 


2 x + 2 

⑴体系的量子 态数. 对给定的分布 { e u , 办為}与{以，办為)，两个近独立子系的 

量子态数分别为 


— E 


产2卢) 


(3) 


N “ 

U t a y 


； n ^ 




(4) 


N 2 \ 


*n 

( 




M2i 


( 5 ) 


IL 




由于两个子系弱耦合，彼此近独立，因而体系的量子态数 w =w/i • 
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(2) 体系在热力学平衡态的分布.按等概率原理或最概然原理，决定最概然分布的 


方程为 


d 


~_\ nW - a^ t 

: W - 〜V 


+ 2产 2 而 ) =° 


a 2S ； a 2> — 2, 

°2 2 j a ^j ~ 2 产 1 知 + 2 产 2 卢 2 )) ] 


( 6 ) 






d a 


3 


(7) 


= 0 


— 


3 ^2 


式中，〜、々、/?为三个拉格朗日不定 乘子. 由式 (6) 和式 (7) 可 得:热 力学平衡态的分布为 


N x 


= ^ u exp [— (a x + /?e h )] = 


—^ h exp ( - /3 e u ) 

Z l 

- A g 2j exp(— /3e 2j ) 

Z l 


( 8 ) 


N 2 


产 ^ 2 >exp [— (a 2 + /?e 2> )] 


(9) 




式中，々和 A 分别为两个子系的单粒子配分 函数： 

之 1 = 2]^i* ex P (— D 
之 2 = ^2>) 

(3) 体系的热力学量,体系的内能设 CA 是子系1的内能, C / 2 是子系2的内能 

JT . - 


— N l exp(a l ) 


( 10 ) 


N 2 exp(a 2 ) 


( 11 ) 




d lnzi 


= — 


( 12 ) 


9/3 


9 Inz 


蓼 , d 一 

i - = > . . € Ll ^2 3 = — N 


(13) 


d /3 


利用式 (8) 〜 （13) 可得体系的内能 

S , “ + S 


u= 


j a 2i e 2j 


(14) 


d In^! 


9 In 之 


=- N x 


— N 


U x + U 2 

体系的熵.和5 2 = k \ nW 2 分别是子系1和子系2的熵，利用 W = 
我们可得体系的熵 S = k \ nW = S l -\- S 2 - 这样，体系的自由能 F = t 7 — 乃二心+心, 
A 和 F 2 分别是子系1和子系2的自由能 

体系的化学势 A 因为 《=— 知4=1/奸， 由式 (10) 和式 （11) 可得，两个近独立子系 
的化学势分别为 


a /? 




_ 


^rln 么 


(15) 




N 


= kT\n ^ 


( 16 ) 


戶 2 


25 证明对于理想气体，在气体逸度 A = exp (/ i/kTXl 时，下式成立 


X — nV q 


其中， A 为化学势， n 为气体分子数密度, F Q =(； i /27 rw 々: H 3/2 为量子体积 

证费米统计或玻色统计在的近似下都过渡为玻尔兹曼统计 


e M/kT e -€/kT 


+ 1 


exp 


kT 
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理想气体态密度(不计自旋) 


2兀 


(2m) 3/2 d 


D(e)de 


e 


h 


所以， 


3/2 


Z^mkT 


X 


e M/kT e -t/kT 


D ( e)de 


n = 


0 


h 1 


V Q 


即 A = hVq 


26 能量概率. 一 经典无相互作用单原子气体处于热平衡.求出能量概率密度 
〆 £)，其中£为单个原子的能量，并详细说明求解过程 

气体原子数 W 很大的情况下,体系的态可视为连续分布，由测不准关系可确定 

一个态在相空间占据的体积元为 d 3 pd 3 q / h 3 . 体系处于热平衡，单个原子能量为£的概率 

，无相互作用单原子气体的每个原子能量 £ = 々 2 /2 m ， 故原子处在 p 与 p + dp 间 


2 


# 


E/kT 


oc e 


/ZmkT 


_ /2 rnkT 


的概率为乂 d 


，其中 A 为归一化常量，由 AjdV 

A — (2 nmkT ) 


1, 得 




pe 


e 




-3/2 


又因 


d 》='/ 豆 d £ 


故 


Ae ^ p 2/2 mkT d 3 p 


2 兀 


£ 1/2 e 一擊 d£ = p ( E)dE 


— ( nkTy /2 


o 


0 


因此得 


m-E/kT 




E 




e 


VkOTT 


一个二能级系统五。及五 i 在温度 T 下被 N 个粒子占据.占据形式满足经典 


统计规律 


t 


(1) 推导单个粒子平均能量的表 达式； 

(2) 计算单个粒子的平均能量在 r —0 K 及: T — oo 时与温度的关系 . 

(3) 推导此 7 V 粒子系统的比热的表 达式； 

(4) 计算: T —0 K 及: T — oo 时的比热容 

(1) 单个粒子的平均能量为 


# 


-m 


+ £#_ 阳】 


E 0 e 


0 


u 


一阳 0 


+ e ， 

式中 ，/ 3= l / kT •设 ^>£^>0,并令△£=£「五。，得 

Eq + E ^~ 


e 




u 


-P&E 


(2) 当 7’—0K ， 即 /?—oo 时， 

u ^ ( E 0 + E^e 






)(1 — e 


-fiAE 


) =£ 0 + A£e 


，即 时， 


7 
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紙 △£)( 1 + y /? A£j 


A 


( A £) 2 


( 五 o + 五 1) 


~z(E 0 + E l 


^ — 




4 


( A £) 








ikT 


(3) 比热容(摩尔比热) 


-AE/kT 


R im 

\ kT) (1 + 


A d^ dT 


d u 


e 


= N 


€ 


A 


- A£/*T\ 2 


dT 


e 


(4) T^^OK 时， 


2 


A £ 


— t^EIkT 


c ^ R 


e 


kT 


7"—► OO 时， 


R 


A £ 




kT 


4 


8.28 考虑一玻璃，其部分组成原子可以占据两个稍有差别的位置，由此产生能级偏 
差.对第/个原子，这个能级差值是△，和 一 △ , 

(1) 如果所有的么相等，记为山求由此对比热容产生的贡献(不计德拜比 热）； 

(2) 如果 A 随机地分布在 A )>0 周围，求比热的低温行为，即 kT ^ Ao 时的行为(不依 
赖物理变量的积分可以保留）. 

解 （1) 每个原子的平均能量为 


△ 


△tanh 


£ = — 


kT 


其对比热容的贡献为 


de 


A 


= 4是 


c 


kTi (e 擊 + e— 擊 ） 2 


dT 


对所有这样的原子求和，有 




= ANk 


c 


kT! (6 事 + e — 擊 ） 2 


(2) 第 ，个 原子之比热容 


A 


Ci = ik 


kT) ( e A^ + 


在 々7 X < 山时，有 


4 


-2^/kT 


c { = 4k 


e 


kT 


对所有这样的原子求和，有 

C= 4^2 

■ 

I 

其中， 〆 △) 为按 a 分布的态密度 

8.29 某一分子的最低三个能级为证明在足够低（多低）的 
温度下，仅能 级私、 £ 2 被占据.求分子在温度 T 时的平均能量 £：• 求这些能级对摩尔比 

热容^的贡献并画出 c v 作为: T 的函数图 




-2d t /kT 


~2A/kT 


p(A)dA 


= 4走 


e 


e 


kl 


kT 


» 


寿 
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攀 


更髙的能级我们不予考虑.设体系有 iV 个分子.由玻尔兹曼统计得 

N x + N 2 -^ N 3 = N 


N 2 


-t/kT 


=e 




A ^3 


-lOt/kT 


=e 




因而 


N 


l+ e 9^r + e io«/^r 


当 iv 3 <l 时，能级私将不被粒子占据，即当 T < T C 时分子仅占据& 、五 2 两个能级，其中 
7\满足 


N 


1 + e 9€/ R + e 


lOe/kT 


c 


若 tv 》 i ， 则 


10e 


T c ^ 


klnN 


分子的平均能量为 


-t/kT 


一 1 Ot/kT 


e(e 


+ lOe 


E = 


-t/kT 


— 10c/jtX 


摩尔比热容 


3 E Re 2 ( e ~ fi€ + lOOe 


—10 戽 


+ 81 e* n ^) 


= N 




c 


A 


v 


(1 + e 一 # + ) 


3 T 


/3= l / kT . 对于髙温情况，打》， 


2 




€ 


C v ^ 


OC 


T 2 


kT 


9 


低温时，々: T « e ， 


-t/kT 


e 


= Rb 2 


c 


V 


( kT ) 


所求的函数图如图8, 4 所示 


8.30 考虑两个晶格格点组成的系统，每个格点上固定 
一 个原子（自旋 s = i ), 其自旋可以取三个方向，原子能量分 

别为1，0,= 1，且能级无简并，两原子无相互作用.求该系 
统的 E 和互 I 


对于单个原子， 


彡一 €~^ 
1 +"? + 


e 


—钱 


e 


图 8. 4 


-0 


e 




1 + e 卢 + e 


一 P 


对于两个原子 
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P — 。—存 


e 


e 


E = e l e 2 = — 2 


1 + e 芦 + c 






(^1 + e 2 y = £i + £2 + 2 e l e 2 


E 




因为 


^ 1^2 ~ C 1 9 ^2 


所以 


2( e 2 ff + e -2 点） + e#+e 

(1 +e 於 +e 一勹 2 


-p 


E 2 ~2 


31 求下列系统的 温度： 

(1) 6. OX 10 22 个氮气原子，在大气压下体积为 2.0 L ; 

_ 

(2) —遵循麦克斯韦-玻尔兹曼统计的系统，平衡温度为 T ， 如果非简并能级的粒子 
数分布如下所示，系统温度: T 为多少？ 




能量 /eV 

30* 1 X 10 
21. 5 X 10 


粒子数 

3. 1% 

8. 5% 
12. 9 X 10~ 3 23% 


-3 


— 3 


一 3 


63% 


4. 3 X 10 


(3) 在一 次低温实验中，一样品以恒定速率 g = 0.01 W 吸热，该样品的熵随时间的变 
化如表所示，问 （ = 500 S 时，样品的温度是多少？ 

时间 /s 
熵 /(J/K) 


100 200 300 400 500 600 700 

2. 30 2. 65 2 . 85 3. 00 3.11 3.20 3. 28 

(1) 应用理想气体状态方程，得 


pV 


T = 


= 241 K 


Nk 


N 


(2) 粒子数分布为 g = 所以 


e i — 芑 2 


T = 


\ n { N 2 / N x ) 


选择不同的 N ^ N 2 求得 各个了 值 如下： 

99.2; 99, 5^ 99. 0； 99. 5? 100. 2； 98.8 CK ) 

求 平均值 ，得 


T =99. 4 K 


dS 


(3) 




用中心差分估计 f = 500 s 时的笔'为 

dS — 3. 20 — 3. 00 

dt = 600 — 400 


1. 0 X 10 _3 ( J/s • K ) 




故 


T = 10K 
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32 (1) 一孤立氢原子与一热库有弱作用，写出氢原子配分函数中对应内部能级 

的部分，该表达式在 T = OK , T 关 0 K 时发散吗？ 

(2) 这种发散性是否部分或全部地来源于你对能量零点的选择？ 

(3) 阐明发散对于平均能量计算的 影响； 

(4) 如果这个原子被限制在体积是 L 3 的盒内，发散性会受到影响吗？试解释你的结 


* 


E 


(1) 氢原子内能级为一 简并度为2〃 2 ,其中71可取1，2,3,…，所以 


—^ 2 n 2 e £ 

71 = 1 

在 T = OK 时，这表达式无意 义;： T 关 OK 时，发散 

(2) 发散性与能量零点之选择无关，若取 


/nkT 


E 


E =— 


( 22n 2 eV^) 

1 


/kT 


仍然发散 


9 


(3) 7 V 0 K 时 


§(- 5 ) 


2 n 2 e E 


/n^kT 


E = 


= 0 


2 2n 2 e E ^ /n 

这等于说，由于热激发(不管温度多么低，只要不等于零），电子不能被核束缚住 

(4) 上述发散性，起源于氢原子高激发态的高简并度.如果把氢原子限制在体积为 
L 3 的盒内，这些高激发态将不会存在，于是就无发散了. 

33 某恒星大气中氢原子的平均动能为 1. OeV. 

(1) 大气的温度为多少开尔文？ 

(2) 第二激发态 (n = 3) 与基态上原子数目的比值是 多少？ 

( 3 ) 定性讨论电离原子的数目，它远大于还是远小于 ” = 3上原子的数目？为什么？ 

(1) 大气的温度为 


kT 


■ 




-19 


2 e 2 X h 6 X 10 
3厂3 X l . 38 X 10 


T = ^ 


= 7.7 X 10 3 ( K ) 


-23 


(2) 氢原子的能级为 




E 


根据玻尔兹曼分布，得 


N 


( E , - E ,) 


R = exp 


kT 
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将 £i = —13. 6eV ,£ 3 = f kT = ~eV 代入得 


N 


-8 


1, 33 X 10 




(3) 电离原子的数目为原子总数减去束缚态所有原子数目的总和，也就是 n = oo 时的 

原子数，它远小于 〃 = 3上的原子数，有 


N 


E 




1 


々 1, 04 X 10 


i«M ■ 


= exp 


N 


kT 


即电离原子的数目约为^ = 3上原子数目的 

8. 34设有单原子分子气体，其内部自由度有两个能 级:基 态的简并度为激发态 
能量比基态高£，简并度为求气体比热容 

根据玻尔兹曼分布，每个原子的平均能量为 

gzEe 

gi + gz^ 


畢 


-E/kT 


^fkT + £ 0 + 


e 




-E/kT 


其中， £。 为基态的离解能(这里我们取基态能量为能量 0 点），则有 

d j gzE^ 

dT\ gl + g2 e 


-E/kT 


g2^ 

3T\g 2 ^ gl e E/kT 


de 


d 


= — 


c 


-E/kT 


dT 


2 


2^E/kT 


gigzE 

kTHg 2 + gl e E/kT y 

35 (1) 表述麦克斯韦-玻尔兹曼能量分布律，然后简单讨论此定律失效的一个应 


e 


2 


用 


(2) 假定地球的大气为在温度 300K 处于热平衡的纯氮气.试求大气密度为海平面 
处密度一半处离海平面的高度 

(1) 麦克斯韦——玻尔兹曼能量分 布律: 当系统在力场中处于平衡时，其中坐标 
介于 r —r+dr， 同时速度介于 t; —t； +dv 内的粒子数为 


4 


3/2 


~ €/kT dvdr 


dN 


n 0 


e 






2nkT 

式中〜表势能 e P 为零处单位体积内的粒子数 ，e=e k +e p 为总 能量; dt; = dv x dv y dv z ； dr 

dxdyd 


z 


MB 分布律是一个较普遍的分布律，它对定域系及经典体系或非简并量子体系均适 


用，但不适用于简并的非定域量子体系，如自旋为士的电子系统，在低温和高密度下不满 
足此定律 




(2) 取垂直于海平面的方向为2轴的方向，海平面 
度 z 处体积元 dxd^d^ 内的分子数为 


0,则由 MB 分布律，分布在高 


z = 


dN f = n 0 e^ mgz/kT dxdyd 


z 


而分布在 z 处单位体积内的分子数为 


— mgz/kT 


n(z) 


n 0 e 




因此 
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一 , n 0 RT' n Q 

— In 一 =- In — 


kT 


Z = 


mg 


n 


Mg 


n 


对氮气，分子量户 = 28 g / mol ， 又 ^ = 9. 8 m / s 2 jR = 8. 31 j 7 (K • mol )，7"= 300 K . 当化 = 2 

n 

时可算得 


z & 6297m 

即在海拔 6297m 处粒子的密度为海平面处的一半 

8 . 36 有一圆柱形容器，髙为 L ， 横截面积为图 8. 5) ,其内充满 

!经典理想气体，分子质量为 m . 受重力场的影响，重力加速度为常数 

设体系处于热平衡，求每个分子的平均等容比热，并考査结果在： T —0 K 
! 和: T — 〜的极限行为 


寺 


g 


L 


蠢 


-± 


Mz 表示任一气体分子的高度坐标，此气体分子的平均能量为 


图8, 5 


—^7" + mgz 


€ = 


其中2为平均高度，根据玻尔兹曼分布,分子处于高度2的概率密度为 Pizlcc 


— mgz/kT 


e 


所以, 


L 


L 


e -^/ kr dz = KL 

爪 g 


L 


ze^ mgz/kT dz 


z 


mgL/kT 


— 1 


e 


这样 


e =^ rkT - 


mgL/JkT 


2 


-1 


e 


亡是，了 — OK 


d € 


e ^ 


v 2. 

真 


c 


a T 


(kT) 2 ( e mgL/kT - 1 ) 


3 


七 k，T 


8. 37 理想单原子分子气体封闭在半径为 a 、 长度为 L 的圆筒内.圆筒以角速度 

围绕对称轴旋转，理想气体在与圆筒一起转动的坐标中处于热平衡，温度为: T . 假设气体 
原子的质量为 m . 没有内部自由度并且遵从经典统计. 

(1) 在旋转参考系中哈密顿量是什么？ 

(2) 体系的配分函数是什么？ 

(3) 作为 r 函数的平均粒子数密度是什么？ 

(1) 单个原子的哈密顿量/^为 


0) 


h r = 


+ ^ — ~mco 2 r 2 


2 m 


L 




0 , 


於 （ r ， 沪，之）= 


，其他 


体系的哈密顿量 二 J ] h ! t 

m 

1 

(2) 配分函数 
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Tayave -^ 2 

~ 2 (2 nmkT ) s/2 ( 


/ 2m + marr /2 ) 


7 - 1 

----- • o 


h 3 


L 


Ja 2 /2kT 


1) 


e 




m^co 


其中， /?= i / 々: t ， a 为普朗克常童。 

(3) 平均粒子数密度 


0) 


exp 


2 kf r 


N 


N 




AN/AV 


iz = ^ 


(r < a ) 


e 


h 3 


nL 2 kT 


met ) 2 a 2 

~2 kT 


- 1 


exp 


0) 


式中 w 为气体粒子数. 


个半径为 尺、长度为 L 的离心器（图 8. 6)，其中含有 N 

个质量为 M 的分子，绕其轴以角速度 a 转动.忽略引力的影响，并假 

定旋转的时间足以使粒子达到了平衡.作为向径的函数求粒子数 
密度分布. 


38 


在静止系统 S 内，能量 £( r ) 与向径无关 • 在旋转系统 y 中 
静止的粒子的能量为 


E(r) = —I(o 2 = —Mr 2 (o 2 


转动的效果相当于在 s 系统中加入一个外场 


U(r) 


— ~Mr 2 w 2 




利用粒子数密度的玻尔兹曼分布，有 


U(r) 


Mco 2 r 2 


n(r) = Zexp — 


=Aexp 


kT 


2 kT 


其中， A 为归一化因子，由 n ( r)dF = iV 确定，我们可得 


NQ 


M(o 2 


A _ 

xx — 


f Q — 


2 kT 


nLle^ - 1 ] 


最后有 


M<o 2 r 2 


exp 


NMa> z 

2 nkTL 


2 kT 


n (r)= 


Moj 2 R 2 


- 1 


exp 


2 kT 


经典气体的运动学性质.容器盛有分子量为 m 的气体，其温度为： r . 求 

(1) 分子最概然速率； 

(2) 分子的平均速率； 

(3) 分子的平均速度. 

麦克斯韦速度分布为 


39 


3/2 


m 


dco = 


exp[ — mv 2 /2 kT 


2 ^kT 
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d 


1/2 


( 1 ) 取 / Xr ) = r 2 exp ( — 


，由盂/⑹ 

) 

v f {v^}dv = {SkT/nm} 


0,得最概然速率 v m =(2kT/m) 




3/2 


(2) 平均速率 t = 4 k 


1/2 


2nkT 


exp [— m(v 2 x v 2 y vl^/2kT^v x dv x dv y dv z — 0 


(m/2^kT) 


(3) 


同样有 


= 0 _ 这样，平均速度 i ; = 0 . 

40 壁碰撞.用密度和原子的平均速率表示处于热平衡的经典气体的壁碰撞率 
(即每秒撞击壁上单位面积的原子数). 


不妨设 Z 轴垂直指向壁内.壁碰撞率为 


P — 


dv 


dv 


fdv 


其中 


(\ r fjj - 

( 2nkT! exp [- 2kf^ + ^ + 


为粒子数密度.积分后得 


~nv 


其中，^为平均速率， (SkT/nm) 

8 * 41 (1) 考虑热气体发射和吸收可见光.给出由于多普勒展宽而使谱线偏离中心 

频率％的分布.设气体为理想气体，分子质量为 M ， 温度为 T . 考虑一个充满氩气的容 
器，压强为 10 乇，温度为 20CTC_ 再引入少量钠蒸气.已知钠的吸收谱线为 5896A. 估 


1/2 


计 


(2) 此谱线多普勒展宽的量级 

(3) 此谱线由于碰撞展宽的 量级. 设钠原子数很少，在计算中根据需要作出合适的 
近似 • 把结果用 A 为单位表示出来.钠原子量为 23. 

(1) 沿 z 方向进行观察.由麦克斯韦-玻尔兹曼分布律知％的分布函数为 

dP = 


帶 


1/2 


M 


— Af 


/2kT dv 


e 


2nkT 


z 


由多普勒频移，频率为 


式中， r 为光速，故 


V — v 0 




所以 


1/2 


1 Me 2 
v 0 \ 2nkT 


dP = — 


dv 


e 2 kT 


(2) 由 （1) 知多普勒展宽的量级为 


kT 




M ? v ° 
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8. 3 X 473 A q 
40 X KT 3 3 X 10 8 

h 04 X 10 _6 A 。 = h 04 X 10~ 6 X 5896A = 6. 13 X 10 _3 A 


kT 


kT 1 




▲ I 

A 


M 


c 


(3) 对碰撞展宽， 


Av ^ —— 


r 


7 l 


其中， r 为两次碰撞间的平均自由时间(钠原子) 


为平均速率(钠原子）， A 为平均 


，！*=— f V 


V 


自由程(钠原子），3= 


为氩分子的粒子数密度，〃为散射截面 

(10— 8 cm) 2 々 3 X 10 




，« 


na 


— 20 m 2 


<7 = 7Tr 


丌 


设 iVA 为阿伏伽德罗常数，则 


1. 01 X 10 5 X 10/760 


上 


X N 


X 6. 02 X 10 23 = 2. 04 X 10 23 (m— 3 ) 


R1 


8- 3 X 473 


— 4 


1. 7 X 10 


m 


\ iri 


kT 


8* 3 X 473' 


413( m / s ) 






M 


S 


23 X 10 


• mm 


这样 


⑽ 4Xl(T 7 s 


因此 


A 2 


3X1(T 5 人 


AA = ■ 一 Ai >= 


u 


CT 


近独立带电粒子、磁性分子、极性分子体系 


8.42 在真空管中，炽热灯丝产生一个温度为 r , 粒子数密度为 w 的电子气体.电子 

气体经一截面积为 j 的小孔形成的电子流，进入一电势为 t ; 的减速电场.试求在单位时 
间内能穿过减速电场的电子数 

设小孔线度小于电子气体的平均自由程，因而可以认为电子气体始终处于平衡 
态. 按麦克斯韦速度分布，在单位速度间隔和单位体积元内，速度为 t ; 的电子数为 

f(v) — 




3/2 


m 


mv 


( 1 ) 


n 


exp 


2nkT 

式中 ，” 为电子数密度 w 为电子速率.设减速电场在 r 方向，则只有能量 

电子能穿过电势为 V 的减速电场.这样，令 wt 4)/2== ef /, 则在单位时间内，能穿过减速电 
场的电子数为 


2kT 


/2>eU 的 


mv 


dN 


1/2 


dv y ^_JvJ(v)=nA[^ f 


丨 mv x ' j 
v ^\~^) dv 


dv 




v 


d ? 


( 2 ) 


1/2 


kT 


eU 


mv 


=nA 


=—nAvexp 


exp 




2 丌 w 


2kT 


kT 


4 


式中 ，^ = V ^ T / tw ? 是电子气体的平均速率 


* 
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搴 


43 一 表面的温度为 800°C. 当钠原子从该表面蒸发时，表面外的钠正离子数为钠 

原子数的一百倍，当氯原子从同一表面蒸发时，表面外的氯原子数是氣负离子数的一百 
万倍 . Na 的电离势 ^=5- IV . 求氯的电子亲和势 

一个电子离开钠原子进入金属时，其能量增加量为— V ，这里0是 Na 的电 

离势, W 是金属的功函数.这样，钠正离子的能量比钠原子的能量髙气体分子 

遵守按能量分布的玻尔兹曼分布律，我们有 


« 


蠡 


N(Na + ) 


W — 


( 1 ) 


=10 


=exp 


N(Na) 


kT 


式中， AKNa +) 和 iV ( Na ) 分别为钠正离子数与钠原子数. 一 个电子离开金属并与中性氯 

原子结合而形成氣负离子时，其能量增加童为 W-eV f V 是氯的电子亲和势.这样，氯负 

离子的能量比氣原子的能量高 W — eV , 因而 

AKC1—) 

N(Cl) 

式中， N ( cr ) 和 AKC 1) 分别为氯负离子数及氯原子数.由式( 1 )、（ 2 )可得 

e(V - 0) 


eV -W 


一 6 


( 2 ) 


=10 


= exp 


kT 


一 4 


=10 


(3) 


exp 


kT 


或者 


e(V - 

把少 =5. lV , T =1073 KaeV = l . 60 Xl ( r 19 J = ：L 16 X 10 4 是 K ，々 = ：U 38 X 10 ~ 23 J • K 一 1 等代 

入式(4)，我们得到氯的电子亲和势 


— 9* 2 是了 


(4) 




y = 4. 25 V 

8.44 热等离子体的所有原子都可以被看作已完全电离.虽然存在库仑相互作用, 
离子间有长程力，但在宏观上等离子体是电中性的 • 这暗示库仑相互作用被屏蔽，它变为 
短程力.试作适当近似，估计这个短程力的力程 

解在整体上，等离子体是电中性的,但密度有局部涨落.设步 (r) 是在一个特定离 
子的邻域内的电势.在这个势场中 ，一 个具有电荷 e 的离子的能量为 e 少 O ). 因此，遵照 
粒子数按能量的玻尔兹曼分布，这个离子附近的粒子数密度为 


(5) 




n ( r ) 


( 1 ) 


nexp 




kT 


式中，”是等离子体的平均粒子数密度.随着 温度了 的增加，这种势能的影响会逐渐消 

失. 电势 4>(r) 决定于电荷分布，这由 Poisson 方程 给出： 

V 2 ^( r ) 


4 ^ 2 /> n > (r) 

式中 d 为粒子的编号.按照假定，等离子体很热，逆⑺/奸为 小量. 因此，可以把式 a ) 

改写为 


( 2 ) 








rij(r) = 


n A 1 — 


(3) 


kT 


因为 2= 0,把式 (3) 代入式 (2)， 我们得到亥姆霍兹方程 

V 2 少 (r) = ^(r) 


(4) 
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蠡 


參 




式中 ，匕 = 


此式的解为 


參 


^(r) = —exp( — k c r) 


(5) 


式中，〜 n 为离子的平均电荷.式 (5) 表明，电磁相互作用被限制在半径(德拜-休克尔半径) 
* r D = lA e 的球内，为短程力的力程 


* 


8. 45氯化钾 ( 39 K 35 C 1) 是无色透明的离子晶体，密度 p =2. Og / cm 3 ； 

(1) 计算该固体中 k + 与 cr 的最近邻 距离； 

(2) 基于给定的光学性质，导出价带与导带间能隙的 下限； 

(3) 给出固体 KC 1 的比热容 c 与温度了的关系； 

(4) 简短讨论这个固体的磁学性质(例如顺磁性、逆磁性、铁磁性等). 

(1) 氯化钾 39 K 35 C 1 晶体的密度 2. Og / cm 3 , 分子质量 

10- 27 kg ， 因此分子数密度 n = p/m 

, vT 

L = —:— n 


(39 + 35)X 1. 67 X 
1.62X 10 22 cm_ 3 . 因而， K+ 与 Cl — 的最近邻距离为 


m 




一 1/3 


-8 


( 1 ) 


3. 4 A 

(2) 氯化钾无色透明，意味着可见光子的能量不足以使电子从价带跳入导带.令 ;I 
为可见光的最短波长， A =4000 A ， 则价带与导带间能隙的下限为 

E 6 = hu = hc/A = 4. 97 X 10— 19 J = 3. leV 
式中，普朗克常数 h = 6. 63X 10 _34 J • s ，光速 c=3X 10 8 m/s , leV = 1. 60X 10~ 19 J 

(3) 按德拜理论，在高温，晶体离子振动对能量的贡献与温度的一次方成正比,这时， 
固体 KC1 的比热容与温度 无关; 在低温，晶体离子振动对能量的贡献与温度的四次方成 
正比，这时，固体 kci 的比热容 c 与温度 r 的三次方成 正比： 


= 3. 4 X 10 


cm 




( 2 ) 


= aT 3 


(3) 


式中， a 是一个比例常数 

(4) 钾离子 K +、 氯离子 cr 及氯化钾分子 KC 1 都没有固有磁矩.因此，它们均只有 
逆磁性，没有顺磁性，没有铁磁性.钾离子 K + 的磁化率为 一14.6 Xl ( TW / m 0 l ， 氯离子 

的磁化率为 一24. 2 X 10 _6 cm 3 / mol . 

一 物质由 W 个独立的顺磁粒子构成，每个粒子具有磁矩/ V ,自旋量子数为 
1/2. 该物质在外磁场//中，粒子遵守玻尔兹曼统计. 

(1) 试导出总磁矩 A / 的平均值双的表达式，讨论冠与温度7 1 的关系； 

(2) 已知 N =10 3 fJ u m H // kT =-0.1 t M =0 的概率是多少？ 

解 （1) 物质由 W 个独立的顺磁粒子构成，每个粒子具有磁矩心，自旋量子数为 
1/2.在外磁场 H 中，粒子的磁矩取向与外磁场平行时，粒子能量为一；^^;粒子的磁矩取 
向与外磁场反平行时，粒子能量为 fi m H . 粒子遵守玻尔兹曼统计，因此总磁矩的平均值为 

M = 仏 

z L 

式中^为单粒子配分函数 


_ 


46 






= ^^sinh 




(1) 


exp 


— exp 


kT 


kT 


kT 






2cosh 


exp 


( 2 ) 




kT 



热学、热力学、统计物理 


272 


舞 


由式 （1) 和 （2), 我们可得总磁矩的平均值为 


(喾） 

(2) 按照等概率原理，当体系处在热力学平衡态时，它的各微观量子态等概率出现 
当 M -0 时，磁矩取向与外磁场平行及反平行的粒子数和 AT 2 彼此相等，它们都等于 
N /2. 因而，的概率为 


M = Nju m tanh 


(3) 


* 




N/Z 




exp (— fi ^ H / kT ) 


Nl 


P = 


( N /2 )l - ( N /2 )l 


— [W/2)!] 


z 


(4) 


式中， z 为单粒子配分函数.把所给数据代入式 (2)， 可得 

利用 Stirling 公式，可得 M =0 的概率为 


2. 010- 因为， 7 V =1000》1， 


Z 




P = (2/ z) N = 6. 82 X 10_ 

式中，2/之= 0, 995. 若 iV =10000, 则 P = 0. 995 10000 -2. 18 X 10— 22 , M =0 的概率 P 随着粒 

子数 iv 的增加而急剧减小.如果 W >1000, 则 P ^ O . 

8.47 —顺磁固体由 W 个自旋量子数为 s 的粒子组成，粒子在格点上固定不动.试 


(5) 


求 


(1) 配分 函数; 

(2) 内能； 

(3) 比热容； 

(4) 熵； 

(5) 磁矩 


着 


(1) 顺磁固体由 W 个自旋量子数为 s 的粒子组成，粒子的磁矩为// =—；2^ bS , 式 

— 2 知 B ， 


中 / iB = en /2 wc 是 Bohr 磁子， s 为自旋角动量_或者，粒子的磁矩 






粒子的能量为 e 产一内// = 2知 b H . 这样，单粒子配分函数为 


S — (—無 ） = S ; 


^ exp (— 2 jx ) = 


( 1 ) 


sinLr 


式中 ，oc = gfj ^ H ，卜 \/ kT , 

(2) 利用式 (1), 我们可得顺磁体的内能为 

U =~ 


= N/i h ^{cothx — (25 + l)coth[(25 + 1 )j:]} 


( 2 ) 


a/? 


(3) 利用式( 2 )，我们可得顺磁固体的比热容为 

g JJ 

C 二 = Nkj 0 z {csch 2 x — (2s l) 2 csch 2 [(2^ + 1):]} 

(4) 利用式 (1)， 我们可得顺磁固体的熵为 

S= Nk lrijg ： — /? 3 

L ^ a/? 

= Nk{lnsinh[(2s + l)<r] — lnsinhj ： + ^cothx — (2^ + l)xcoth[(25 + l)x]} 


(3) 


(4) 


( 5 ) 利用式 （1)， 我们可得顺磁固体的平均磁矩为 
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# 


* 


2 N ^ t h 


X7 3 Inz N { d Inz 

n 〜 h\ut 

= A^^ B { (25 + l)coth[(25 + 1) 工 ] —cothjc} 

48 永磁偶极子具有磁矩; u ^. 试在下列两种情况下，导出永磁偶极子在稀薄溶液 
中的磁化率的表 达式： 

(1) 磁矩对弱磁场可以任意取向； 

(2) 磁矩对弱磁场仅能有两个取向 

(1) 永磁偶极子具有磁矩磁矩对弱磁场可以任意取向.假定0为磁矩&与 
磁场好的夹角，则磁矩的能量为 E = ~ fx m Hcosd . 因此，按照玻尔兹曼分布，磁矩//„取向 
的概率具有以磁场好的方向为轴的对 称性; 在与磁场正交的方向上，平均磁矩的分量 
为零.这样，按照玻尔兹曼分布，在热力学平衡态 ，一 个永磁偶极子的平均磁矩为 


(— 2 知) 


iV/ d Inz 

H\~df 


(5) 


5 




jjt m Hcos6 


p m cos 夕 sin 沒 exp 




[_ (销 


ah 


kT 


kT 


ju m cosd= 


( 1 ) 


=fJL 


ju m H cosd 




3kT 


sin 沒 exp 


dd 


kT 


式中，我们在最后利用了弱场条件 :r = // m H /^： T 《 l ， cothx ^+^/3,由式 （1), 我们可 
得经典永磁偶极子在稀薄溶液中的磁化率为 


A 


( 2 ) 


XmC = 


3kT 


(2) 永磁偶极子具有磁矩磁矩对弱磁场仅能有平行与反平行两个取向.这时，按 
照玻尔兹曼分布，在热力学平衡态 ，一 个永磁偶极子的平均磁矩为 






Mm exp 


— exp 


AH 


kT 


kT 


(3) 






_ 


kT 


+ exp 


exp 


kT 


kT 


式中•我们在最后也利用了弱场条件 x = ^ m ///^7 X < l ， e xpU ) 〜 1+ x . 由式(3)，我们可得 
量子永磁偶极子在稀薄溶液中的磁化率为 


A 


(4) 


= 


kT 


比较式 (2) 与 (4) 5 可以看出，量子磁化率 : 比经典磁化率 x ^ c - X ,= 3^ mC . 

3. 49 设下列反应 HSp+e 在 T = 4000K 时达到 平衡. 各组分密度很小，可作非简 
并处理，整个系统呈电中性. 

(1) 用粒子数密度 [ H ]、[ e ]、[ P ] 写出每种气体的化学势.为方便起见,只考虑氢原子 

的基态而不必计及其他束缚态能级.检验这一 假设； 

(2) 给出平衡条件，并计算 [ e ] (表示成 [ H ] 和温度 T 的函 数）； 

( 3 ) 在 T=4000K 时，估计气体有一半被电离时的离子密度 

(1) 对于无自旋理想气体，由玻尔兹曼分布，有 

(2 nmkT / h 2 y in 


* 


M/kT 
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争 


质子和电子均有 （1/2) 自旋，故 


[ p ] = 2(2 nm p kT / h 2 ) 3/ W kT 

[ e ] = 2(2nm t kT/h 2 y /z e^ /kT 


对氢原子， p 、 e 可以构成四种自旋组态，同时考虑到电离能，有 


[H] = 4 ( 2^m}ikT /h 2 ) ^^ e E d /kT Q^ k 


T 


以上即由隐式表示了 与粒子数密度的关系 

⑵平衡条件为沖=/4十/ V 考虑到 Mn ^ m p 及 [ e ]=[ p ], 可得 

[ e ] = V [H ] • (2 nm e kT / h 2 ) 


* 


3/4 


-EJ2kT 


d 


e 


(3) 当有一半分子电离时，即 


[ e ] = [ p ] = [ H ] 

(2 nm K kT / h 2 ) 3/2 e -^ / iT =3. 3 X 10 

一 块金属可以看成一个电子源，其逸出功为 W = 
4 eV . 我们只考虑 H 的基态(最多可以占据两个电子），基态电 

子的离解能是£! = 13. 6 eV , 电子亲合势是 e 2 = 0. 6 eV , 当氢原 

子和金属在 T = 300 K 达到热平衡时，求在金属附近找到 H +、 

H Q 、 H ~ 的 概率. 只要给出一位有效数字,若发现 H °、 tT 的概 
率相等，逸出功应为多少？ 

解 图8, 7. 今有 e + H + ^ H , e + H ^ H -, 电子气的化学 

势为〜 =— W . 由经典统计不难求出电子及氢正离子的浓度 
分别为 


n 




有 


16 


3 




n = 


m 


50 




费 


米 


海 


H 


^2 


H' 


图7 


3/2 


2^ m t kT 


[ e ] = 2 e 〜 〆 汀 


k 2 


3/2 


2^m n kT 


[ H + ] = 2 e^ +/Ar 


h 2 


其中， 2 表示内部自旋自由度.对于氢原子，电子自旋和质子自旋共有4个可能自旋态， 
所以氢原子浓度为 


3/2 


Znnir.kT 


[ H 。] = 4 e^ 0/ * r 


^/kT 


e 1 


h 2 


对于 H —， 两电子都在基态，空间波函数对粒子交换是对称的，其自旋必定是总自旋为 
的单态.于是的自旋自由度只有核的二个自旋态，氢负离子的浓度为 


0 


3/2 


£ 1 + e 2 


[H—] = 2e^ 


exp 


h 2 


kT 


化学平衡条件为 


W = A + 户 H+ 


Mh- = 片 + Mh° 


于是得 


[ H °] 


Ae + e ： 


= 2 exp 


kT 
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Me + € 2 


=了 exp 


kT 


[ H °] 


于是发现 H +， H °， H _ 的相对概率为 

尸 H 。 ： Ph-= [H+] : [H 0 ] : [H-] 

e i 


P 


H 


2 " e + ^! + e 2 


371 


240 


=1 ： 2 e 


=1 : 2 exp 


_ 


exp 


e 


kT 


kT 


若 JV = / V ，即 [ H °] = [ H -] ，有 


W — — ^2 ^ 7^1112 ^2 

1 设中性的氢气被加热到高温: T ， 在此高温下氢原子被完全离解，但仍有 kT / m /《 
l ( m e 为电子的静质量).该气体中存在下列 反应： 


0. 6eV 




+ 


e 


e 


e 


e 


e 


p^e 


P 


e 


e 


e 


这样产生了一定量的正电子.不必考虑反应的细节，只要知道它们能改变 e -、 e + 的数目 
就可以了，当然电荷是守恒的.设质子密度为 lf ^/ cm 3 , 求正、负电子的化学势;求正电子 

数密度分别为 


1/ cm 3 和 n + = 10 lo / cm 3 时的温度. 

在 kT/m e c 2 <^l 的条件下，核反应可忽略.由电荷守恒有 = M p + n + ，其中 w - 与 
n + 分别为电子及正电子的数密度， n p 为质子的数密度.对非相对论和非简并的情况， 

2^ m t kT 


n~{- 




3/2 


— m e c 2 


exp : 


n 


h 2 


kl 


3/2 


2^m^kT 


2 


户 + — 


€ 


exp 


h 2 


kT 


其中,; ^ ，/^分别为电子、正电子的化学势.由化学平衡条件有 

fn- = exp (— 2j^/kT) 

当 《 + = l/cm 3 时 ， ”- ^WpslOW/cm 3 , 因此， exp(/// 々 T)==10 5 ， A/y^«tfll. 5, 代入”-式可得 

p(pt/kT) = ^~2 f/i/kT^O. 4 ^ 


，故 


= —= JU 


r 义 1. 2 X 10 8 K ， 故 6 X 10 

代入 式可得 7^1. 5 X 10 8 K ，/^8. 4 X 10 一 


当 


一 7 


10 10 /cm 


erg 


，ex 


n^ = 


9 


erg 


52 考虑一磁场中由可区分的自旋为 I 的原子构成的刚性晶格.自旋相对于磁场 

有朝上（个 ） 和朝下（丨 ） 两个态，分别对应能量为一抑//和+抑//.此系统的温度为 r , 求 

(1) 此系统的正则配分函数 z ; 

(2) 此系统的总磁矩馗 ="。(#+_〜-) ; 

(3) 此系统的熵 

(1) 单粒子配分函数为 




畢 


〜 f/Mr + e -M 0 H/kT 


z = e 


系统的配分函数 


N 


z = 


z 


(2) 总磁矩 


fiH/kT 


~ptH/kT 

-fiiH/kT 


d 


e 


— e 


M= N-) = NkT 




=Nju 0 tanh kT) 


ftH/kT 


9 


e 
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攀 


(3) 系统的熵 


3 


S = Nk Inc — /? zr^lnz 


卜 + In [cosh ( fjr) ] - ^rtanh( ^) ) 

8.53 顺磁系统由 iV 个磁偶极子组成，每个磁偶极子磁矩为户当系统在均匀外场 
h 中在温度: r 达到平衡时，用经典统计求 

(1) 系统的诱导磁距； 

(2) 给定 H 时的比热容 
解 （1) 每个偶极子的平均磁矩为 


kT 


— Nk 




cosde^ cose/kT sinddd 


jucosffe^^dn 


juH 


kT 


coth 


M = 


— JU 


=fX 


kT 


fiH 


e MHcosd/kT^ 


e ^ os 8/ kT sinedd 


故整个系统的诱导磁矩为 


^[ coth (^|- g _ 


M 




(2) 比热容 


rrlM 


\ 

i 




juH 


Nk 1 - 


csch 2 


WJ 




kT 


3 i 


kT 


54 自旋为 f ， 密度为 n 的原子组成的气体，每个原子固有磁矩为//，略去原子间 
的作用.设体系服从经典 统计： 

(1) 绝对温度为 T 时找到一个原子的磁矩//与外加磁场平行的概率(密度)是多 
少？"反平行 AT 呢？ 

(2) 求髙温及低温极限下气体的平均磁化 强度； 

(3) 求磁化率; 

_ 

解 （1) 每个原子与外磁场的相互作用能 e == 

积内,在方向(心的、立体角元 da 中的原子数为 


1 


H . 由经典玻尔兹曼分布，单位体 






ge~ pc dD = ge^ cos6/kT dD 


其中 *9 为产的的夹角 ，反为 归一化因子.由 


2 叹 e 一 ~sin 沒 d 汐 = 


求得 


g = 


MH 


4^Tsinh 


kT 


故找到一个原子，其磁矩与平行的概率密度为 

及 〆 = 丄 1 BiL] 

n ~ kT I 

找到磁矩与 // 反平行的原子的概率密度为 


/sinh (#l 


fiH/kT 
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(#) e ^ T/sinh (#l 




-MH/kT _ 


e 


in 


n 


( 2 ) 气体在温度了时的平均磁化强度 




kT 


n 


M= 2^g\ /Jtcosdsinddd = nju coth 


juH 


kT 


0 


髙温极限下 ，有胃 《 1 . 令 


aH 


，贝 ! 1 


=x 


kT 


2 


4 


X 


coth:c 


I 

——^― 
3 45 丁 


—^ —X 


鲁_ • 




X 


X 


X 


于是可得 


M ^ 


H 


3 kT 


又在低温极限下，: r 》 l ， coth:r — 3 〜 1 ，故 

M [ 叩 7 从了， 高温下 

低温下 


X 


(3) 磁化率 




低温极限下有自发磁矩 

55 N 个独立粒子构成的材料,置于弱外磁场中.每个粒子可具有沿着磁场方 
向的磁矩 m / i ， 其中 1 ，…，一 J + l ,—*/，^/ 为整数为常数，体系的温度为： T . 




: 


( 1 ) 求出这个体系的配分函数； 

( 2 ) 计算这个材料的平均磁化强度 M ; 

(3) 求出髙温极限下的 M 的渐近形式 

( 1 ) 单粒子配分函数 


« 


■I J 十 y )^ AT ]/ sinh ( J ^ H/krj 

:15) ，厦 (X =z ?[ (2j+i)coth 

(3) 当67» 〆 /，利用 cothx 〜丄 ( 1 + ~) , x 《 l , 可得 

X \ d I 

M^^NJiJ + 1 ) 


S 


m/iH/kT 


= sinh 


e 


z 


~j 


?n = 


(2) M = 


— coth 


2 kT 


2 kT 


kT 


一 理想气体分子由两原子组成，原子质量为 m ， 相距为为常数).两原子 

分别带电士 9 ,整个气体置于场强为 e 的外场中，求每个分子的极化率和比热容，忽略量子 
效应.指出后一个假设的适用条件. 

设分子电偶极矩和外场交角为 心则 只考虑分子取向时的能量为 


E 


EqCOs0 ， Eo 






故平均偶极矩为 


n 


dqcosde E o cose/kT dn 


cos(9e £ o cos ^sin^d<9 




0 


=dq 


p — 


IT 


e E o QOs6/kT dO 


e E 0 casW sin ^ d(9 


0 


0 


极化率为 
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E 


0 


dp dq kT 


kT 


1 — 


E 


E 


3 s 


e 


o 


sinh 2 3 


kT 


每个分子的平均能量 — pe , 比热容为 


E 0 ' 


dE 


kT 


c 




dT 


E 


0 


sinh 2 


kT 


n 


近似 条件: 转动能级的量子化可以忽略，即 kT »^ 

8.57 极化物质(例如 HC 1, H 2 0 等)对外加电场的响应可用赋予每个分子大小为 p 
的永久性电偶极矩的经典模型 描述： 

(1) 写出在均匀 电场五 中温度为: T 、 单位体积分子数为《的稀薄系统的平均极化强 
度(单位体积的偶极矩)的一般表达式； 

(2) 简单计算高温下,平均极化强度^的近似结果 

(1) 电极化能量⑷ =一/? • £=一户£(：08心单粒子配分函数为 


4 


e pEcos6/kT s[ndd0 = 2^sinh 


pE 


Z ^ 


pE 


kT 


0 


平均极化强度 


df 


d lne 


nkT 




=nkT 


― npcoth 


p = —— 


dE 


dE 


E 


kT 


V.T^N 


式中，/= —nkTlnz 是自由能密度 




kT 丄 1 册 

kT^JE^JkT^ 


(2) 在 pE/kT《\ 时 ， coth 


p^np 2 E/3kT 


近独立的转子、振子、双原子分子体系 




58 AC 电路用作温度计以测量并联电感 L 和电容(：上的噪声电压求噪声电 
压的方均根值 ( rms ) 与温度了的 关系. 讨论髙温与低温极限. 

电感 L 和电容 C 并联成 AC 电路，它的哈密顿量是 

H -k[m 

— 2 I dt 

式中， Q 是电容器上的电荷量 • 由式 （1) 可以看出， AC 电路是一■个以 Q 为运动变量的谐 
振子，振子角频率这样， AC 电路的能量的本征值为 




+ ^ Q 2 


( 1 ) 




2 C 


E 


7i<o n — 


( 2 ) 


式中，振动量子数 n = 0， l ，2, …，普朗克常量? T = l . 055 X 10 - 34 J 
衡时，电路中与电荷运动相关联的内能 = 为平均能量.这样 


电路与热库处于热平 


S 


« 
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2 „ 五 ” exp (— 紙） 

S„ ex P (— ㈣ 

令 V 为电压 ， J = dQ/ck 为电流强度 . V 与 J 的平均值均 为零: F =0,7=0, 并且我们有 

CV~ 2 U 2 


Tia) 


Hox 


7l(o 


%0) 


U = 


_ 2 丁 exp ( 你 w) — 1 — 2 CO 出 


(3) 


2kT 


(4) 


TT CV 2 t LI 2 


CV 2 ^ LI 


(5) 




由式 (3) 〜 （5)， 我们可得噪声电压平方及噪声电流平方的平均值分别为 


7 i(o 


7i(o 


T 7-9 1 f rtw 

V 1 — T7 ； C0th 


( 6 ) 


2C 


2kT 


方 o> 


Tioj 


P = ^coth 


(7) 


2L 


2kT 


在高温或经典极限:^?^/々7^《1，(：0止(: ? :)々1/1，式(6)和（7)分别化为 


kT 


V 2 = ~ 


( 8 ) 


C 


kT 


(9) 


L 


这时，噪声电压的方均根值 V F 2 = ^kTje ，噪声电流的方均根值 W = VkTjL . 在低温 

极限 x = 7 ta >/ kT^>l fCothG ； )^! ，式 （6) 和 （7) 分别化为 


T/2 = ㉞ 


( 10 ) 


2C 


7 iw 


( 11 ) 


2L 


这时，噪声电压的方均根值 V @= v ^7^, 噪声电流的方均根值 a/F 

59 在一维势场中，粒子具有势能试在高温及低温近似下,利用经 

典统计计算粒子的平均能童(动能+势 能). 简明说出这些近似有效的温度范围. 提示: 
你预期势能中的哪一个项在低温或髙温下更重要. 

在经典统计中 ，一 维运动的动能项对平均能量贡献 々7 V 2; 势能项对平均能量的 
贡献与势能的具体形式有关 • 在势能少中,在一般情况下，沒 yx 4 《 
1，式中, /?=1 AT \ 因此，势能对单粒子配分函数的贡献为 

exp(— J3<P)dx = z[ (1 — /?Xr 4 + ^ 2 7 2 x 8 /2 + …） exp(— aBjc 2 )dx 


^/Wco/2L 




2 


z 


p — 


0 


( 1 ) 


jy _ , 1057 2 

—W 十 32a^ z 

粒子势能对平均能量的贡献为 


7 T 


+ 




署 ## 


d Inz 


£n= —— 


P 


5/? 


(2) 


2/?(32a 4 /? 2 - 2ia 2 j37 4 - 10^7 2 ) 
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我们可以定义一个特性温度 U 1 

中的第二项 hr 4 可忽略.当 T ^ Tc 时为高温，势能中两项的贡献都要计及 

一维非线性谐振子的势能是由 (X) 

贫和/均是小量.试用统计微扰法证明 

(1) 非谐振子项对比热容的修正为今+ 


2 


/八当 7 X < r c 时为低温.这时 ， £ P = 々7 V 2, 势能 


— ~ OL 


C 


帝 


/ 〆 ，其中 


/均为常数，且 






CX 


—g 工 — 


， c、g 




4r 


c 


非谐振子项对平均位置的修正为 

Ac 

证 （1) 一维非线性谐振子具有势能 


( 2 ) 


少 （ JC) = CX 2 — gJO 3 — f X 


( 1 ) 


其中 ， C 

动能对振子配分函数的贡献 ， z v 为振动势能对振子配分函数的贡献 


/均为常数，且 g 和/均是小量，振子的配分函数 z = z k - z v ，式中，厶为振动 


g 




<P(x) 


CX 


z v = 


dx 


dx 


( 2 ) 


exp 


exp 


exp 




kT 


kT 


kT 


因为系数 g 和 / 为小量，积分值大致被第一个指数函数决定，并且它只在: r 2 <々 T 7 c 的范 

围内才是可观的.在这个范围内，容 V ^ Vc 3/2 《 i ,/ r 4 Ar <^7 > 2 《i .因 
此，我们可把上式中的第二个指数函数按幂级数展开，并只保留头 三项. 这样，式 (2) 化为 


2 


CX 


Z v = 


1 


dx 


exp 


kT 


2k 2 T 


2 


kT 


(3) 


3fkT^15gW 


nkT 


4c 


16 c 


c 


利用式 (3)， 振子势能对内能的贡献为 


3lnZ 


V 


kT 


= 亡々了十号 


ikT) 


(4) 


u 




3T 


4 


4c 


c 


由式 (4) ， 振子势能对热容量的贡献为 


d 鉍 


+ ^ k \ + 


T 


(5) 


c = 




dr 


3 


4c 


c 


在式 (5) 中，首项是谐振子势对比热容的 贡献; 末项是非谐振子势对比热容的贡献， g 卩非谐 
振子项对比热容的修正 

(2) 振子位置 x 的平均值为 




步（ X) 


dx 


x = 


xexp 


Z 


kT 


9 


2 


CX 


dx 


( 6 ) 


x 


exp 


Z 


kT 


2(kT) 2 


kT 






4 c 


由式 ( 6 ) ，振子的平均位置 ^ 与温度了成正比，这表示振子的平均位置随温度变化而跟着 
线性变化 .0(：c = O) = O, 因此: c = 0 为振子的平衡位置.非谐振子项对平均位置的修正为 

3gkr/4c 


2 


61设双原子分子的振动能量为 t = /> 2 /2// + 叫 72 —~ 3 +w 4 , 式中 p 为约化质 
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量，户 2 /仏为振动动能 = 为振动的角频率， a ^/2 为谐振动势能;后两项为非谐振 

动势能，这两项很小 

(1) 试求振动配分 函数； 

(2) 证明非简谐振动项所引起的附加比热容为 
的个数，了为温度4为玻尔兹曼常数，<5=15炉 /2 a 3 —3 c/a 

已知双原子分子的振动能量为 


_ 


2Nk 2 Td. 式中， iV 为双原子分子 


Ci 


= 古户 2 + ^q 2 — bq s + cq A 

式中 4 V 2// 为振动动能，叫 V 2 为谐振动 势能; 后两项为非谐振动势能，这两项很小 

(1) 双原子分子的单分子振动配分函数 Z=Zk • 2 p ， 式中 2： k 为振动动能对单分子配分 
函数的 贡献： 


( 1 ) 


€ 


( 2 ) 


dp — 


exp 


z k = 


h 


2^kT 


h 


为振动势能对单分子配分函数的贡献 


p 


dg 


exp 


kT 




exp 


(3) 


kT 


2(kT) 2 


2kT 


3ckT , 15b 2 kT 


2%kT 


1 - 


2a 


a 


(2) 利用式 (3)， 单个分子的振动势能对内能的贡献为 

d InZ 


15 占 


3 c 


kT 2 


= 七 kT 十 


—今 k 2 T 2 


(4) 


dT 


2a 


单个分子的振动势能对比热容的贡献为 




(5) 


a 


式中，第一项为谐振动势能对比热容的贡献，第二项为非谐振动势能对比热容的贡献.这 
样, iv 个分子的非谐振动势能对比热容的贡献为 

c t = 2Nk 2 Td 


( 6 ) 


式中， 


15办 


3 c 


8 = 


(7) 


2a 


8.62 —个具有量子化能量的三维转子体系(有两个转动自由度，无平移运动），遵守 
玻尔兹曼统计.试计算每个转子在高温下的 

(1) 自由能； 

(2) 熵； 

(3) 内能 ； 

(4) 比 热容. 可利用欧拉近似 公式： 


+ g[/’ （ 0) — f (oo)] + 


• m 9 
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转子的能量为 


= j(j + l )7 i 2 /2 l = 十 1) 

式中 / 为转子的转动惯量，转动量子数 _/ = 0 ， 1 ， 2, …，普朗克常量方 =1.055X1(T 34 J • s ， 
A^n 2 /2L 能级 e, 的简 并度仏 =2i+l . 转子的配分函数为 


+ 1)exp 


z = 


kT 


( 1 ) 


A 


A . 


00 , j 

Zi>=o ^ + 


— 2exp 


exp 


AkT 


kT 


利用欧拉公式，由式 ( l ) 可得 


kT 


A 


Z = 


( 2 ) 


exp 


A 1 12 

利用式 (2), 我们可得所求的热力学量 如下： 

(1) 转子的自由能 


4 kT 


JkT 


A 


F ^- kT\nZ - - kT\n 


+ 


(3) 


A f 12 


4 


(2) 转子的熵 


dF 


kT 


k 


S -— = kin 


(4) 


3 T 


Z 1 12 


1 + A/UkT 


(3) 转子的内能 


kT 


A 


U= F + TS = 


(5) 


1 + A / l 2 kT 4 


(4) 转子的比热容 


dU 


k 




( 6 ) 


1 + A /12 kT 12 T (1 + A /\2 kT ) 
63 仅考虑自旋转动，异核双原子分子具有转动惯量八 


9 T 


礞 


(1) 利用经典统计，计算这一体系在温度 r 时的比热容 〆 了)， 

(2) 在量子力学中，这一体系具有转动能级式中）为转动量子数， 

能级 y 有 2)+1 重简并，即能级 y 的简并度为 gj = 2 j + h 试利用量子统计 


J =0， l ，2， 

力学，求这个体系的单粒子配分函数2及平均能量 e 与温度 T 的关系.不要求具体计算 
有关表达式； 


( 3 )在低温下，简化 (2) 中的表达式，导出在低温下有效的比热容的表 达式. 你的表 
达式在什么温度范围内 有效； 

U ) 在高温下，简化 (2) 中的答案，导出比热容的高温近似，这一近似的有效范围是什 


么？ 


(1) 在经典统计中，只要知道体系的自由度数，就可由能量按自由度均分定理得 
到它的内能和比热容.按经典理论，异核双原子分子的角动量矢量可取任意方向，它关于 
分子的取向是自由的.因为转动能量为 ( J 1 o >〖 + / 2 w 〗+/ 3 M )/2, 可直接预期它有三个自由 
度.可是，按量子力学，双原子分子不能绕对称轴转动.对双原子分子，这意味着在连接 
两个原子的轴线上，不能有角动量分量.这种微观限制在宏观上的效应，是使得转动自由 

度从3减为 2. 人们时常以绕对称袖的转动惯量为零，经典地“导出，，这一结果 


这样，双 


_ 
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原子分子的转动能量的平均值为 


kT 


(1) 


e = 2 X 子 = 々 : T 


因而，其热容童或比热容为 


( 2 ) 


= k 


(2) 单粒子配分函数定义为玻尔兹曼因子 exp ( — e / AT ) 对粒子的所有量子态求和 

双原子分子的单粒子配分函数为 


之 = 2, =0 ^ exp(_ ㈣ 

式中， y ?= i /^ r . 仅考虑自旋转动，转动能级式中 y 为转动量子数 
0，1，2,…，/为转动 惯量; 能级的简并 度为& = 2) + 1. 按照玻尔兹曼分布，粒子占有能 
量为简并度为&的能级 J 的概率为 


(3) 


p _ 

i * 


exp (— /?£ ; ) 


(4) 


Z 


由式 (3) 和 （4)， 分子的平均能量为 


d \nz 


S 


^ = 


(5) 


£ —— 


3择 


) ，高激发态的占有数将被玻尔兹曼因子强烈抑制.对足够低 
的温度，我们可在式 (3) 和 （5) 中，用对基态和第一激发态两项的求和代替对无限项求和 

由式（3)，在低温下我们有 


(3) 随着： T — OK (/? 


每 


z ^ \ 3exp (— 批 ） 

式中，仅考虑自旋转动， e 〗= 护//,/为转动惯量.如果 SexpC — Z ^ KCl , 则利用小工展开 
ln(l+x) 〜 x ， 由式 (6) 可得 


( 6 ) 


\nz ^ 3exp(— /?€! ) 

因此，把式 (7) 代入式(5)，我们得到分子在低温下的平均能量为 


(7) 


\ 

I 


e 


3e x exp 


( 8 ) 


£ 




kT 


由式 (3), 分子在低温下的比热容为 


3£? 


^1 


(9) 


exp 


kT 2 


kT 


我们注意 ，对小: T ， 负指数抑制强过因子 1/ T 2 的作用.因此，由式(9)，随着: T — OK , c —0. 
在 （1) 第二个能级上的占有数远小于第一个能级上的占有数，即 ^ 2 exp(-/?e 2 )« 

AexpC - 如），并且⑵第一个能级的占有概率远小于一 ( PKCl ) 的条件下,我们的推导是 
有效的_ 事实上 ，它们导致同一 要求： 


kT « ej = n z /I 

(/?40) 的极限下，将有许多状态被大量地占有，即会有许多能级对式 
(3) 和（ 5 )中的求和有贡献.在这种情况下，用积分近似代替离散求和变得合理；只要 T 
足够大，误差就可 忽略. 因此，在髙温下，仅考虑自旋转动，式 (3) 化为 

(2; + l)exp — ^fjij + l)]d) 


( 10 ) 


⑷在 r 


21 


( 11 ) 
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由式（11)，我们得到 


ln /?- hln(^j 

把式 （12) 代入式 (5), 我们得到，仅考虑自旋转动，分子在高温下的平均能量为 


\nz =— 


(12) 


"7 T = kT 


(13) 


由式(13)，我们得到，仅考虑自旋转动，分子在高温下的比热容为 


(14) 


这些和经典理论的结果相同.在高温下，直到远大于1时，都有玻尔兹曼因子 
都是大的.因此，在"的条件下，我们的结果都有效.当然，这个有效性要受 

到另一限制，即温度不能高到可以导致分子离解 

64 一气体由双原子分子构成•证 明：只 要温度不接近 0 K ， 

(1) 具有广延性质的热力学量(例如，内能 f /， 比热容 cO 均等于平动、振动及转动三部 
分贡献之和； 

(2) 压强仅来自平动的贡献 

证对双原子分子，单粒子能量 e 是分子的平动能量£,、振动能量^及转动能量 


* 


5 


_ 


心二 


者之和 


e = e t + t 


( 1 ) 


在本题中，温度不接近 0 K ， 意指气体具有非简并 性质; 换句话说，气体遵守玻尔兹曼统 
计 • 这样，由式 (1) ，气体的单粒子配分函数为 


(— 忐)％ 5 exp (—聂) 


(—釗 •转?态 4聂) 


E 




exp 


exp 


单粒子态 


( 2 ) 


振动态 


式中心、 匕及 ~分别为单粒子平动、振动及转动配分函数 • 因为温度不很低，可取能量连 
续化近似.我们可得 


3/2 


2 nmkT 


(3) 


h 2 


由式(2)，气体的内能为 


a 


3 


3 


d 


U = — N T ^ lns ： 


— N - N j ^ lnz ^ - N 


U t + U y - j - U T (4) 

式中，式 ( 4 ) 表示，气体的内能 t / 等于气体的平动能量 C 7 t 、 振动能量 t / v 与转动 
能量 K 三者之和.由式 (4), 气体的比热容为 




3^ 


dU _3 U t dU w dU x 

Jf = Jt + Tt + Jt 


(5) 


= G 




式 （ 5 ) 表示，气体的比热容 c 等于气体平动热容量、振动热容量 Cv 及转动热容量 


二者 


c t 


之和 


气体分子的振动能量 e v 及转动能量 e r 均与气体体积 F 无关，因而由式 (2) ,气体的振 
动配分函数 Z v 与转动配分函数均与气体体积 F 无关•这样，由式 (2) 与 （3) ，气体的压 


强为 
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d 


3 


ln ^ = NkT Jv lnZi = nkT 


p= NkT 


( 6 ) 




dV 


式 （6) 表示，压强 /> 仅来自平动的贡献 

8 . 65 —维简谐振子能级为 E n =\ W + 士 | 心，其中⑴为特征频率 ， n = 0， l ，2, 


* 


(1) 设振子与温度为: T 的热库接触，^《1，求振子的平均 能量; 


(2) 对二维振子 


= 0，1，2,…，这时任意温度下振子的配分函数是什么？在 
结果； 


Kco 


= 0，1，2, 


n = n 


n 


* « ■ 


，n 


:v ， 




n 


x 


y 


T 


的简并情况下简化上述 


O ) 


x 


(3) 如果一维经典的非谐振子势能为 VCr )= cx 2 — 以 3 ,其中求 ：（ i ) 每个振 
子的比热 容和； （ H ) 振子位置: r 的平均值，尽你所能给出 （3) 的运算结果 




hco 


(1) 令 


则振子的配分函数为 


a= kf 




CO 


a / 2 


e 


2 


-(.n+l/2)a — 


z = 


e 


a 


— 1 


e 


n — 0 


平均能量为 


1 dZ no) 

z Jp 

(2) 一个自由度为 2 的振子和两个独立的一维振子没有什么区别，配分函数 


Kco 


E =—— 


+ 


2 


a 


- 1 


e 


/2 


/2 


a 


a 


e 


e y 


X 


z = 


a 


a 


- 1 


- 1 


e 


e y 


x 


当 ( o^ajy 0^ , a x 


，贝 IJ 


= a y = a 


a 


e 


7 _ 

乙 — 


(e fl - l ) 2 


(3) ( i ) 求配分函数 


— (cx 


)/kT dx 


z = 


_gx 


e 


(注 :这里 没有计及动能的影响，在最后的比热容中只要加 上含々即可. ）非简谐项 (e 
在振子运动范围内只是个小量，用泰勒展开，保留一阶修正，得 


g^/kT 


j 二 [ i+ + ( 宫 r]wi = Vf( 


15^! 


z= 




16c 




势能平均值为 


15£! 


kT 


d 


kT 


3/3 


2 


8c 


每个振子的比热容 


k dV 

2 + JT 

( ii ) 振子位 置工的 平均值 • 精确到一阶修正，有 


15^! 


k 2 T 


= k ^~ 


c 


Sc 
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/kT dx 


—cx 


e 


kT 


X 


4c 


/kT dx 


— cx 


e 


氢分子中两原子相互作用势由下列经验公式给出 

V = D{e 

其中 r 为原子间距， D =7 X 10 _12 erg，a = 2 X 10 8 cm — 

(1) 计算转动和振动开始对比热容有贡献时的温度值 

(2) 求出下列温度下，摩尔定容比热容 c v 和摩尔定压比热容的近似值 : 乃= 251< ; 
T 2 = 250 K ； T 3 = 2500 K ； T 4 = 1 OOOOK . 忽略离解 • 

解 （1) 双原子间的平均距离大致就是平衡距离，由 


: 


— 2a(r—r Q 


) — 2e_ a(r — r o)} 


-9 


cm 




dV 


= 0 


dr 


r^d 


k 


i ， 其中为约化质量，而 


% d = r 0 ^ 两原子径向振动的角频率为 


W — 






— 2a 2 D 


b = 

纪 3r 2 


r=d 


故 


4a 2 D 




m H 


转动能级的特征能量为 


n z 


kd 


R 




故 


n 2 


Or - 


= 75 K 


km n rl 


振动的特征能量为 


kdy = 7 iw 


故 


7 i<o 2 dH / D 


6 v = 


= 6250 K 


k 


H 


所以在 T = 75 K 时转动开始对比热容有贡献，在： T =6250 K 时，振动开始对比热容有贡 


献 


(2) : T 产 25 K ， 只有平动贡献 

只有平动和转动的 贡献： 


= 12 - 5 J / K ， Cp = "^"7? = 20* 8 J / K * 时， 


c 




R = 20. 8 J / K ， Cp = 29. lJ/K 

T 3 = 2500 K 时，结果同上 .： T 4 = 10000 K 时，振动亦有 贡献： 

== 29. 1 J / K ， 


C 




~R = 37* 4 J/K 


c 


c 


p 
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8.67 作为温度的函数，推导双原子分子气体的振动比热容表达式 * 令 bjk = d ， 
从振动配分函数出发计算 c vlb ，并求其高低温极限 

双原子分子振动能级为 


參 


v = 0，1 ，2,…， 


e 




配分函数 


— x/2 


e 


y] exp j — 斯 

y — 0 

其中，1=邱叫. 一 摩尔气体的自由能为 

F =— N A kTlnZ vxh = + 


Z 


p + 了 


vib 


1 — e 


—x 




1 — exp (— /? 7ico 0 )] 


内能 


U = F - T ^ Na 


NjJjd) 

exp ( 斯 ⑴ 0 ) — l 


0 


方⑴ 0 一一 






dT 2 


摩尔比热容 


? 

x e 


dU 


友 ⑴0 


Q 


J ： 


— R 


^vib 


y JL - 


dT 


2 


kT — T 


(e 工 一 1) 


v 


( i ) 高温极限了》0，即，故 Cvib & i ^ 

( ii ) 低温极限， 7 X <1 即 i 》 l ， 故 


2 


6 


d 


^vib ^ R 石 


exp 


T 


T 


热振子 • 一 维量子谐振子其基态能量为与温度为: T 的热库处于热平 






(1) 作为了 的函数，这个谐振子的平均能量 E 为何？ 

(2) 求关于 E 的能量方均根涨落 △£ 的值； 

(3) E 和 △£ 在 々 r 《心和 kT > n < o 极限下的渐近行为如何? 


fico 


S 


S 


-EJkT_ 


-(«+l/2)W^T 


7 

乙 - 


= 2 /sinh| 


e 


n 


e 


n = 0 


n^O 


E — kT z ^^lnZ = ^coth 


Tito 


d 


( 1 ) 


2kT 


dE 


Tico 


( 2 ) 


A£=T \ k — 7 ^ = 


dT 


7 iw 


2 si 叫蒜 


Tico 


E 


(3) 


E 


kT 


2 


kT << n<o 


kT ^> n<o 


— 7i(o/ kT 


AE 


Ticoe 


,AE 


kT 


kT 《 nco 


» n<o 


69 No 个无相互作用的谐振子，处在温度为 r 的平衡态，单个振子的能级为 

o ， i ， 2 3 ,… a 为常数，振子和体积 y 是一维的). 


E m = m + ~\7V- 1 


， w 




a ) 求 f / 和 ^与 1 的函数 关系; 
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(2) 画出《7(：0和^(了) 草图; 

(3) 确定体系的状态方程； 

(4) 求第 M 个能级的振子数. 


-Pliv 


m 


S 


— 1 


e 


—#(w+l/2)>V 


m 


(1) 配分函数 


^/ V = —csch 


e 


z = 


2 V 


1 _ e 






由此 


f7 _ d , NJ ,78 N o y , 

U ~~ N ° d /3 lnz ~ 2V COth 2V = ^2V COth 2VkT 


7 


dU 


7 


7 


比热容 


csch 2 


=TVq 是 


c 


V 


dT 


2 VkT 


2 VkT 


f v 


(2) 草图如图 8. 8 所示 


c 


u 


N (i r 


2V 


(a) 


(b) 


图 8 , 8 


N 0 d 


= t u 

/9 dV 2 V 2 \ 2 VkT 


7 


(3) 压强 


p — - 


i N 0 


m 


— ] 


一 i 


— 泠 （ m+l/2)/V — 


一芦 (m + l/2)>T 


(4) 


— 芦 (m+l/2W 


2»N 

8 - 70 某气体分子由两种不同的原子组成，核自旋均为零.实验测得该气体比热容 
如图 8. 9所示(垂直轴上标明的数字对应曲线平坦部分的值). 

(1) 解释不同温度范围内，比热容取其特定值的原因 i T > T ^ T 2 < T < T z , T l < T < 

T 2 ， T < T u 

(2) 已知转动能级的第一激发态和基态之间的能级差为 ^ T e ,7\ = 64 K ， 求在下列温 
度下，转动对比热容 c r 的 贡献: T =20 K ，100 K ,300 K , 


sinh 


a m = e 


—— e 


2 V 


z 


3.5 


2.5 


1.5 


图 8*9 


( l ) </’> r 3 , 平动、转动、振动均被激发， •了 2 <了 <7 ^，振动能级未被激 
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发，昔々•:了 < r 2 ，只有平动对比热容有贡献,^=4々.孓<乃，发生相变，气相不复 


存在 


(2) 转动能量 e , = >(y+l) ； TV2J ， 能级简 并度心 •: T = 20K 时， 忽略转 
动能级较髙激发态的激发，只考虑基态和第一激发态，则有 

3^T e e 

1 + 3e 


-TJT 


e 


P —— 


-TJT 


e 


-TJT 


dE 


T t 


e 


e 


-dT = 3 ^ 


= 0. 1^ 


c 


T I (1 + 3e-^ /r ) 


t - iook 时，考虑两个激发态则有 


3eU + 15e 

-TJT 


- 3T e /T 
-3T e /T 


E = kT 


e 


1 + 3e 


+ 5e 


e 


d£ 


~T t /T 


- 3T/r 


-4TJT 


T 


+ 15 e 


― 20e 


e 


e 


e 


e 


= 3^ 


= 0* 22^ 


c 


dT 


-TJT 


+ 5e 一 3 [ /r ) 


T 


(1 f 3e 


e 


r = 300 K 时，可以认为能级充分激发 ，因而 


= 1 . 0 々 

71刚性转子的量子能级为 + 能级简并度 


C 


: 


心 = 2)+1 


(1) 求配分函数的 • -般表达式，并证明，在高温情况下，它可由积分近似; 

(2) 计算高温下的能量和比 热容； 

(3) 求 Z 。、^/ 和 g 的低温近似 • 


2g>e'V" r = 2(27 + l)e 

" >=0 

(2) 高温时， A 三 (A 2 /8 兀 2 讲 <2 2 々 7") 1/2 《 1 ，又由 


-j{j+\)k z /^ma Z kT 


(1) 转子配分函数 Z = 


)=^0 


S (^ i ) 


h Z /32n 2 ma 2 kT 


^( ； +1/2)V/8 tt 2 


2AV^. e - f H 


Z = 2 e 


kT 


e 


其中 j + Yj ^ y^j = ^ j ^ — $j = AfA = A ~ 2 exp ( < A 2 / i ). 因此 

Z 〜 2Ar^ 2 d$ = A^A~ 2 ^ Sn z ma 2 kT/h 


o 


d 


U = kT 2 ~^~j；\nZ = kT 


dU 


€ 


dT 


(3) 低温时只需取 Z 的前两项， Z〜l + 3 e _ tf /7 \ 其中 i 9= AV (4 tt 2 ；^ 2 々） ，故 

Skde~ 9/T /(1 + 3e ~ $/T ) 

3k(d/T) 2 e~ e/T /a + 3e- tf/T ) 

考虑一异核双原子分子，转动惯量为 /• 在本题中，只考虑分子的转动运动 

(1) 用经典统计，求系统比热容； 

(2) 由量子力学，系统的能级为 


U 




2 


C v 




72 


令 
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争 


n 2 


E } = 

每个_；‘能级是2; + 1重简并的.应用量子统计，求配分函数 Z 和平均能量 E ， 不一定要求 
出这表达式的最后 结果； 

(3) 为了简化 (2) 的表达式，求低温下的比热容在什么温度范围内这表达式成立？ 

(4) 求高温近似下的比热容 cCT ) ，并求作岀这种近似的温度范围 

⑴对经典转子 


)()+1)， ） = 0山2, 


21 


* 




(w + ▲%) 


E = 


21 


fiE dpedp^ddd<p = 


Z = 




e 


/? 


a 


E =- -^lnZ 


— kl 


a /? 


/? 


故 


c(T) =k 


(2) 对量子统计 


2 ⑵ + l)exp 

2 (W 十 1) yfj(j + l)exp 

_ ZZ _ 

oo 

2] (2> + l)exp 

— 0 

(3) 低温近似下即菩》 r ， 这时只要考虑配分函数表达式的头两项和 
，这样 


Z = 


尸0 


Jjj(j + 1) 

[- ^j(j +1) 


1 3Z 
Z 3/3 _ 


E 


Z = 1 + 3 exp 


exp 


3 方 2 




E = 




1 + 3 exp 


故 


n 2 


exp 


exp 


n 2 


kTI 


c(T) = 3k 


= 3k 


kTI 


n 2 


3 +exp 


3 +exp 


kTI 


n 2 


( 4 ) 高温近似下，即々了》^，这时求和可以化成积分 

厂 00 厂 

\ (2 x + l)exp 


畢 


21 


Z = 


^rx(x + l)」dx = 


^kT 




n 2 


3 


E = — —InZ = kT 
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秦 


故 


c ( T)=k 

73在温度为 20. 4 K 的液氢中，人们发现多半的氢分子都处于转动角动量为方的 

状态，其余的处于角动量为零的状态.因此要使液体中处于角动量为零的状态的氢分子 
较多，必须加入催化剂.解释之 

解氢分子是一个由费米子组成的体系，根据量子力学泡利不相容原理，其基态的电 
子波函数都是对称的.因此，如果核总自旋为0,则转动角动量量子数必为偶数,此时称 
为仲氢分子.如果核总自旋为1，则转动角动量量子数必为奇数，此时氢分子称为正氢分 
子.由于自旋为1的状态有三个取向，所以在温度足够高时,正氢分子数与仲氢分子数之 
比为3 : 1. 在分子碰撞时，总核自旋改变的概率非常小,正氢分子和仲氢分子的行为，实 
际上就像氢的两种彼此不能转变的不同变态一样 • 因此，在低温下碰到的并不是平衡体 

系，而是正态和仲态的非平衡混合物，它们的相对量与温度无关，因而液态氢中仍是正氢 
较多.为改变这种情况，必须加入催化剂 

8.74 氢气.氢分子气体开始处于平衡态，温度 r =1000 K . 气体迅速地冷却到 

2 0 K ，分子的核自旋态不变化，只有平移和旋转自由度通过碰撞受到改变.每个分子的内 

能大约是多少？请注意双原子分子的转动能部分为,其中/为旋转量子数，且对 
H 2 ， A 〜 90 K . 振动可忽略. 

解初始温度很高，仲氢和正氢处于平衡态，其比例约为1 : 3. 在迅速冷却后，在相 

当长的一段时间内核自旋状态不变，仲氢与正氢之比仍为1 : 3,这时仲氢与正氢不再处 
于平衡态，但在彼此碰撞下，它们各自处于平衡.在 20 K 的低温下， = 

仲氢与正氢实际上都分别处在其基态上 • 这样, + 

士£转仲+ ■丑转正 = 1 35 K . 又由能量均分定理，苦平 = "|~々7"= 3 0 K . 因此 一 

个分子的平均能量 E = E 平 + E 转 = 165 K . 1 K (能量 ）= lk 7 X ： T = lk ) = l . 38 X 10— 23 J ， 

8.10 为氢气中正氢分子数和仲氢分子 

数之比对绝对温度的依赖关系.正氢分子中质子自 

旋平行，仲氢分子中反平行 

(1) 求这曲线的理想表达式； 

(2) 求： T =100 K 时的函数值，对应图中尸点.已 
知氢分子中质子的间距为 d =0. 7415 A . 

(1) 氢分子的转动惯量/ = 转动能级 


: 




— 90/20 


《1，因而 
1 = 2A = 




180 K . 于是2 




& 


正氢 


仲氢 


* 




m 


0 100 200 300 


为 


图8, 10 


U 1(1 + 1 )^ 


E 


21 


21 


简并度为2/ + 1，/ = 0,1，2“、对于正氢，/=〗，3,5,对于仲氢，/ = 0,2,4, 

子中，正氢与仲氢分子数之比 


，于是氢分 


痛_ • 
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2 (21 + l)e 


-/(/+1)A 


, 3 , 5 … 


(2/ + 1 )e 


-/C/H-DA 


/=^ 0 , 2,4 … 


K 2 


其中系数3是考虑核自旋自由度所得, A = 


m H d 2 kT ' 

(2) 当 r =100 K 时，由于随/增大，表达式中各项衰减得很快，我们只需求 


出头两项即可，即 


3e~ 2X + 7e 
1 + 5e 

8.76 低温下的氢气，分子可以以两种状态存在，即质子自旋平行(正氢)态和质子自 
旋反平行(仲氢）态.分子在这两种状态之间的转换很慢，几个小时内完成的实验可以认 
为是在处理两种不同的气体，成分的百分数是实验开始时的温度所决定的统 tl * 百分比 

估计仲氢分子的转动能级基态和第一 
激发态之间的能量差，用开尔文度作为能量单位 • 把这能量记为紐。，这样计算误差不至 
于带到以后的计 算中； 

(2) 用妨。表示正氢转动能级的基态和第一激发态之间的能量差在测定比热容 
的实验中，氢气先在高温下达到热平衡，然后迅速冷却到进行比热容测定的温度，求下面 
几种情况下的定容比热容 ：（ i ) 温度远高于札和但又不足以激发振动 能级； （ ii ) 温度 


-12A 


/ 


= 1* 52 


一 6 又 


■ 


(1) 已知氢分子中核间距为 3=7.4 X 10 


-9 


cm ， 


远低于0。和 <? i ( 结果要包括温度影响的一 * 阶效应）； （ iii ) T 1 =~ rd ^ 

氢原子核是费米子，故考虑核运动在内的总波函数是反对称的.而总波函数的 
对称性可以由转动波函数和自旋波函数 决定. 在正氢，自旋波函数对交换核是对称的，因 
而其转动部分应是反对称的，即/取奇数;同理仲氢中/取偶数.因而有 

ui + m 2 


正氢：五。= 


，/ = 1，3,5, 


21 


/(/ + m 2 


仲氢 ： £ P — 


I = 0,2,4, 


奉#暑 


21 


其中/为核绕连线中心运动的转动惯量，/=竽^/ 


2 X (2 + 1) 炉 . n 2 • 


(1) 仲氢分子 


kdo = 


3 十 




故 


m 


k$o— 


= 7, 3 X 1( T 21 J，^ o = 530 K 


md z 


3 X (3 + !)^ 

2 / n 

既然氢气实验前在高温下达到热平衡，则实验过程中仲，正氢分子数之比为〗： 3 ,等于自 

旋自由度之比 

( i ) 在 时，转动能级被充分激发，由能量均分定理 ， E = 故有其 

中 w 为氢气分子总数(注，这里只考虑转动对比热容的贡献). 

( ii ) 在 7 X <&、 A 时，高激发态几乎没有氢分子，因而对仲、正氢均只考虑第一激发 


IX ( l - hl ) 


(2) 正氢分子： kdi = 


7i 2 = —kdo 


21 


_ 
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态， 取正氢基态能量为零，注意到能级的简并度，对正氢有 


7城 e _ V r 
3 + 7 e _ V r 


E 0 = 


n 




e x /r 


21 




e 


d £ 


UdA 

3 \ T ! 


T 


0 


4。) 


-e x /T 


k 


免 n 0 k 


n 


e 


dT 


[3 + 7 e - V ] 


同样对仲氢有 


Oo 


Cy } ^ • 5 


-ejr 


e 


T 


注意到 


所以 


n 0 — —n 9 n ? = —n 


4 


4 




5 么 

4 l T 


一 v r 


— u 


==nk 


j . 


c 


e 


e 






( iii ) 当: r = 士时，正、仲氢的配分函数分别为 

^ (21 + l)e 


— /(/+ 1)A 


Z 


/ =1,3,5- 


(21 -\- l)e 


-K/+DA 


z 


/ = 0,2,4… 


式中，；严格求解似乎毫无希望，但可以把 ⑶中 两能级近似下的结果作为一 
个估算. 


8 - 77 氢分子通常有两种 :正氢 (核自旋“平行”)和仲氢(核自旋“反平行”). 

(1) 在高温达到平衡后,仲氢在氢气中的比例是多少(假设每种氢都基本上占据它们 
的最低能态）？ 

(2) 低温时正氢几乎全部转变成 仲氢. 试解释为什么分子转变释放的能量比相应于 
核自旋取向改变的能量大得多 

(1) 对两种同核双原子分子，振动方式和最低电子态的简并度均相同，不同的只 
是它们的转动 方式. 对费米核子，全同性使反对称核自旋态与转动量子数/取偶数的转 
动态相关联，对称核自旋态则与/为奇相关联(对玻色核子，情况相反).这样， 

= 5(25 + 1)2 仲 + (5 + 1)(25 + l)Zj£ 

其中；为核子的半整数自旋，对氢核， f ^; K 2 s + l ) 为反对称自旋态数山 +1) ⑵ +1) 
为对 称自旋态数. 




Z 


核转 


/(/ + 1 ) 沒 


2 (2/ + l)exp 


Z 


仲— 


T 


/ = 0，2，4… 


1(1 + 1)6 


2 (21 + l)exp 

_ ■ _ 

I 

其中 d = h 2 / s^ 2 lkj 为转动惯量.在高温情况，有 Z 仲〜2正，因而 n w / n ^ = 

给的条件下(温度不太高），只有/ = 0和的态存在，仲氢所占比例应为 


Z 


正 


T 


Z = 1 1 3， 


1/4. 在本题所 


”仲/ 


= 2仲 / Z 核-转 = 


10% 


n 




-ze/T 


1 + 3 • 3 e 

( 2 )低温 7 X <0 时，正氢转变成 仲氢. 与自旋取向改变相应的能量是核与电子的磁偶 
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极耦合能 △£ w ~10 s Hz ; 由于分子转动态与核自旋态有关联，分子转动态也改变，相应的 

能量改变为 M ： 转 


h 


10 n Hz . 正氢转变为仲氢时，能量改变量 A £ = A £^ + A £ 


SJ 


8兀 2 / 


△五转，所以释放的能量远大于△五 


SJ 


8.78 7 N 14 核的自旋 7=1. 设在通常温度下双原子分子 N 2 可以转动，但不振动，并 

略去电子的运动.求正、仲乂分子的相对丰度（正 N 2: 具有对称的核自 旋态; 仲队 :具有 
反对称的核自旋态) • 当温度下降到接近绝对零度时，相对丰度如何变化？（说明理由 .） 

N 14 是玻色子，描述 N 2 的波函数是对称的.因为 7 N 14 的核自旋/ = 1,核自旋取 
向有一 1,0，1三种.队的核自旋波函数，对称的有六个;反对称的有三个，当核自旋波函 
数为对称时，转动波函数是对 称的； 当核自旋波函数为反对称时，转动波函数也是反对称 

的，所以正队的配分函数为 


Y ； 6(2 / + l)e 


-^ja-hD/r 


Z 


Z = 0 + 2 ，4". 


n 2 


其中艮=^7，/为队的转动惯量.仲乂的配分函数为 

3(2 / + l)e 


e r ia-\-D/T 


Z 




仲— 


1，3,5，" 


6 


通常温度下，辛《1,求和可化为积分， 


r X/T Ax = 笔 


$ 


Z 


B r 


3 T 


/仲=了 e -d r x/T& 工 _ 


26 r 


所以，正 N 2 分子数以正与仲 N 2 分子数7^中之比，即相对丰度为 

N 正 /N 仲 = (Z 正 /Z 仲） exp[0(p 正一 p 仲 ）] 

平衡时//正=/^，所以相对丰度为 2. 当温度下降到接近绝对零度时, 

6 r 

G 》 1 ，e 


-e r ia-h\)/T 


《1 


T 


所以 


/正〜6， Z 仲〜 9 e" 2 ^ /T 


相对丰度为 


2 d 


/#仲= V ex P 


T 


当: T — OK 时，相对丰度 


全部仲 N 2 转变为正 n 2 . 


^oo ， 


四、近独立粒子体系的能量按自由度均分 


质量为 M 长为 L 的均质棒构成一个摆_棒的上端点是 支点. 棒与温度： T 的 
热库弱耦合.试求 X 2 的平均值是棒的下端的水平位移量.假定： r 《 L . 

在重力 作用下 ，摆简谐摆动，其质 心运动方程为 


79 


I 


々：= < r 0 sin ( a >， + (p) 


( 1 ) 
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式中，为摆动的角频率, X 。 是摆幅是初相位 . A 与 9P 都是随机变量.这样，质 
心位移量平方的平均值为 


xc = <Xosin 2 (a>^ + f)) = — x l 


( 2 ) 


质心速度平方的平均值为 


dx 


c 


2 


(cot + ( p ) = ( O 2 xl ~ OJ 2 JOc = < o 2 


(3) 


— arxgcos 


dt 


由能量按自由度均分定理，摆的质心运动动能的平均值为 

Tk= \ M [^) 2 

由式 (4) 可得，质心速度平方的平均值为 ( Sxc / di ) 2 =;!77 M . 代入式 (3) 可得 

kT = kTL 

W = 哥 

摆端的位移量 x =2 x c . 故由式 (5) 可得,摆端位移量平方的平均值为 

1 AkTL 


(4) 


(5) 


( 6 ) 


X 


Mg 


一条线，长为/，两端点固定.两端点间的距离为 x . 线的中点缚有一质量为 
的质点 • 质点绕通过线的两端点的轴旋转，并与环境热接触.环境温度为 T . 试求作用 
在线的两端点间的张力 f 与: cRT 的关系 

质点是在三维空间中绕固定轴做一维圆周运动.质点的动能为 

Q2 - x2 Aft 

式中， dd / ck 是质点运动的角速度.由式(1)，线所受的张力 /==— a 丑 / ax 为 




m 


攀 


de 


尺 = —， 


( l ) 




x 


( 2 ) 


4 \ dt 

由能量按自由度均分定理，质点动能的平均值为 E = kT /2. 代入式 （1) 可得，质点角速度 
平方的平均值为 


dd 


ar 


(3) 


dt 


m(l 


) 


— x 


由式 (2) 与 (3) 可得，质点所受张力的平均值为 


kTx 


(4) 


/ 2 - 


x 


金属丝长为单位长度的质量为 //• 两端固定，张力系数为 r . 金属丝与热 

库处于热平衡，热库温度为: T . 试按经典统计确定金属丝中点位置的方均根涨落.一个 
有用的级数为 


8.81 


S 


— 2 


2 


(2 m + 1) 

已知金属丝长为单位长度的质量为斤两端固定，张力系数为 r . 首先，我们来 
导出金属丝的运动方程 • 金属线元 Ax 有横向移动 dj 时，它所受到的力为 


/8 


n 


dy 

T dx 






Ax 


r 


( 1 ) 


dx 


dx 
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按牛顿定律，我们有 




f = "Ax 


( 2 ) 


dt 2 


把式 (1) 代入式 (2) 可得 


心 = 丄心 

d ， 2 dx 2 

取1 = 0和 x = l 为金属丝的两个端点.因为端点固定不动，我们要的解需要满足边界条 
件 y(x = 0)= y(x = l ) = 0^ 这样，由式 (3) ，金属的振动模为 


(3) 


y n ( xjt ) = A n sm ( co n t + a ) sin ( k n x ) 


(4) 


式中， 


<4/k 2 n = r//i 
k n = nn/l 

”取偶数值的简正模为反对称模，它不移动金属的中点.因此，我们仅关心《取奇数值的 
对称振动模.可令 = + l，w = 0， l ，2, ….每个模的动能是 


(5) 


( 6 ) 


1 ^yn 


dx 


E 


(7) 




dt 


一个模的能量被模的最大动能给定，这时 | d ： y „ Ak | 取极大值，因而 c OS ( o ^ + a ) = l , 这样， 

由式 (4) 〜 （7) 可得 


T 7 t z n 2 

2 k n ~iT 


E n = 令说 


A 


( 8 ) 


每个模的能量都含有动能平方项和势能平 方项. 因而在热平衡态，由能量按自由度均分 
定理，我们有 


E n = kj 

式中， 々 b 是玻尔兹曼常量.由式 (8) 和式 (9) 可得 


(9) 


Aik^r 

vi ^ n 2 


次= 


( 10 ) 


由式(4)、 （6) 和（10)，在金竊丝中点尤=//2,位移量的平方的平均值为 


(2 


2 


(2m + 1 )兀 


zikf^r 


lk E T 


S 


A m sin (( o m t + a ) sin 


3 ； mid = 


(2 m + 1) 


4r 


( 11 ) 


式中，当我们取时间平均时,交叉项 消失. 由式(11)，金属丝中点位移量的方均根值为 

1 fik^r 


( 12 ) 




如果我们希望迅速回答问题，可以仅利用基模 n = l 来估计金属丝中点位移量的方均根 
值.这时， 


V^i" lk B T 


(13) 


= ―― 


由式 （12) 和（13)， 

的贡献最大 


= 0. 9^. 可见，在所有振动模中，基模对金属丝中点位移量的涨落 


y 


rms 


* 
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8. 82长而尖(即针状)的尘粒悬浮于充满气体的盒中，气体温度恒为: T . 平均而 
角动量矢量是近似地平行于或垂直于尘粒的长轴？试解释之. 

解假设长轴方向为2方向.由尘粒的形状知转动惯量人《厂,/，.尘粒与气体分子 
处于热平衡，由能量均分定理， 


、- 


口， 


丄 r 2 1 r 

== ~^y ⑷ 


七 I 


z^z 


y 


1/2 


1/2 


hi 


X 


CO 


O) 


CO 


z 


JC 




£ 


Z 




因此， I 人叫 I = 

于尘粒的长轴 


I < ，同样 I 人叫 I <|/^|. 这样角动量矢量近似地垂直 


83有 一 边长为 20cm 的立方容器盛有温度为 300K 的氢气(双原子分子，两原子 
相距 10- 8 cm , 每个氢原子重1, 66X 10- 24 g ). 假设氢气是理想气体并忽略振动自由度 

(1) 求分子的平均速度； 

(2) 分子绕过质心且垂直于两原子连线的轴转动的平均角速度是多少？（每个氢原子 
可看作是点粒子）； 

(3) 计算此气体分子的摩尔比热容^和 


擊 




Cv 


■ 




(1) 平动自由度数= 3, 所以号 走了 = 士从 1； 2 , 


3kT 


^ L 9 X 10 3 cm/s 


V ^ 


V 


M 


(2) 转动自由度数= 2,所以，如 2 ,故 


2kT 




其中，/ = 


/2.因而， 


〜 3. 2 X 10 13 /s 


m 


0) 


(3) 


= —R = 21J/(mol • K) 


c 


v 


R — 29j/(mol * K) 

84 热噪音 • 线路如图 8. 11 所示,与温度了的环境处于热 
平衡.求通过电感的方均根电流的经典表达式 

导线中自由电子运动的涨落造成电路在无源情况下仍存 
在涨落电流.假设通过电感 L 的电流为 7(0 ，则电感平均能量 

W = LP/2 

其中戸为方均电流.由能量均分定理，尿=士^7\因此， 


C 






P 


5 


畢 


图 8. 11 


4 t z 
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8. 85假定一粒子的能量可近似表示为丑(2)=似 2 ,其中^为坐标或动量.其取值 

范围为一 oo 到 + 00. 

(1) 由玻尔兹曼统计证明，由这种粒子构成的系统，它的单个粒子的平均能量为£ = 


kT/2i 


(2) 陈述能量均分定理并简单讨论它与上述结果的关系 
B (1) 由玻尔兹曼统计，无论2是坐标还是动量，其分布函数为 

f(z) CC exp( 


畢 


E{z) 


kl 


因此单个粒子的平均能量为 


E(z) 


E(z)dz 


exp 


kT 


E = 


f {z)E(z)dz = 


E(z) 


^ / 1 
— ,dz 


exp 


kT 


将 E(z)=az 2 代入，求得 

( 2 ) 能量均分定 理:对 于处在温度为 T 的热平衡状态下的经典系统，粒子能量五中 
坐标或动量的每一平方项的平均值都等于本题£：中只有一个平方项，因而其平均 

值为士 


8. 86 估计 

(1) 房间内气体分子 个数； 

(2) 每摩尔空气的 能量； 

(3) 多少热才能把 latm 的 lmol 气体从 0 C 加热到 20 C } 

(4) 为了把 lmol 空气从 2( TC 冷却到18€，至少要给冰箱做多少功？冰箱向 40° C 的环 


境放热 


* 


(1) lmol 气体约占 23 L ， 一 房间体积约为 50 m 3 , 其中分子数约为 

50 X 1000 




X 6_ 02 X 10 23 〜10 


23 


(2) 每摩尔空气能量 


E 


士 RT 


— X 8. 31 X 300 = 6. 2 X 10 3 ( J ) 






(3) 需供热 


Q = 〜厶 r 


—R • AT = 5* 8 X 10 2 J 




T,-T 


(4) 因为 = 


拟，故 


T z 


T 「 T 2 


AW ^ 


c p 6 T = 4. 0 J 


T 


第九章费米-狄拉克统计 


理想费米气体的统计分布 




1由基本原理导出费米-狄拉克分布，并讨论其性质.按费米-狄拉克分布，占有 
数是能量的函数;但一个能级的能量与能量零点的选取有关，而占有数与能量零点的选取 

无关，这是否有矛盾. 

解设分别为单粒子能级/的能量、简并度及占有数，则气体的粒子数 W 为 




S A 


N = 


( 1 ) 


气体的能 量五为 


£ = S t N ^ 

对给定的分布，风}，费米气体的微观状态数 M / 为 


( 2 ) 


gi 


II . 




(3) 


— NJ \ 

按等概率原理或最概 然原理 ，决定最概然 分布或 平衡态分布的方程为 






^ r[ lnW + a(N - + 

式中，《与/?为两个 Lagrange 不定乘子•当 Ni》\，gi — Ni 》 l 时，利用 Sterling 近似公 
式，我们由式 (4) 可得 


(4) 


= 0 




gi 


gi 


N { = 


(5) 


exp(a + /9e f ) + 1 exp[(e ( — f^)/kT~\ + 1 

式中 ， tx = —容 f !、 卜 \/ kT 、了和 p 分别为气体的温度与化学势 ，& 是玻尔兹曼常量.式 (5) 
是费米-狄拉克分布 

由式(5)，当了 —0 K 或 /3—00 时，如果 e ,= 户，则 凡. = 於 /2;如果&>户，则从= 0;如果 


« 


£,<"，则 N t =gi. 

若气体逸度 A = exp ( p /々 r )= exp ( — a )《 l ，则式 （5) 化为 


N 


Ni= g* r exp [— (a + /?£,*)] 

式 (6) 是麦克斯韦-玻尔兹曼 分布; 式中， 5T 是单粒子配分函数 ： 

之 = (— 

在式⑸中， M 是 er - fx 的函数.能量零点改变时， e , 与；/ 的数值都跟着变，但 
值不变，因而 iV , 的数值也不变.因此，虽然一个能级的能量与能量零点的选取有关，但按 
照式(5)，占有数与能量零点的选取无关，没有所讲的矛盾 

9 2费米气体的费米能量句,实际上指的就是它的化学势当然，有时候也 


《 f exp (— 批 ) 


( 6 ) 




(7) 


M 的数 




* 
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"( T 〜0 K ) 的，温度愈低，费米-狄拉克分布函数/的倾斜度愈大，试 证:在 

1/UT. 

证已知费米气体的温度和化学势分别为： T 和粒子能量为 s ， 费米-狄拉克分布为 


有取 

费米能级附近 ，一 （3//决) 


="0 = 




/(£) = 


( 1 ) 


exp[(e — fx) /kT ] + 1 


由式 （1) 可得 


df 


( 2 ) 


UTcosh 2 [(e - fi)/2kT^ 

在费米能级附近， e 〜 e F = p 因此，由式(2)，在费米能级附近,我们有 


de 


( f ) 


(3) 


AkT 




式 (3) 表明，在费米能级附近，温度愈低，费米-狄拉克分布函数 / 的倾斜度愈大 


* 


的板极具有负电压 V ，试从泡利原理出发，导出真空二极管的电流公式.如果金属内部的 
电子气体遵守玻尔兹曼统计，结果又如何？ 

已知 m 是电子的质量，/^、九、 A 为电子动量的三个分量，电子的动能为 

(pi P\ Pl^> 

按费米-狄拉克分布，处在具有能量£的一个量子态的电子数为 


(1) 




2m 


( 2 ) 


fcxp[(€ — /0/ 々了 ] + 1 

式中，7’ 和分别为金属中的电子气体的温度与化学势，々是玻尔兹曼常量.令£。为一 
个电子能逸出金属并到达板极所必须具有的最小能量，则 

Eq = £ir ^ - f - eV 

式中， e F 为电子在温度: r 〜0 K 时的费米能量，步为金属的功函数或逸出功为电子电荷 

量， V 是减速电压 • 势阱深度 W = e F + 少，见图 9. 1. 


(3) 


外界 


费米能童 


w 


费米海 


图 9. 1 


令 T 为电子逸出的方向，则单位时间通过单位金属表面积逸出后到达板极的电子 


数为 


R = 


p.dp, fdp 
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pl /2 m 


4丌 


pM 1 + exp 


= ~kT 


dp 


(4) 


h 


kT 


式中，我们已完成了对 h 和 A 的积分 • 在一般情况下， 

x ) 〜工，因而式 (4) 可化为 


expl ( ju — Eo)/kT ]《1 ， ln(l + 


— pl /2 m 


4 丌 


/jt — E 




4 兀 


R = ^ikT 


mk 2 T 2 exp 


P^exp 


(5) 


h 


kT 


h 


kT 


2 mE 


至 | J 达板极的热电子流密度为 


Im - e 0 \ 

kT ! 


4 丌 


emk 2 T z exp 


J = eR = 5 


( 6 ) 


h 


在室温下，金属中的电子气体是强简并电子气体，其化学势 A 实际上与温度了无关，且等 
于气体在温度 T ^ OK 时的费米能量 eF ：^^( T ^0 K )- e F . 这样，利用式 （3) ,式 （6) 化为 

0^ eV 


4兀 


- j ^ emk 2 T 2 exp — 


(7) 


kT 


如果把金属中的电子气体看作是经典理想气体，遵守玻尔兹曼统计，则式 （6) 仍然成立 

这时 黾 气体逸度 A = exP (^/^ r )= A 7 z ， iv 为金属中的电子数 d 为单粒子配分函 
数；因而，我们有 


* 


3/2 


h 2 


( 8 ) 


2 \ InmkT 

把式 (8) 代入式（6)，利用式(3)，我们可得到达板极的热电子流密度为 


/ A \ 1/2 / 

( 2 ^) T1/2exp ( 


0-\- eV 


ne 


(9) 


kT 


在 J 与 7’ 的关系上，式 (9) 明显不同于式 （7)_ 实验证明， = 中，式 (7) 是正确的 

(1) 为什么费米-狄拉克分布适用于金属中的导电电子 气体？ 它怎样修正了电 


_ 


4 


子对比热的贡献 


* 


(2) 金属中的电子遵守费米-狄拉克统计，为什么热发射产生的电子气体遵守麦克斯 
韦-玻尔兹曼统计 


* 


a) 金属中的导电电子气体对比热容的贡献.在经典统计中，气体的逸度 
6乂口(^/々：0《1，能量按自由度均分，每个电子对比热的贡献都是 3 々/2.对金属中的电子 
气体，在常温下有 #/々： T 〜260,因而在金属中，电子气体的逸度 exp ( ju / kT )^> l . 即在常温 
下，金属中的电子气体为强简并费米气体，其性质要用费米-狄拉克分布描述 
热容有贡献的有效电子数为 iVe £ f ^^ T / e F ,£ F 是费米能量 • 这样，电子对比热容的贡献 


A —- 


对金属比 


* 


为 


c = 7 T 


( 1 ) 


式中 J =3々 2 /2 e F . 具体计算给出 y =7 t 2 々 V 2 e F _ 式 （1) 与实验结果 一致; 并且由式（ 1 )，当温 
度: r —0 K 时，比热 c—CK 

(2) 热发射产生的电子气体遵守麦克斯韦-玻尔兹曼统计.电子自旋量子数为1/2, 
对热发射产生的电子气体，气体逸度 


3/2 


h 2 


JL 


exp 


( 2 ) 


kT 


2 \ 2^mk7 
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式中，为电子数密度.金属被加热时，只有一部分能量较大的电子能克服金属势 
垒而发射出来，并且热发射电子所占有的空间体积，远远大于它们在金属中所占有的空间 
体积.这导致热发射电子气体的电子数密度远远小于金属内电子气体的密度，使得热发 

射电子气体的逸度 exp(ju/kT)«h 因而热发射电子气体为非简并费米气体，遵守麦克斯 
韦-玻尔兹曼统计 


畢 


非简并费米气体的气体逸度 

数密度， m 为粒子质量， T 为温度, A 和々分别为普朗克常量和玻尔兹曼常量^是与“内 

部结构”(例如自旋）相关的权重因子或简并度.髙温低密度费米气体，具有弱简并性 
质.弱简并费米气体的气体逸度 A = exp("/AT) =exp( — ar )< l ， 可令 X = a^y + a^y 2 -\- 

十….假定粒子只做平移运动 •（1) 试求展开系数 A 、 a 2 、〜及弱简并费米气体的化学 
势 .（2) 求配分函数. 


，式中 n~N/V 为粒子 


y=g 




解已知理想费米气体的体积为 V ，粒子能量为 e ， 与“内部结构’’(例如自旋)相关的 
权重因子或简并度为&气体能态密度为 


3/2 


Die) = 2ngV[^\ VT 


( 1 ) 


h 


巨配分函数的对数为 


lnS= + Aexp ( — 私 ）] 

非简并费米气体的气体逸度 y=g~ 1 n(k z /2KmkTy n ^：l ，n = N/V 为粒子数密度，在弱简 

并条件下，气体逸度 A == exp (；«/^ r ) = e xp ( — 幻<1，可把式 （2) 中的对数函数展开成 A 的 
幂级数.这样，由式 (2) 可得 


D(e)ln[l + A exp (— ^e)^de 


( 2 ) 






N 


^~1 W 


lnE 


(3) 






/S /2 


: v 


利用式 (3)， 粒子数 W 为 


9 InS 


3 InS 




N 




JsJ —— 


(4) 




dX 


da 




y 


卢 , V 


由式 (4) 可得 


X 1 


sr^-D 

a ) 弱简并费米气体的化学势.令气体逸度 
把式 (6) 代入式 (5), 由方程两边^的同次幂的系数相等可得 

a x = I 

=1/2 -/2" = 0* 3536 
^3 = 1/4 — 1/3 = 0. 05755 


I 一 1 


(5) 


: v = 


/3 /2 


A 


( 6 ) 


(7) 


a 2 


由式 (6) 和（7)，我们可得 


"=kTlnX = kT ( ln ^ + 0. 3536) — 4. 950 X 10~ V ) 
(2) 弱简并费米气体的巨配分 函数. 由式(3)、（6)和（7)，我们可得 


( 8 ) 
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争 


— 7 / + 


S = exp \N 1 + 


(9) 


• 4 • 


4 vT UvT 

巨配分函数比配分函数容易处理，这使它有了重要的应用价值.在量子统计效应或粒子 
间的相互作用有重要影响时，利用巨配分函数特别有效.利用巨配分函数讨论理想费米 
气体和理想玻色气体的量子统计效应，就是重要的实例 




已知弱简并费米气体巨配分函数的对数为 


InH = AH 1 + 




: y 


««. 


vT (9VT 

^ {h z /2nmkT) m <\,n = N/V 为粒子数密度, 


式中，是非简并费米气体的逸度 

为粒子质量，: T 为温度, A 和々分别为普朗克常量和玻尔兹曼常量，#是与“内部结构”(例 
如自旋)相关的权重因子或简并度.弱简并费米气体的化学势为 

M = kT(\ny + 0* 3536^ - 4. 950 X 10— 3 / ) 

式中， 7' 为气体温度.试用温度: T ， 粒子数 JV 及 y 给出弱简并费米气体的内能 f /、 压强声、 
熵5 1 、自由能 F 及焓 H . 

解已知弱简并费米气体巨配分函数的对数为 


y^g 


4 VT 、9 VT — j y + 


InH = W 1 十 


( 1 ) 


« « • 


式中^是非简并费米气体的气体逸度 
度， m 为粒子质量 ，了 为温度， a 和&分别为普朗克常量和玻尔兹曼常量， g 是与“内部结 

构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度.关系式 = 是统计力学与热力学间 

的重要桥梁或纽带_利用这个式子，由式（1)，弱简并费米气体的压强为 


l n(h 2 /2nmkT) m <§ ： l,n = N/V 为粒子数密 


y=g 


P = nkTil + 0. 1768 y - 3. 300 X 10~ V > 


( 2 ) 


式 (2) 是弱简并费米气体的物态方程 

非相对论理想气体的内能 U = 3pV/2. 利用式 (2) 可得，弱简并费米气体的内能 


畢 


U = ~NkT(\ + 0. 1768^ — 3. 300 X 10— 3 y) 

对经典理想气体， = 内能? 7 = 3 JV 々772，（3 C 7/ 洳 ) M:r = 0 ; 这表示经典理想气体的 

粒子间没有相互作用势能，没有作用力.因为 yxn ， 对理想费米气体，由式(3)，我们可得 
( XV 灰)这意味着理想费米气体具有“排斥势能”，理想费米气体的粒子间有“排斥 
力' 这是一种“宏观量子效应”.又，已知弱简并费米气体的化学势为 

卢 = kT(\ny + 0. 3536：y — 4. 950 X 10~V) 

由式⑴〜⑷可得，弱简并费米气体的熵5=(户 7- A^+(/)/：T 为 

S = Nk 2, 5 — ln^ - \- 


(3) 


(4) 


: v 


9 -/T 


8 VY 

= yM(l — 0, 4ln^ + 3. 536 X 10— 2 ：v — 1. 320 X 10— 3 y) 

由式（ 5 )，弱简并费米气体的可逆绝热过程即等熵过程，是参数^不变的过程，即等义过 
程 • 由式 ( 3 ) 与式（ 5 )， 弱简并费米气体的自由能 — 7\5 为 


(5) 
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NkT(l - \ny - 0. Illy + h 650 X 10— 3 /) 

利用 V^3pV/2,pV=kT\nS 及式 (1) ，弱简并费米气体的焓为 

H= ^-kT\nB = ^NkT(l + 0- 1768} — 3. 300 X lO-V ) 


( 6 ) 


F 






(7) 


9-7 证明理想费米气体的熵可表示为 

5 =- + (1 — /,) ln(l - /,)] 

式中，/,为量子态_；上的粒子数.求在 力《1 时，熵的约化表达式 

证证法一 ：已知 a 和/,分别为单粒子量子态 j 的能量及占有数, y ?= i / 々: r , 了和 m 

分别为气体的温度与化学势 > 是玻尔兹曼常量，费米气体的最概然分布为 


* 


/; 


( 1 ) 


e^pl^isj — 户 ）]+ 1 


由式 （1) 可得 


exp [/?( e , - //)] 

kT[\nCl — fj ) — ln /^] 


( 2 ) 




fs 


(3) 






由式 (1)， 费米气体的粒子数为 


S , 




(4) 


exp [/?(£ ; — / O ] + 1 


费米气体的内能为 


Si 


2, 


JJ — 


(5) 


exp [/?(£ ; —戶）]+ 1 


因 /^ = mnS ， 费米气体的巨势为 


D)ln{l 十 exp [— /3 (£j — 户 ）]} 

由式 U ) 〜 ⑹，我们可得费米气体的熵 5=07— A^-«/)/r 为 

是2^[/如/, + (1-/)伽（1 —人)] 


( 6 ) 




S =— 

式中，对单粒子状态 j 求和. 

证法二 ：已知 £ t , gi , N i 分别为单粒子能级 / 的能量、简并度及占有数.对给定的分布 

，费米气体的微观状态数为 


(7) 


IL 


W = 


( 8 ) 


Nil •、gi — N { )\ 


由式(8)，按照熵的玻尔兹曼公式，费米气体的熵为 

S = — ln 7 V £ ] — ln(^ f — A ^ t )|] 

假定 gv 》 l ，•/ V ,》 l ，并且，可以用 Sterling 近似公式，则式 (9) 可化为 

^S^CW/^OlnCN,/^) + (1 — Ni/gMnil - N { /^ ( -)] 

式中，对单粒子能级/求和为 能级〗 上每个单粒子状态的占有数.按对单粒 
子状态 > 求和，则由式(10)，理想费米气体的熵为 

S = — ^ : .[/jln/y + (1 — /))ln(l — /))] 


(9) 


5 


( 10 ) 






( 11 ) 
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式中， /, = AW ，为单粒子量子态 j 上的占有数.当 力《1 时，式 (11) 化为 

是 2 jfX + Nk 

式 （ 12 ) 是由全同性粒子构成的玻尔兹曼气体的熵的表达式 

98 如果声子(声波的量子)遵守费米-狄拉克统计而不是玻色-爱因斯坦统计，固体 
比热容的德拜理论应当怎样改变.试在这种假设下，对于比德拜温度： r D 非常低及非常 
高的温度: r , 求比热容与温度的关系，不须计算常数因子 

设纵向声速与横向声速分别为功和 A ，固体体积为 V . 在圆频率⑴与 W + do > 间， 

声子气体的状态数为 


5 


( 12 ) 






* 


* 


DC(o^dco = Boj 2 d(o 


( 1 ) 


式中 




B = 


( 2 ) 


2n 2 1 vf 


vi 


利用式 ( 1 )， 由 


W D 


D(co)dco = SN 


( 3 ) 


可得德拜频率为 


叫 = (9N/B) l/ 


( 4 ) 


如果声子遵守费米 -狄拉 克统计而不是玻色-爱因斯坦统计，则固体的内能为 

fia)D(a))d(o 

exp (? ia )/ kT ) + 1 


(7— t/ 0 + 


= t/ 0 + 9NkTx 


-3 


( 5 ) 


exp ( 3 ;) + 1 

式中 ， x = 7 Tw D /々 T = ： T D / 7 \： r D = ； ra > D /々 为德拜温度 ；: y = •当 T > Td 时， x 《 1 ， 


exp (： y ) 〜 1 ，式 （ 5 ) 化为 


U ^ U 0 -\- fNncoo = U 0 + 士 NkT 

o o 

这时，定容比热容 g&o •当: r 《 r D 时， ： r 》 i ， 我们可取 


( 6 ) 


7 丌 


exp ( v ) + 1 - 訌⑷則 = 




( 7 ) 


exp (30 + 1 


80 


式 （ 5 ) 化为 


U = U 0 + 9 aNkTx ~^ = (7 0 + % aNkTVT % 


( 8 ) 


这时，定容比热容为 


63 丌 4 T 


= 36aNk 

对遵守玻色-爱因斯坦统计的声子气体,固体的内能为 

u^u 0 + 

当了》 Td 时， ， exp ( jy ) 免 1+ jy ， 式 （ 10 ) 化为 

U = U Q + 3NkT 

这时，定容比热容与温度无关 : c v = 3 A ^ 关0.当: T 《: r D 时，： r 》 l ， 我们可取 


T 3 = 


Nk 


( 9 ) 




?ia)D(a))dco 


m D 


U 0 + 9NkTx_ 


( 10 ) 




exp (7 ia )/ kT ) — 1 


exp (夕） 一 1 


( 11 ) 


b = 


( 12 ) 


exp (^) — 1 


exp ( 3 ；) — 1 15 
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式 （10) 化为 


U = U 0 + 9bNkTx 


(13) 


这时，定容比热容与温度的三次方成正比 


12^ 4 T 


k 


= 36 bNk 


T 


Nk 


(14) 


_ _ _ 




T 




两种统计给出的比热容，在高温下明显不同；在低温下，都与： r 3 成正比，比例系数略有不 


同 


9.9 一理想费米气体的粒子数为 iV ， 体积为 V ，能量为 £. 粒子的态矢量为 U ，）^>， 
其中 〖和 7是轨道量子数 ， s 为自旋量子数，可取1/2和一 1/2两个值.粒子的能级^只依 
赖量子数〗，因而是简并的，简并度为假设每一个量子态上最多只能有一个粒子，并且 
轨道量子数/和）相同的两个量子态|/， 允 1/2>和 | f ，），_ l /2〉 不能同时被占据.如果气 
体处在热力学平衡态，试导出占据在能级$上的粒子数的表达式. 

设能级 e , 上的粒子数为则气体的粒子数为 


Tn N 




( 1 ) 


气体的能量为 


Tn N 


E = 


( 2 ) 


因为对于同一对/和^自旋可以有两种不同的取向，并且量子态^，），1/2>和 \ i , j ,-1/2) 
不能同时被占据，故对于一个给定的分布 { e ,.， g ,， AU ， 气体的微观状态数为 

• (gi/2 一 N 。 '• 

按等概率原理或最概然原理，决定最概然分布或平衡分布的方程为 

+ /?(£：— S >! 


TT 7 


(3) 


忐[破十 《uv 

式中， a 和卢为两个 Lagrange 不定乘子 ； 假定 M 》1 ，& 72 — M 》1 ，可以利用 Stirling 近 
似，则由式 (3) 和⑷巧 得 


(4) 


= 0 




gi 


(5) 


exp (a + 批 ） + 2 

分别是气体的温度与化学势，々是玻尔兹曼常量 

(1) 陈述麦克斯韦-玻尔兹曼 ( MB ) 统计与费米-狄拉克 ( FD ) 统计基本假设之 


攀 


1 


间的区别 


(2) 作出由 MB 统计及 FD 统计所支配的自由粒子系统在两不同温度时的能量草 
图，须指岀哪条曲线对应较高的温度； 

( 3 ) 简单解释金属比热的实验值与 MB 统计预言值之间的差异 • FD 统计是怎样克 
服此困难的. 


解 （1) FD 统计不同于 MB 统计的两个假设 ：（ i ) 全同性 原理: 微观粒子是不可区分 

的； （ ii ) 泡利不相容原 理：同 一个微观态上最多只能占据一个费 米子. 但在非简并性极限 
下， FD 统计趋向 MB 统计. 

(2) 用 〆 e ) 表示单位能量间隔中的粒子数或能级 e 上的粒子数.所求的能量草图如 
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图9, 2所示 


P (^) 


(a) MB 统计 


(b) FD 统计 


图 9* 2 


(3) 根据 MB 统计（或能量均分定理） ，一 个自由电子对金属热容量的贡献应当为 
这与实际不符.实验发现，除在极低温下，金属中自由电子的热容量基本上可以忽 


略;低温时电子对比热容的贡献正比于温度: T . FD 统计引进泡利不相容原理，对此问题作 
了解释. 


911 指出下列各问题需要用什么统计处理（经典玻尔兹曼统计或费米-狄拉克统 

计，或玻色-爱因斯坦统计），并半定量地解释其 原因： 

(1) 室温和大气压下，氦 He 4 的密度； 

(2) 室温下铜中电子的 密度； 

(3) 室温下，半导体锗中电子和空穴的浓度(锗的能带间距为 leV ). 

解 （1) 用玻尔兹曼统计，因为气体逸度 


3/2 


h 2 


exp(ju/kT) = nX 3 = 


^ 3 X 10一 6 《1 


kT I 2^mkT 

(2) 用费米-狄拉克 统计. 因为电子是费米子，铜中电子气的费米能级为 leV , 相当 
于一万度的 髙温. 电子气在室温(低温)下是强简并的. 

(3) 用玻尔兹曼 统计. 因为室温难以激发载流子越过 leV 的能带间距， AT < △五 ，气 

体逸度 exp (///々70《 l . 

9 . 12 理想电子气中，单电子态的平均粒子数为 


= 




其中 ，瓦为 态/的能量. 

(1) 求用粒子数密度《和其他常数表示化学势//的 公式； 

( 2 ) 证明上述表达式在 wA 3 《 l 时化成玻尔兹曼公式，其中 A 为热运动的德布罗意波 


长; 


( 3 )在: r =0 K 和 T = M /^ k 时画出 M 随私的变化图，标出两轴上的主要点 

(1) 粒子数密度为 




3/2 




71 (2m) 3/2 


2 ^mkT 


4 


ds — 


dx 


(e —//)/AT 


h 


h 2 


-M/kT 


热运动的德布罗意波长为 
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— 1/2 


2^mkT 


h 2 


故有 


x 


~ == 


dx 


-M/kT 


e 


e 


7 T 


这就是用隐式表达的的公式 

(2) 当 nA 3 « l 时，上式积分中的因子必有 




~M/kT 


» 1 


e 


这时 


M/kT 


- /kT 


N { = 


^ e 


e 


(SrpVkT 


e 


化成玻尔兹曼分布 

(3) M 随£,的变化图如图 9. 3所示 






N t 




7M) 


M 


Mo 


E t 


Ei 




(a) 7M)K 


图 9.3 


13 一系统由电子数为 W 的“无相互作用”电子组成，每个电子可以占据 

的一个束缚态，或成为一个自由电子， 

(1) 计算在能量连续谱处电子的态密度 

(2) 求低温近似下的化学势； 

(3) 低温近似下求自由电子数 

解设每个束缚态最多可以容纳一对自旋相反的电子，并设束缚态数为 W /2, 即了二 
0 K 时，束缚态全部被填满，并且自由态没有电子•当: T 很小时，自由态只有少许电子，故 
可以用弱简并近似 

(1) 自由电子态密度为 


—E 


£ = 


d 


e = 


2 m 




蜃 


D ( e ) = t ?(2 w ) 3/2 


h 3 


(2),(3) 束缚态上的电子数 


N 


N b = 




e 


N—N b 


—E d /kT^—fi/kT 


( 1 ) 


=e 


N b 
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(3) 自由态上的电子数，用弱简并近似，有 


N f = D ( e ) e ^ / kT e~ E/kT de = N 


M/kT 


( 2 ) 


e 


c 


0 


其中， 


3/2 


2^mkT 


N c = 2 


h 2 


由式 （1) 和 （2) 得 


N f (N - N b ) 


=N c e^ Ed/kT 


N b 


由于 A ^ + A ^ = W ， NpN ， 槪有 


- Jnn c 


N } = NN #_ 〜 /AT ，即 N f = 


~E d /2kT 


(3) 


e 


把式 (3) 代入式 (2) 得 


N f kT . N E d 

=^ I In — = In ~ — 

2 N c 2 


P- 






A 

JJH 


c 


9.14 (1) 由电子组成的体系，设电子间无相互作用 

证明任何温度: T 下，在化 学势# 以上3处找到电子的概率同 
M 以下4处没有电子的概率 相等； 

(2) 设态密度 DO ) 为（图9 


帶 


S 


e g 


4 ) 


e g V f \ e > 




late 


0 


— 4 • 




D {€) 


D ( e ) - <0, 


0 < e < e 


g 


U (— e ) i/2 ， 

T == OK 时，所有 £<0 的状态都被占据，其他各态全部空着 
当 T >0 K 时, e >0 的某些状态被占， e <0 的某些状态空着 

如求#的位置•如写出定#的方程，并定性讨论和时//的位置； 

(3) 如果单位体积内有多于 e <0 的状态所能容纳的电子 ~，： T =0 K 时确定//的方程 
是什么？当： T 增加时 ，/ /的位置如何变动？ 

(1) 由费米分布4被占据的概率为 


£< 0 


參 


m 9.4 


參 


F ( e ) 




彡 u— 〆) 


e 


所以，在 e ="+ d 处，找到电子的概率为 


F{fx + A) 






e 


在 e = // —4处，没有电子的概率为 


1 — F — = 


PA 


1 


e 


两种概率相等. 

( 2 )当 T >0 K 时，将有电子从£<0的态激发到 e > q 的态，即在 e <0 的某些态产生 
空穴，在 e > e g 的某些态有电子占据 • e >£, 的电子数 
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1/2 


de 


de 


a(s — € g ) 


D(e) 


n 






卢 （ e — 芦) 




e 


e 


e 


£ 


e 


g 


g 


e <0 的空穴数 


0 


0 


1/2 


de 


D ( e)[l - F ( e)]de 

且当 a = b 时，求得 : 户=&/2.当 a 幸 b 时，由 


b{- e) 




n 




一卢 U — m ) 


p 


1 


e 


得定 P 的方程为 


由 


Tie ^ = tlp 


n c = n p j 


芦 u+l 一片 ) 


e 


a 


g 


卢 （ e + 沁 


b 


1 


e 


卢 （ e + H ) 


+ 1 


e 


e 


当时， 


>1，有 






e 


e + ~ — £ + /^ 

故戶 <*^ e g ， p 向低能方向移动.当 < z <6 时 ,^>-~ e g »^ 向高能方向移动 

(3) T = 0 K 时，由 


* 




) 1/z de = 


a(e 


e 


n d 




g 


E 


g 


得 


2/3 


^ n d 


#= 心 + 


2 a 


当: T 增加时向低能方向移动. 

考虑一个体积为 F ， 其中含有正负电子对及光子的盒子，它在温度 T ^( kj 3 )~ l 
处于平衡.假定此平衡由反应 


7*«- e + + 


e 


建立.反应不是在自由空间中发生，但可以认为盒壁起着催化作用.除引起反应外，忽略 
壁的作用.求 

(1) 费米子的化学势； 

(2) 在两种极限 kT 》 m e c 2 R kT 《 m K c z 下的正负电子对的平 均数； 

(3) 如果物质-反物质不平衡，则忽略壁的作用不是严格允 许的. 如果这种不平衡使 
电子产生一个不为零的化学势//关0,问正电子的化学势是多少？ 

(4) 计算存在这种不平衡时，此系统在极限 ^ T »^» m e c 2 下的净电荷(计算结果允许 
表示成无量纲定积分). 

(1) 化学反应 A - B + C 处于平衡时, ； i A = // B + 故，因为光子气体的化学势 

0,因此我们有内+ +/4- =0•又由于粒子-反粒子对称 , A 

= 0 

(2) 对极限 々 T » m / 2 , 忽略电子质量并令丑=0，则 

vikryr x 2 dr 

7 t 2 (^) 

1 / [ exp ( ^ ^ J ~ ( cp )7 + ( meC 2 } 2 ) +1] 分母中的1可以忽略，并且 


^7 = 


，最后我们有 




2V 


d 3 p 

J 


N t -= 


= JV e + 


ficp 


3 


(2 丌友 ) 

对极限 々7 X < m e c 2 , 费米因子 

可以作近似 


+ 


X 


e 


o e 
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(cp) 2 + (m e c 2 ) 2 ^ m e c 2 + p 2 /2m 


€ 


P 


由此可得 


3/2 


2ytm e kT 


2^ 


Anp 2 e^^ c2 e~ 0p2/2m ^dp 


/kT 


N ^ ±= Ti 


2V 


— m^c 


e 


t 


h 2 


h 


o 


(3) 因为 /4 + +/4 〜 =0,故 /4 + = _/4 

(4) 电荷量 


= —— JU 


(- e)W e —— 7V e O 






其中， 


8^| p 2 dp 

— w〆 +1 


N 斤 = 


0 


h 


由于可作展开〜 1 士知,因此 


8 nV 


— e 


Q 




办 e 々 p + 1 W £ p + 1 

x 2 e 


h 3 




e 


i 6 ^y 

h 3 c 3 


X 


(kT) 2 ju 


d ^: 


( e " + 1) 


o 


式中 ， jr = /? e p = 汍/ >• 

9.16 处在均匀外磁场及下的自由电子系统，略去电子的自旋.通过计算下列各量 
证明同经典轨道相比，轨道量子化影响高温极限下抗磁性的计算 

(1) 量子化能级的简并度； 

(2) 巨配分 函数； 

(3) 高温极限下的磁化率 ； C . 

(1) 设电子装在一个体积为 L 3 的立方 体中. 没有外磁场时，在 A 和九附近 


* 


L 


dpAPy 范围内的能级数为 pdhd / v 当加上外磁场艮时，电子在 x -3； 平面上做圆周运 
动，角频率为 g ， 可视为量子化谐振子，电子的能级为 

r r r w 


eB 


没有外磁场时 d /> r d 九内的诸能级合并成一个谐振子的能级.于是得到谐振子能级的简 
并度为 


T 人 2 f 

dp T dp y = 7^ 27tpdp 

h i 


L 


L 2 eB 


h 


he 


e7i 


其中，积分限 代表 2ju h Bl < ^ ( /?! + /> J)< 2^bB (/ + 1 ) , 

(2) 巨配分函数的对数为 

InS~ ^ ln(l + 




2mc 




一恥 


e 


e 


n 


n 


r 2 ^ n 

1=0 


L 




h 


Pm 


其中， 


高温下 ，^《1 ，故 


z = e 


瞥 
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， ^[2# BJ B(/+l/2)+pf/2m] = _ 

Af kTsinhx 




队2 


e 


h z c 


其中，〒为热波长 ,x = ^ B/kT 

所以， 


d 


(3) M = jiw nS 


MfV^T 


_ _ xcoshx 

姑 " B Lsinhx sinh 2 x 


zV 


M = 


又 


zV 


d 


X 


N = 


—\nE 


z 


At sinhx 


dz 


B.VsT 


故有 


M= —NjubL(x) 

其中 yL ( x ) = cothx ~^* 在高温极限下 ， kT 》/^ B ，工《1 = — 

•X j 

N ^ zV/X\ 

M ^- N ^ lB/ZkT 

nfxl/ZkT 


+ …，故 


■ _■_■■ 


45 


M 


X 




VB 


其中 n ^ N / V 为粒子数密度 




二、温度 T ^ OK 的理想费米气体 


9 17已知电子气体的体积 V, 粒子数 JV. 试求电子在 温度了 &0K 时的： 

(1) 费米能量； 

(2) 费米动量； 

(3) 费米 温度； 

(4) 平均速率. 

在温度 T^OK, 电子的最大能量 e。 为费米能量 e F . 对所有能量 £> e F 的状态，占 

有数 /( e>e F ) = 0 ; 对所有能量 e<e P 的状态，占有数 /( e < ep ) = i . 在体积 V内，单粒子能 
量在 e 与 e+de 间的量子态数为 


3/2 


D(e)de = 4nV\ 


^Ae~ de 


( 1 ) 


k 2 


这样，由式 (1) 及 




N — D(e)de 


( 2 ) 


0 


(1) 可得费米能量为 


2/3 


h 2 ( 3n 


~ 


( 3 ) 


2 m \ 8丌 


式中， n = A7V 为气体的粒子数密度 

(2) 由式（ 3 )及 e F = #/2m， 可得费米动量为 


# 
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# 


1/3 


3 n 


( 4 ) 


h 


Pf = 


8兀 


(3) 由式 （3) 及卽=打>，可得费米温度为 


2/3 


h 2 ( 3 n 
2 mk \ 8 tt 

(4) 电子动能 e 与电子速度 ^ 的关系是 e = mp 2 /2. 由式 (1) ，电子在温度 7" 〜 OK 的平 


(5) 


T f = 


均速率为 


1/3 


3 /2 e F 3 h 3 n 

4 w l 8 丌 

9 . 18 铅 Pb 的密度 (0 = 11. 4 g / cm 3 , 原子量 M = 208 g / mol ; 铅的费米能量 e F 
9. 4 eV . 试求 Pb 的导电电子数密度 n e , Pb 的原子数密度 n Pb , Pb 的化学价 /. 

在温度 了々 0 K ， 费米能量为 




( 6 ) 


vD{e}de = 


4 


m 


2/3 


h 2 3 n 


( 1 ) 


ep 2 m \ 8 丌 


式中， n 是导电电子的电子数密度.由式(1)，我们可得 Pb 的导电电子数密度的表达式为 


3/2 


8 ^( Zme F 


( 2 ) 


h 2 


把电子质量 m = 9. llX 10_ 31 kg , 普朗克常量 /i = 6, 63 X 10 - 34 J - s , 费米能量印= 9, 4 eV 及 
leV = 1.60 X 10 - l9 J 等代入式(2)，我们可得 Pb 的导电电子数密度为 

n e = 1.30 X 10 29 m - 3 = 1. 30 X 10 

Pb 的密度 p = 11- 4 g / cm 3 ， Pb 的原子量 M ==208 g / mol ， 阿伏伽德罗数 N A = 6. 02 X 10 

mol " 1 ，因此 Pb 的原子数密度 n Pb 为 


23 


— 3 


(3) 


cm 


23 


pN A 


= 3- 30 X 10 28 m ~ 3 = 3. 30 X 10 22 cm 


-3 


(4) 


打 Pb = 


M 


由式 (3) 与 (4), Pb 的化学价 / 为 


f = nJn Ph = 4 


(5) 


9 . 19 (1) 证明： 在温度: T 〜0 K , 三维电子气体的动能£：。= 3#印/5,式中， iV 为电子 

数，#为费米 能量； 

(2) 在温度了％ OK ，电子气体的压强声与体积 y 的关系是 什么？ 证 明:在 r & OK 时， 
电子气体的体积模量 B =— Vidp /^ n N % B =\ QEo / W . 

证电子的自旋量子数 s = l /2, 自旋简并度& = 2 s+l = 2. 这样，三维电子气体的能 

态密度为 


3/2 


2 m 


jD(e) = 4 丌 V 


( 1 ) 


€ 


h 2 


a ) 在温度 r 〜0 K ， 电子的最大能量 e 。 是费米能量 e F . 利用式(1)，我们可得 


3/2 


N = I " D ( e)de = ^ V 1 2mep 


e F 


( 2 ) 


h 2 


由式 (2) 可得，在温度 T 〜 OK ， 电子的费米能量为 


2/3 


h 2 ( SN 


(3) 


€p 2 m l 8^ 
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在温度了〜 0K ， 电子气体的内能为 


£ F 


eD(e)de = -^Ne F 


( 4 ) 


U = E q 




(2) 由 />V = 2L73, 利用式 (3) 和 (4), 在温度： T&OK ， 电子气体的压强为 

2 Ne ? Nh 


2/3 


3A^ 


— 5/3 


(5) 


户 （ T 〜 OK) 


V 






V 


8丌 


5m 


由式 (5) ，在温度 r^OK ，电子气体的体积模量为 


2/3 


2 Ne F Nh 2 3N 

3m 1 8 k 

9.20 理想晶体能带中的电子 . 电子的能量与动量间的关系是各向同性的，但不是 

抛物型的，而是式中， e 与 A 分别为电子的能量与波数 , 《与 6 为两个数 
值因子 . 


10E 


dp 


— 5/3 


= —p(T ^ OK) 




V 


( 6 ) 




9V 


9 F 


V 


N 


(1) 计算这个能带中的态密度 D(e); 

(2) 计算费米能量 £f; 

(3) 在： T~OK, 导带与价带在 A = 0 处被能量 间隙尽 = 2^/1 分开.假定导带与价带 

的色散关系具有镜像对称性，能量为 2 仏的光子能在带间直接感应光学跃迁，见图 9. 5. 
试计算与这一跃迁相应的 A 值 . 




k 




图 9. 5 


由色散关系 = 我们可以反解出波数々与电子能量 e 的关系为 


— a 


( 1 ) 


b 


由式（ 1 )，电子的动量为 


s — a 


p = 7ik — % 

(1) 电子气体的能态密度 D(e). 利用式 (2 )，我们可得 


( 2 ) 
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D(e)de- ^ Vp 2 dp 

(2) 电子气体的费米能量 e F . 在导带底，波数々 = 0,电子能量为 令 N 为导 
带中的总电子数，则利用式(3)，由 


»d 


(3) 


n z b zn 


D ( e)de = N 


(4) 


我们可得导带电子的费米能量 e F 为 


(5) 






式中， 《 = A7V 为导带中的电子数密度 

(3) 与光学跃迁相应的波数导带底和价带顶都在波数 A = 0 处，两者间有能量间 

隙£ 8 = 2^.感应带间光学跃迁的光子具有的能量是 e p = 2£ g = 4 电子能量 

V^F. 由光子能量等于两倍电子能量& = 2€，我们可得波 数怂为 


* 


3 a 


k 


( 6 ) 


b 


9.21 假设在某种样品中，电子态密度为 


D 0 , e > 0 

0， e < 0 


D ( e ) = 


电子总数为 N. 

(1) : t = ok 时，求费米能 

(2) Tt ^OK 时，求非简并条件； 

(3) 证明强简并时电子比热容与温度成正比. 

解 U)：r=0K 时， e< 抑的低能态都被填满，而 e > 抑的 态都是空的.考虑电子1/2 
自旋，每个态上可以有两个电子，所以 


Moi 


V • 2D 0 * /Jt 0 = N 


N 


/^0 = 


2VD 


其中， V 为样品的体积 

(2) 非简并条件要求气体逸度 


* 


M/kT 


《1，这时 


-£/kT 


ie-^/kT 


在此近似下 


N 


2D 


de = 2D 0 • kT 




V 


N 


故非简并条件为 /2 Do - ju 0 . 

⑶ 7^0 K 时，电子都处在不高于费米能级的状态，无激发; 7V0K , 但是 7 X < f 时， 
只有“费米海”表面的电子被激发,〜 2/ fe7VD。， 每个电子对比热容的贡献是 = 
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强简并下，比热 

9.22 (1) 有 4. 2 X 10 21 个电子，限制在体积为 lcm 3 的盒内，求费米波长和费米能级 

(以 eV 作单位). 

(2) 把电子换成中子，求费米波长和费米能量 

(1) 总粒子数 


9 


2 V 4 k 


h 


费米波长为 


1/3 


h 


8丌V 


A 


= 1. 25 X 10 _9 m = 12, 5人 


F 


37 V 


PF 


费米能量为 


Pi 1 


h 


=1. 54 X 1( T 19 J = 0. 96 eV 


£p = 


2 m \ A f 


(2) 电子换成中子，则有 


A F = A F = 12. 5 A 


m 


= ~^f = 5. 2 X 10 一 4 eV 


3 求了 = 0K 时每 个费米子的平均能量，已知 eF 为费米能量 
分两神情况 讨论： 

( a ) p ( me 的非相对论粒子 ( f 为动量， m 为静止质量），能量为 e =/> 2 /2 m ,能态密度 


參 


D(e) = VT X 常数 


于是得粒子平均能量为 


(% v^Td 

Ve d 

( b ) 对于 p 》 mc 的极端非相对论粒子，则有 e = 〆 ，因而有 

D ( e ) = e 2 X 常数 


e = 


—^ € f 




由此得 


£ f 


e 2 • ede 


=~^v 


€ f 


4 


e 2 de 


推导一维自由电子气体的态密度 ZKe ) (假定满足长度为 L 的周期性边界条 
件).然后计算#个电子的一维系统在绝对零度时的费米能 

粒子能量 


24 


€f 


，则 


£ — 


2 m 


1/2 


dp = 


de 


2 e 


考虑到自旋的两个状态，能态密度为 
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攀 


1/2 


L(2w) 


- 1/2 


D(e) 


e 




h 


在温度 t=ok 时，电子将占据能量从 0 到费米能 e F 的所有状态 

N = r F D(e)de 


攀 


由此求得 


n 2 


N 


£： F = 


L 


2 m 


求 T = OK 时粒子数密度为 n 的自由电子气的化学势.金属中的传导电子可 
以看成自由电子气，已知 n==10 22 /cm 3 , 求 T = OK 时传导电子的化学势户 

由态密度 


25 


D(e)de = T?(2m) 3/2 d 


E 


h 3 


得粒子数密度 


3/2 


化 g(2m 产 77ck=， 2 呼。 


h 2 


h 


3 


因而 


2/3 


h 2 ( 3n 


Mo ^ 2 in\Sn 


对于 n = 10 2 V 


= 10 28 /m 3 , 有 


cm 


Mo = 2.7 X 10~ 19 J = 1. 7eV 


26 (1) 体积 V 内 JV 个电子形成无相互作用的费米气， r=OK 时,求电子的最大 


动能 ; 


(2) 边长为 100A 的立方体铜里的价电子组成费米气，求这费米气基态能量与第一激 
发态能量之差 △£; 

(3) 比较 △£ 和： T=1K 时的已知铜的密度和原子量分别是户 =8.93g/cm 3 , 


>1=63. 5 


(1) : t=ok ， 费米分布为 


1 ， e < 印 
0， €〉 


量子态密度为 




所以 


*F 


N 


de 


F 


由此可得费米能量为 


2/3 


h ^(3 N _ 

2m \ 8^V 


€ f = 
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(2) 在边长^ = 100人的立方体铜中，自由电子数^ = 2 | 0" > ^ 3 /从=1. 69 X 10 5 , 式中， 
M =63. 5 g/mol 是铜的摩尔质量.当电子数改变 AiV 时，费米能量的改变量 

2 Sp 

△€f = 了 ^：AJV 

取可得费米气体第一激发态与基态之间的能量差为 


2 


4. 4 X 10 _24 J 


Ae = — 


(3) 当 7’=1 K 时， ^ T =1.4 X 10_ 23 J , 这样，当了 =1 K 时， 


△e 


^ 0. 32 


kT 


27 (1) 对于 : T = 0 K 的无相互作用、自旋为士的简并费米气，求体积 V 内 JV 个这 


种粒子的 能量； 

(2) 如果有一个系统(不一定是自由气体），在 ： T = 0 K 时，其能量由上式给出，如何求 


其压力? 


(3) 由此求出气体的压力，并证明它与用分子运动论算出的结果 相同； 

(4) 列举并简要解释金属的两种性质，可以定性地用自由电子气模型解释，但不能用 
经典统计解释 • 另举一例，用自由电子气模型亦不能解释. 

(1) 在能量 e 与 e + de 间的电子态数为 


4 丌 V 


(2w) 3/2 d 


D ( e)de = 


e 


h 


因此，总电子数为 


3/2 




8^ f 2 me F 




de = 


3/2 


N = 


(2m) 


h 


h 2 


费米气体的总能量为 


2/3 




(2) 由热力学关系 


9 E 




= T 


- P 




5 TT 


T = 0 K 时,压强为 


3 E 


2 E 


P =— 


3 V 


3 F 


(3) 设速度分布是 D(v ) dv ，则在 v 
分子数为 nv x D{v )dv . 由于这些分子的碰撞，器壁单位面积所受的力为 

2 mvlD(v )dv 


+ dv 内单位时间内打到单位面积器壁上的 


V 


dp 


n 




鲁 


故压强为 


2 E 


nD(v ) • 2 mvldv 


nD(v ) • mv^dv — ~r nD(v ) ~ mv 2 dv = 一 


p — 


t ^>0 




对于电子气体，在温度 T = 0 K 时，压强为 
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# 


2/3 


2E N h 2 ( 3N 


p = W 5F 


8 艽 V 


m 


(4) 金属的比热容及金属的顺磁磁化均可定性地用自由电子气模型解释.超导性质 
不能用自由电子气体模型解释. 

9.28 把金属中的传导电子看作是自由电子,这似乎有些幼稚但却常常取得成功，例 
如对某些金属的压缩率就能给出较好的结果.给定电子密度 n 和费米能级 e F ，试求等温 

1 (3V 

y I dp 

含£ ，五为 总能量 •） 


压缩系数 


在： t=ok 时的值，式中， f 为体积，；> 为压强 .（ 提示 ：应用 P v = 


/ C = — 


T 


因为压强为 


dF 


p =—— 

其中, f 为自 由能: f =£— rs , 在： t=ok 时，故 


dV 


T 


dE 


-p ~~ ~- 




T 


对理想气体，单粒子能谱 = 式中4为波数.因为 


所以 


3E\ 


F ― 


La^l 








3 V 


T 


T 


T 




1/ 




dV 


T 


1 dV 

V\ dp 

式中 ，& 为费米 能量. 这样，我们可得 


故 


g(r = OK 时).又 T = OK 时，费米气体的能量五 =3 We F /5, 


K= — 




T 


(T = OK) 


P = ~rn • e F 


(T = OK) 


K — 


2 穴 6f 


29 费米气体•考虑理想费米气体，其原子质量 W = 5X10 


，核自 旋 /^ f , 核 

磁矩 A = lXl ( T 23 erg / Gs •当 T = 0 K 时，气体能被 10 5 Gs 外磁场完全极化的最大密度是多 

少？（假定没有电子磁矩） 


— 24 


n z 


完全极化后，费米能为 e F = &( 3 7 r 2 n ) 2/3 , 其中 w 为粒子数密度，由 eF <2/ iH ， 可得 


3/2 


n 


2 


n 


3 宂 


if AmuH \ 

3n 2 1 n 2 I 


3/2 


最大密度 


24 


-3 


^2 - 6X10 


n 


m 


热学、热力学、统计物理 


320 




9. 30考虑一个原子核的费米气体模型.除遵守泡利原理外，重原子核中的核子被 
假定在与核体积 V 相应的球内做自由 运动. 它们可被看作是一个完全简并的费米气体 

令 d = (中子数目） + Z (质子数目），假定原子核的体积为 F 

以 MeV 为单位计算出此模型的单个核子的动能 £ kin M . 

设户为动量，则在与 p + dp 间的量子态数为 

dn = 16 ^p 2 dp 


» 


4穴 






-13 


1. 4X10 


cm . 


V 


h 


核子数为 


卜 16 兀右广 


16nV 


A = 


p 2 dp — 


3 h 


核子的总动能为 


d « = 


/>p 

T / i 3 2 


E 


2 m 


2mh 


m 


因此，单个核子的动能为 


E 


A 


由 


3( A ) 3 


V = ^RlA = 


P^A 


16 丌 


得费米动量 


2/3 


h 


P?= 


R 


8 丌 


这样，最后得到 


五 kin 3(3 

A _ 10 l Sk 


4/3 


h 2 


^15 MeV 




31 相对论电子气.考虑体积为 F 由 iV 个无相互作用电子构成的简并 （即 了 = 


0 K ) 气体 


* 


求出联系该气体在极端相对论情况下的压力、能量和体积的方程 （忽略 电子质 


( 1 ) 


(2) 对真实电子气体（即电子质量为 w 的气体），求出能让 （1) 的结果近似正确的 
mv 的条件 


N 


9 


无相互作用的简并电子气的能量£为 


F 


cp f 

4 丌 ep 2 dp 

Jo 

/>f = (3N/8^V) l/3 2n 7i 


E = 2 


(2 丌 70 


其中， e 是单电子的能量，户 F 是费米动量 

(1) 对极端相对论电子 ， e = c />， 故 


Vc 


4丌 2 友 
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气体压强为 


3E 


= 一 1 


p =— 


dV 


T=0 


即物态方程为 = f 五 . 

(2) 对真实电子，若电子能量为 


e 


则 


£^^^3 C [/^+ (wc) 2 />f] 

(3) 中结果近似正确的条件为和》 mc ， 因而 


8 丌 


me 


N/V^> 


h 


TV—oo 或 v^O 都可满足 (1 ) 成立的近似条件 


* 


强简并理想费米气体 




9. 32低温高密度费米气体具有强简并性质: 々7V/KC 1 或式中: T 和//分 
别是气体的温度与化学势,々是玻尔兹曼常量. 

(1) 证明强简并费米气体的巨配分函数为 

SO,/?,F) = exp{a [ 表 ( 一 a) 5/2 + y( — «) 

式中， a = 27rgV(2m) 3/2 M 3 ,g 是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度 
— M ， p = VkT ， TmM 分别是气体的温度与化学势4是玻尔兹曼常量 

(2) 证明强简并费米气体的巨势 7=—/^ 为 


]/?- 3/2 } 


7 丌 


1/2 


— 3/2 


( — a ) 




1440 


f (X 




2 


4 


4 


7 tt 


7 t 


77 A 5/2 + 


1/2 


- 3/2 


J(T ， V ， 户） =- 


A 


a 




6/? 2 


1440/? 4 


15 


证 （ 1) 已知分别为单粒子能级 t • 的能量与简并度，费米气体的巨配分函数的 


对数为 


ex P ( — a — /?€ r ) J 


D(e)ln[l + exp (— a — /?e)]de 




0 


( 1 ) 


= /? 


de = 


dx 


exp (a + /?e) + 1 


exp(x 一令 ）+ 1 

式中，知、 /9=1/^\7\^ 分别为气体的温度与化学势，々为玻尔兹曼常量; D(e) 为能 
态 密度： 


0 


0 


^/7 


D(e) 


( 2 ) 


a 




式中 ， a = 2 T^V(2m) 3/ 7A 3 ， g 是与 “ 内部结构 ”( 例如自旋 ) 相关的权重因子或简并度 , 


t 


D(x)dx = ~raB^ /2 


7(e) 


(3) 




0 
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yj(e = 0) = 0,<p(x)~rj(e) = = I3ju. 对强简并费米气体， f ，我们有 

<p(x)dx + 




4 


7丌 


( 4 ) 


exp(x — 6) + 1 — 


6 I dx 


3601 dx 3 


0 


0 


x= 


把式 (4) 代入式 (1) 得 


lnS= /3| 7 (e)de + 7^Z)(/0 + 3 ^ 03 ^ 


M 


n 


6 /? 


0 


t — fi 


(5) 


4 


7 tt 


丌 172 

由式 ( 5 ) 可得，强简并费米气体的巨配分函数为 

= exp ( ~ ( — a) 5/2 + ™( — a) l/2 — J K ( — a)~~ 3/2 j3- 3/2 \ 

t L 15 6 1440 」 ) 

(2) 关系式 = 是热力学与统计力学间的重要桥梁或纽带.利用这个式子, 

气体的巨势 ^ Tl nS . 这样，由式(6)，强简并费米气体的巨势为 

J(T ， V ， /u) 


= — a ^ ju s/2 十 


一 3/2 


afic 


1440/? 3 


15 


( 6 ) 


4 


7丌 


7 C 


5/2 


1/2 


- 3/2 


(7) 


a 77^ 




A 


6浐 


1440/? 4 

巨配分函数比配分函数容易处理，这使它有了重要的应用价值.在量子统计效应或粒子 
间的相互作用有重要影响时，利用巨配分函数特别有效，利用巨配分函数讨论理想费米 
气体和理想玻色气体的量子统计效应，就是重要的实例 

9. 33 已知强简并费米气体的巨配分函数为 

SO, 卢， V) = exp (a — a) 5/2 + —( — a) 1/z — (— a)— 3/2 B~ m \ 

t L 15 6 1440 」 ) 

式中， 《 = 2；^ V (2 W ) 3/ W ， 互是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度.试 
求强简并费米气体的化学势、内能、压强、自由能及熵 


15 


_ 


* 


设 e 为粒子的动能，气体的能态密度为 


D(e) = a V^T" 


( 1 ) 


式中 〆 = 2 叹 F (2 m ) 3/2 M 3 ， g 是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度 • 令 

// 0 =户(了 = 01^)，则有 


芦 0 


3/2 


N = 


D(e)d€ = —a/^Q 


( 2 ) 


o 


由式 (2) 可得，温度 r ^ OK 时的化学势为 


2/3 


3N 


(3) 


"0 = 

已知强简并费米气体的巨配分函数的对数为 

A (― 4- T ■(— a ) 


2a 


7n 


lnS= 


1/2 


-3/2 


-3/2 


~ U 40 ( ~ ff) 


a 


15 


(4) 


4 


n 


K 


=~N/3ju^ n ^ /z 1 + 


12 \ 如 

—/ V 、/?= l /^ TU 分别为气体的温度与化学势，々为玻尔兹曼常量.由式 
( 4 )，强简并费米气体的平均粒子数为 


384( 知 


式中， 


a = 


3 InS 


4(~-) 3/2 + ^(- a ) 


1 

J 


7 丌 


N = —— 


— 1/2 


— 5/2 


-3/2 


(一 a ) 


a 




da 


12 


960 
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4 


7 n 


n 


-5/2 


3/2 


— 1/2 


(5) 


^ {X 


640/? 4 


8 /? 


由式 （2) 与式 （5) 可得强简并费米气体的化学势为 


4 n— 2/3 


" _ 丄（喊 ” + 1 ( nkTy 

- _ 121 + 720\ j - 


丌 


7 T 




=^0 


8 V 


6401 知 


( 6 ) 


"。(1 


~6 2 




12 


80 


式中,0=7：//^。= 7^77~利用式 (4) 与(6)，可得强简并费米气体的巨配分函数的对数为 


InS = ^ Nd~ l \ 1 + - ^ 


(7) 


12 


16 


关系式 pV = kT \ nE 是热力学与统计力学间的重要桥梁或纽带.利用这个式子，由式 
(7) ，我们可得强简并费米气体的压强为 


/>— —kTlna 


Nmo 1 + V-J 2 - ^ 


( 8 ) 




V 


5 V 


12 


16 


气体内能 U = 3 pV /2. 利用式(8)，我们可得强简并费米气体的内能为 


U = 1 +六炉一六沒 4 


(9) 


12 


16 


由式（9)，我们可得(3[//如)〃^>0,这意味种理想费米气体具有“排斥势能”，理想费米气 

体的粒子间有“排斥力”.这是一种“宏观量子效应”.由式(9)，我们还可看出，强简并费米 
气体的能量主要决定于抑，因而主要是决定于气体的粒子数密度非简并或弱简并费米 
气体不具有这一性质.当气体绝热自由膨胀时,气体能量不变，但密度则一般会有明显改 
变.因此，我们可以推断，一般来说,在绝热自由膨胀过程中，强简并费米气体不能保持其 
强简 并性； 除非体积不是成倍增加，费米气体会在绝热自由膨胀过程中，失去其强简 


并性 


气体的自由能 F = Ny — pV . 利用式 (6) 与式 (8) ，可得强简并费米气体的自由能为 


+ ~ J A 


F — —Nju 0 1 


( 10 ) 




12 


48 


利用式 (9) 和式 (10) ，可得强简并费米气体的熵为 

.U - F 


nk 


1 


= \ 1 -六俨 


~8 2 


干 Nd \ 1 


( 11 ) 








10 


10 


由式 （ m ， 强简并费米气体的可逆绝热过程即等熵过程，是参数0=71//^。=#77抑不变 
的过程，即等 <9过程.这样，在可逆绝热过程中，气体仍然会具有性质因此，在可逆 
绝热过程中，强简并费米气体可以保持其强简 并性. 由式（11)，当温度 T -0 K 时，熵 




体的焓 H = U + />V = 5/> y /2. 利用式 (8), 可得强简并费米气体的焓为 

鄭 。(1 + 合 2 — ^ 

34 已知强简并费米气体的巨势 7=—/^ 为 

J ( T,V ,JU) 


( 12 ) 


4 


7丌 


7C 


5/2 


1/2 


— 3/2 


a 


15^ 








0 2 


1440/? 4 
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參 


式中，是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度，卢= 
1 AT 、?’# 分别为气体的温度与化学势4为玻尔兹曼常量.试求强简并费米气体的化学 

势、内能、压强、自由能及熵 

气体的能态密度为 


4 


D(e) 


( 1 ) 


€ 


a 




式中 ， a = 2;^ V (2 m ) 3/ V / i 3 ， g 是与“内部结构”(例如自旋）相关的权重因子或简并度.令 
//o = ^(T = OK ) ，则有 




3/2 


D{e)de = ~ajul 


N = 


( 2 ) 


0 


由式 (2) 可得，温度 ： r = OK 时的化学势为 


2/3 


3iV 


(3) 


Mo = 


2a 


已知强简并费米气体的巨势为 


4 


7 丌 


n 


5/2 


1/2 


一 3/2 


pV 


(4) 


— a 


15^ 






6/? 2 


1440 # 

式中，分别为气体的温度与化学势，々为玻尔兹曼常量.又 

d</ = — *SdT — pdV — Ndju 

利用式 (4) 和 （5) ，由— ( a // 办 ) r ， v 可得强简并费米气体的平均粒子数为 


(5) 


4 


2 


7 丌 


n 


3/2 


一 1/2 


-5/2 


( 6 ) 






8/? 2 


640/? 4 


利用式 (2) 与(6)，可得强简并费米气体的化学势为 


4 "I 一 2/3 


2 


1 nkT 


4 


1 nkT 


K 


It 


Mo 1 + 了 


= 芦 0 1 — 7T 




8 \ J3ju 


640\ 


12 


720 






(7) 


=Mo\l ~ r^O 2 — —^ 


12 


80 


式中 ， d = n /3 fjL Q = nkT /~ 

利用式 U ) 与 ( 7 ), 由 —( aw )7^， 可得强简并费米气体的压强为 

N//J 1 + ^zQ 2 — 


2 


4 


n 


丌 


5/2 




( 8 ) 


aju 


15 F 


8 \ 办 


384 \ ^ju 


57 


12 


16 


利用式 (8)， 由/^ = 2[//3,可得强简并费米气体的内能为 


丌 


7 T 


5/2 


U = 


1 +亡 


= - tN Mo 1 + ^ 




(9) 


8 \ /?yW 

利用式( 4 )与( 7 )，由 —( a // ar )^， 可得强简并费米气体的熵为 


384 \ M 


12 


16 


nk 


W Nmo&2 \ 1 - To^ 2 

由式 （ K ))， 强简并费米气体的可逆绝热过程即等熵过程，是参 

的过程，即等6过程.这样，在可逆绝热压缩过程中,气体仍然会具有性质 / K <1. 因此，在 

可逆绝热压缩过程中，强简并费米气体可以保持其强简并性.由式（10)，当温度 T-^OK 
时，摘 0. 

利用式( 9 )与(10)，由自由能厂=?7—7^,可得强简并费米气体的自由能为 


子厢1 - ~ e 2 


( 10 ) 




10 
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■ 


t-J 2 + -hd A 


F = —Nju 0 \^ 1 

利用式 (8) 和 （9)， 由焓 H = 可得强简并费米气体的焓为 


( 11 ) 




12 


48 


35 试求强简并费米气体的体胀系数、压强系数、等温压缩系数及等温弹性模量 

已知强简并费米气体的压强为 


( 12 ) 


P = ~^v N ^ [ 1 + 

式中，参数 <9 = 7r//9^ 0 = nkT / fz 0 , ju 0 = bV~ m 是温度 r = OK 时的化学势， 6 = U 2 /2m ) 

(3iV/ 4 7^) 2/3 ，g 是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度 

我们可把式 (1) 改写为 


( 1 ) 




+ \^ NV — m T z 


p = 2 早 V 


— 5/3 


( 2 ) 


6b 


由式 (2) 可得 


n z k 2 

2 Mo 


I 1 -忐和 


dV 


(3) 


ar 


p 


由式 (3) ，强简并费米气体的体胀系数为 


丌 2 々 2 


v\^r 


l- z^e 2 t 


(4) 


12 


p 


由式 (2) 可得 


丌 2 々 


3/^0 




娜 — 1/3 了 = 


NV~ l T 


(5) 


3 T 


3b 


V 


由式 （1) 和（ 5 )，我们可得强简并费米气体的压强系数为 

丄（迎 

p \ 3T 


5 n 2 k 2 


/?= 


i- ^ ： e 2 t 


( 6 ) 


Sm 


12 


v 


0 


又，由式 (2) 可得 




2 


^rNju 0 1 + V- 2 


(7) 




12 


T 


由式( 7 )，我们可得强简并费米气体的等温压缩系数为 


1 ^ 

V\dp 

式中， n = A7V 为气体的粒子数 密度. 由式(2)、（4)、（6)、（8)，我们可以验证下式成立 

= p 玲 k t 


1 - - TZO 2 


扣了 =^ — 


( 8 ) 


2 nfi 0 


12 


T 


a 


(9) 


强简并费米气体的等温弹性模量为 


dp 


_1 _ 2n/x 0 


E T 三一 V 


1 + — o 2 


( 10 ) 




12 


Kt 


T 


36 试求强简并费米气体的绝热方程 

已知强简并费米气体的熵为 




TZk 


S = -^Nd 


( 1 ) 
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式中，参数 0 = 7t//9^ 0 = 兀 kT / /^o = bV 

(3 A 74 T ^) 2/3 ， g 是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度 

我们可把式 （1) 改写为 


— 2/3 


是温度 T = OK 时的化学势，6 = (h 2 /2m) 




S = ^-NTV m 


( 2 ) 


2b 


可逆绝热过程是等熵过程.由式 (2) ，我们可得强简并费米气体的绝热方程为 

7 V 2/3 =常数 


(3) 


又，强简并费米气体的压强为 


7t 2 k 2 


2bN 


y_5/3 + 


NV^ in T 2 


2 


P= ^y N ^\ 1 + T7.0 


(4) 






6 办 


12 


利用式 (4)， 可把强简并费米气体的绝热方程 (3) 化为 

pv ^ =常数 

由式 (3) 与 (5) ，还可把强简并费米气体的绝热方程写成 


(5) 


— 5/2 


常数 


PT 


( 6 ) 


37 试求强简并费米气体的绝热压缩系数和绝热弹性模量 

已知强简并费米气体的熵为 


* 


nk 


S = —Nd 


( 1 ) 


式中，参数沒 = 7t/^/X 0 = ItkT/jU 

( 3 iV / 4 ^0 2/3 > g 是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度 

又，强简并费米气体的茧强为 


说一 2/3 是温度 T = OK 时的化学势， ( A 72 m ) 


0 ，户 0 =二 


争 






P - 二 而1 + ' 十 J L 


( 2 ) 


12 


利用式(1)，我们 可把式 （2) 改写为 


2b N 


2b 


— 5/3 


P ― 


(3) 




3n 2 k 2 N 

由式( 3 )，我们可得强简并费米气体的绝热压缩系数 


丄^ 

V\dp 

式中，为气体的粒子数 密度. 强简并费米气体的绝热弹性模量为 

1 ZnfJL 


1 — —J 2 


^s=~ 


(4) 


2n/x 


12 


s 


0 




0 


E s =— V 


1 + T^d 2 


(5) 


3V 


12 


K s 


s 


38 试求强简并费米气体中的声速 

已知强简并费米气体的熵为 


* 


S = ~N8 = 一 NV 2/3 T 


( 1 ) 


2b 


式中，参数没= 71：/知。= 7^77 / /。， / /。=抓- 2/3 是温度 T = 0 K 时的化学势，6= (h 2 /2m ) - 

(3N/Ang) 2/ \g 是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度.气体的体积可写 


作 


V — Nm/p 


( 2 ) 
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* 


式 中以是 气体的密度.利用式(2)，我们可把式 (1) 改写为 


% 2 k 2 


N(Nm) 2/3 p' 2/3 T 


S 


( 3 ) 




lb 


又，强简并费米气体的压强为 


P = 1 + V-J 2 


(4) 


12 


利用式 (3) ，我们可把式 (4) 改写为 


V-5/3 + Js^y-1/3 J-2 


2bN 


2bN 


2b 


5/3 


2 


s 


(5) 


P = 


P 


5/3 


5/3 


3K 2 k 2 N(Nm) 


Qb 


S(Nm) 


由式 (5) 和 （4) 可得 


2/^o 




1 + ~ J 2 


( 6 ) 


3 P 


3m 


12 


S f N 


由式 (6)， 我们可得强简并费米气体中的声速为 


( 1 + 合 2 ) 


( 7 ) 


v s — 


N fxj 2 m . 利用式（ 7 )，我们可得仍〜 2 砂八 / T = l . 15 仰〜砂，即强简并费 


费米速度为 
米气体中的声速 W 近似等于费米速度 


Vf = 


汐 F 


39 试求强简并费米气体的等容比热容、等压比热容量及比热容比 

已知强简并费米气体的内能为 


« 


^°1 1 + 12 62 

式中，参数沒=穴/知。= 1^77外，舛 = W _ 2/3 是温度 T = OK 时的化学势 ，6= U 2 /2 m ) • 

( 3 A 7 4 叹 ) 2/3 ， g 是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度.我们可把式 （1) 
改写为 


U 


( 1 ) 






+ ^ NV m T 2 


3b 


-2/3 


U =二 NV 


( 2 ) 


4b 


定容比热容 “=(5 f//W 由式 (1) 与 (2) 可得 

=士 NT 

2/^o 

因为 />V = 2 U /3, 利用式 (2), 强简并费米气体的压强为 

* 2bN v 

p = ^—y 


nk 


^ N 0 


(3) 


c 




V 


n 2 k 2 


— 5/3 


NV 一 l/3 T 2 


(4) 


6b 


由式 (4) 可得 


3 / 


nk 


= ~^ l V \ 1 


--~ e 2 e 


(5) 


3 T 


12 


p 


擒//=«7 + # = 5 /^/ 2 ,由式 (4)， 我们可得强简并费米气体的焓为 

+ ~^NV m T z 

\2b 


-2/3 


H = bNV 


( 6 ) 


由式 (6) 可得 
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參 


3 H 


5 nk 


N 6 


( 7 ) 


3 T 


V 


dH 


^rNjuoV- 1 1 


—.d 1 


( 8 ) 




3 V 


12 


T 


定压比热容 c p =(3///3 TV 由式 (5) 〜 （8)， 我们可得 


(9) 


c 


p 


p 


由式 (3) 和 （9)， 对强简并费米气体，我们有 


nkN 


6 Z 


( 10 ) 


Cr, — € 


P 


强简并费米气体的比热比 y ^ c P / c v % 


2 


y = i + ^d 


(id 


9- 40 气体的焦耳-汤姆孙系数外 l )/ c p ， 式中， H 是气体的 

恰,和 a 分别为气体的定压热容量与等压膨胀 系数. 试求强简并费米气体的焦耳-汤姆 

孙系数. 


已知强简并费米气体的定压热容量为 


nk 


OH/^n 


卿 ( 1 + j 6 2 

式中，参数沒=兀/办。=兀々77户。，抑=撕- 2/3 是温度 T ^ OK 时的化学势， 6=( A 2 /2 m ) 

(3以/47^) 2/3 ，#是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度 

又,强简并费米气体的定压膨胀系数为 

1 ( 3 V 

a = —— 

v\^r 

由式 (1) 和 （2) ，强简并费米气体的 Joule-Thomson 系数为 


( 1 ) 


c 




P 


P 


« 


= ^Kt[\ - he 2 


( 2 ) 




12 


p 


3 T 


V 


2 V 


— (T a — 1) 

cp 

这样，强简并费米气体的反转曲线是绝热曲线. 

自由电子 金属. 温度 T ^ OK , 电子数密度为”的一个金属,开始时是边长为 L 
的立方体，而后在 z 方向被拉伸，长度变为// = (1+妁1,«《1;另外两个方向的长度不 


1 — 


Mj-t= 


(3) 








dp 


itkNd 


H 


9*41 


变 


( l ) 假定在拉伸过程中，每个电子都保持自己的状态不变 _ 试确定费米面在金属被 
拉伸后的 形状； 


( 2 ) 试求电子气体在等温拉伸后的能量改变量，计算到“的最 低价； 

( 3 ) 假定金属在拉伸后很长时间都是与外部隔绝的，并且由于电子间的微弱相互作 
用，它们达到了平衡分布，试求电子气体在绝热拉伸后的温度,计算到 a 的 一次. 费米能 
量是 e F = ；? 2 ( 3 7 r 2 ；0 2/ V 2 m •在 T 《 T F 时，费米气体的单电子定容比热容是 


(tc 2 /2)U77 


C 






(1) 金属被拉伸后的费米面的形状 • 按照周期性边界条件，在三维立方体容器 

… ，这里 a = h / L , L 是容器的 


中，自由电子动量的三个分量分别为 p x = 


an 
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0,1,2,-. 自由电子的能量 


边长，/ I 是普朗克常量，量子数 




p\ p\ pi — d 2 (^ix + 衫 3 


( 1 ) 


e= 


，金属在 z 方向被拉伸到长度为 // = ( l + a ) L 时，自由电子 


对一个给定的量子态 

动量的: r 和：^两个分量不变:乂 = />1 =⑽: t ，fy = py = an y ， z 分量九变为 pz ^ bn z9 b = 

h /( l + a ) L . 在拉伸过程中，每个电子都保持自己的状态不变，因而电子能量也不变.这 
样，自由电子的能量与动量的关系变为 




f 2 


,2 


a 


a 2 (nl + n\ + n 2 z ) _ p 


P 


Pz 

2 m f 


( 2 ) 


£ = 


式中， = mb 2 / a 2 = m / 由式 (2) ，金属被拉伸后，在动量/ > 或波数々空间中， 
自由电子的等能量面是旋转椭球面.费米面为旋转椭球面. 

(2) 电子气体能量的改变量.金属未被拉伸时，电子的能态密度为 


3/2 


m 






= AkV 


(3) 


h 


在温度7’〜 0 K ， 电子的费米能量为 


2/3 


2m\W 


(4) 


在温度: r 〜 ok ，电子气体的能量为 


r 午 

V 


U (T = 0E) 


eD ( e)de = ~ Ne F 


(5) 




J 


0 


金属被拉伸后，电子的能态密度为 


3/2 


f 2 m 


D f (e) = 4 kV 


( 6 ) 


e 


h 


式中， V ' = ( l + a ) v . 这时，电子的费米能量为 


2/3 


h 1 (m 


2/3 


(7) 


1 - 


£p= 2 m \ 8^ 


= 


— a 




在金属被拉伸后，电子气体在温度 T ^ OK 时的能量为 


U f (T ^OK) 


~^ Ne F 


( 8 ) 




由式 (4)、（5)、（7) 及 (8)， 在金属被拉伸前后，电子气体在： T ^ OK 时的能量的相对变化为 


2/3 


U ! —U 


2/3 


V 


£p — £p 


-1 = 


(9) 


—1 


U 


v f 


e F 


r=oK 


因为 a 《 l ， 式 (9) 可约化为 


U f -U 


( 10 ) 


—a 


U 


T=OK 


(3) 绝热拉伸后的温度 • 由式 （10), 如果温度不变，则电子气体在拉伸后能量减少 

在绝热拉伸中，电子气体的能量不变,因而温度必定 增加. 设电子气体在拉伸后的温度为 
T ， 则能量为 


_ 


L 12 \ £f / ^ 


U f ( T ) 


(id 
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利用式（5)、（7)与（11)，由？7 / (7^)=«7(7^010可得 


2 (X 


rr^ ^ 

^ ， 


( 12 ) 


T"€ f 


nk 


或者，由电子的比热容 c =( k 2 /2) • ikT / t v ) 我们有 


T 


nkT 


U f ( T ) - U f (T = 0 K )= N \ cdT - N 


_ 1 


(13) 


e F 


0 


利用 K (了）=(7(7^010、式（5)、（10)，由式（13),我们可得式（12). 

9. 42 —种不带电的粒子具有质量 m , 磁矩 // m ， 自旋1/2,遵守费米-狄拉克统计.如 

果有磁场//作用在这种气体的粒子上，自旋的有序排列会产生一个宏观磁矩.试求低温 
及髙温量子磁化率，并与经典磁化率作一比较 

解在磁场 H 中，粒子的能童为 £ = 式中£为粒子动能，~为粒子磁矩 


9 


粒子的能态密度为 


D ± ( e ) = ^(2 m) 3/2 VT 


( 1 ) 


h 


式中， V 是气体体积， w 是粒子质量，/^是普朗克常量.令 
势 • 按照费米-狄拉克分布，具有磁 能平片 „//的粒子数为 


户士式中户为化学 


X 士 




de 


2 艽 V 


3/2 


N 


^7r(2m) 


( 2 ) 


土 


expl/3(e — x 士 ）] + 1 


h 


o 


式中，/?=1/々了， T 为气体的温度， A 为玻尔兹曼常量.在低温下，当^ = ^ ± »1时，我们 
有低温展开式 


_ ?{ y^y = 

exp(jy — ^) + 1 ~ 


L 满 +?(3 

♦ y 七冰 利用式(3)、（2)化为 


7 兀 4 1 d 3 g> 

360\dy 


(3) 


0 


r > 


载 ( 2 m) 3 V ± " + — 


(4) 


工士 


由式 (4)， 总粒子数 N = N ++ N 〜 为 


N= Jh ^ (2m) 


1 nkT 


1 + 冬， 


3/2 


3/2 


3/2 


1 + ~ 


X 


: r + 


x_ 


(5) 


8 kF 


1 nkT 


=^~(2 m ) 3/2 / x s/z 




由式 （ 5 ) ，在温度近于 OK 时的化学势 m ( T ^0 K )=^ ju o 为 


2/3 


k 2 ( 3 n 


( 6 ) 




7 T 


式中 ， /r = A 7 F 为粒子数密度.由式 (5) 和 （6) 可得 

1 (itkT 


戶= A 1 — 


( 7 ) 


12 


Mo 


由式 (4) 和（7)，磁化强度 M =( N + ~ N ^)/ i m / V 为 


M= ^(2rn)^ju m \^\l + 士 f 座 




1 nkT 


3/2 


1 + ~ 


— JT„ 


8 


x + 
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1 nkT 


— T^(2my /2 jul l /jt V2 1 


H 


( 8 ) 




h 


24 




1 nkT 


=T^(2m) 3/2 juipt l 0 /2 \ 1 


H 






h 


12 


户 o 


由式 （6) 和 （8)， 低温量子磁化率为 


1 nkT 


A 


1 / nkT 

121 Mo 


An 


(2 m W ，1 — 忐 


(9) 


Xq 


丄 >4 


-— n 


h 


12 


2 m 


Mo 


0 


在高温下，气体逸度 A = exp (/ V ^ T ) 为 


3/2 


k 2 


n 


( 10 ) 


《 1 


2 \ 2nmkT 


这时，式 (2) 化为 


3/2 


2nV 


2^ mk 7 


e — jo 




de = 


士 


3/2 


N 


(2m) 


Vexp 


exp 


士 — 


h 2 


h 


kT 


kT 


0 


( 11 ) 


MmH \ 


N 


exp 土 

1 

_ 

在高温下 > x = / x m H/kT <?C 1, export 1 + x . 利用式 （11)， 由磁化强度 A /= (N + — N ~ ) 
/ An / V ， 我们可得高温量子磁化率为 


kT 


nA 


^Q f h = 


( 12 ) 


kT 


再者，按经典理论，粒子的磁能为 t m = — fi^Hcosd ,0 是磁矩取向与磁场方向的夹角_ 一个 
粒子的平均磁矩为 


jn m Hoosd 


" m cos 汐 sin 沒 exp 


dd 


kl 




kT 


M 


0 


coth 


H (13) 




=/I 


/j^Hcosd 


」 3kT 


kT 


sin 夕 exp I 

0 ' 




kT 


因为在经典理论中， // m HA7X<l ; 我们在式 （ 13) 中取了 cothx 〜 x— 】 +x/3. 由式 （ 13 )， 经 
典磁化率为 




Xc = 


(14) 


3kT 


由式 （ 9 )， 低温量子磁化率近于与温度无关，由式 （ 12) 与 （ 14) 可知，高温童子磁化率及经 
典磁化率都与溫度成反比，并且前者是后者的三倍. 

9. 43低温高密度费米气体具有强简并 性质: ，式中 T 和// 分别是气体的温 
度与化学势4是玻尔兹曼常童. 

(1) 证明极端相对论强简并费米气体的巨配分函数为 




7 兀 


7 T 


(―約 4 + f (— < + 

6 

(2) 证明极端相对论强简并费米气体的巨势为 

J ( T ， V ，"） = 

式中， athdWc 3 , 发是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度，^■为光速， 


exp a 






12 


180 


4 


7丌 


K 


+ 


a 


180/? 4 


12 


a = 
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证 （1) 已知^分别为单粒子能级 f 的能量与简并度，费米气体的巨配分函数的 


对数为 


+ exp ( 


- ^ )] 


D(e)ln[l + exp (—a — y3e)]de 


a 






0 


( 1 ) 


= /? 


de = 


dx 


exp(x —孑 ）+ 1 

式中，知，/? =1/々7% T 、 A 分别为气体的温度与化学势 J 为玻尔兹曼常量， Z )( e ) 为极 


exp (a + j3e) + 1 


0 


端相对论费米气体能态密度 


D(s) — ae z 


( 2 ) 


= 47：#//^，#是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度， f 为光速, 


a 


e 


D(x)dx = 


7⑷ 


(3) 


~ae 




o 


7( e =0) = 0 ，x = # e ，9< x ) = 7( e ) ，芒=知.对强简并费米气体彳=办》1，我们有 


mB 




(4) 


exp(x — 芒）十 1 — 


0 


把式 (4) 代入式 (1) 得 


2 


lnS = A 外抽+咖+為巧⑷ 


M 


丌 


6 /? 


0 


€= /i 


(5) 


4 


7丌 


= 5存 〆 + 


a 


180 / 3 3 

由式 (5), 极端相对论强简并费米气体的巨配分函数为 


12 


exp ( a | - a ) 4 + - a ) 2 + 


n 


Eia ^. V ) 

( 2 )关系式 = 是统计力学与热力学间的重要桥梁或 纽带. 利用这个关系 

可得，费米气体的巨势 J =- pV ^ - kTlnS . 这样，由式 (6) ,极端相对论强简并费米气体 
的巨势为 


-3 


( 6 ) 




12 


180 


6〆 180 / 9 4 

巨配分函数比配分函数容易处理，这使它有了重要的应用价值.在量子统计效应或粒子 

间的相互作用有重要影响时，利用巨配分函数特别有效，利用巨配分函数讨论理想费米 
气体和理想玻色气体的量子统计效应，就是重要的实例 

已知极端相对论强简并费米气体的巨配分函数的对数为 

\nS(a,(S y V) = a — «) 4 4 - ^( — a) z + ~~ /3 

6 180 」 

式中 ， a = 4 7 r # A 3 c 3 ， g 是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度^为光速， 

^卜 \/ kT，T 和#分别是气体的温度与化学势,々是玻尔兹曼 常量. 试求极端相 
对论强简并费米气体的化学势、内能、压强、自由能及熵 

极端相对论费米气体的能态密度为 

£)(€)= 

式中, e 为粒子的能量， “ = 4 ；^ V // z 3 r 3 , 发是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简 


n 


J ( T ， V ， m ) = 


~ A 4 + 


( 7 ) 


— a 


12 




44 


-3 


a = — 




3 

lALMM 


as 


( 1 ) 
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礓 


并度， c 为光速 * 令 " o = M 7^0 K ) ，则有 


户 0 


Z)(e)de = —af4 


= 


( 2 ) 


0 


由式 (2) 可得 


1/3 


1/3 


3N 


3N 


he 


(3) 


Mo = 




a 


已知极端相对论强简并费米气体的巨配分函数的对数为 

lnsom 

式中，《=—/^，/?=1/々7%了和¥分别是气体的温度与化学势,々是玻尔兹曼常量.由式 
(4) ，极端相对论强简并费米气体的平均粒子数为 

4"(— «) 3 + ^ 

\ W / S 」 6 

把式 (2) 代入式 (5) ，可得极端相对论强简并费米气体的化学势为 

= 户。(1 

式中，<?-^/知。=#77抑.利用式 (4) 与（6)，可得强简并费米气体的巨配分函数的对数为 

InS - - jiVr 1 ! 1 + 音炉 + — e 4 

关系式 pV^kTlnS 是统计力学与热力学间的重要桥梁或 纽带. 利用这个式子，由式 
(7) ，我们得到极端相对论强简并费米气体的压强 

办。 (1 + 音护十❺ 

极端相对论气体的内能 C / = 3 />[ 这样,利用式（8)，我们可得极端相对论强简并费米气 
体的内能为 


4 


y 


7^( — a ) 4 + 十（一 a ) 2 + ^~： 


n 


-3 


(4) 


a 




12 


180 


3 InS 


-" 3 


(5) 


da 


2-1-1/3 


7t 




M— Mo 1 


( 6 ) 






(7) 


P = 


( 8 ) 


4V 


11 


—1 + —8 Z + ~ S A 

由能 F = AV . 利用式 ( 6 ) 与 (8), 可得极端相对论强简并费米气体的自由能为 

〜。(1 

mS = OJ - F )/ T . 利用式( 9 )和 （10), 可得极端相对论强简并费米气体的熵为 

1 + 7~^ 2 


U 


(9) 


• *.s» 




2 


11 


F = — 


— 七 d 2 - 


( 10 ) 


4 


135 


S 


( 11 ) 




T 


45 


极端相 对论气体的焓 + = 利用式 (8), 可得极端相对论强简并费米气体的 


焓为 


11 


H = 1 4 - ~^0 2 + —ff 4 

45 已知极端相对论强简并费米气体的巨势 J — pV 为 

J ( T ， V ， ju ) 

式中 ， a = 47^1 V / i 3 c 3 ， g 是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度， c 为光速， 


( 12 ) 


4 


7 k 


7 T 


g 〆 + 


〆 + 


— a 




6/? 2 


12 


180/? 4 
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/3=1 A 7\ T 和 p 分别是气体的温度与化学势 j 是玻尔兹曼常量.试求极端相对论性强 
简并费米气体的化学势、压强、内能、熵、自由能及焓 

已知极端相对论强简并费米气体的巨势 J 一 pV 为 




4 


7 兀 


n 


+ VmM 2 + 


( 1 ) 


=— a 


180/? 4 

式中 ， a = 是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度， c 为光 速; 

0=1 和//分别是气体的温度与化学势是玻尔兹曼常量.又 

SdT - pdV - Ndja 

利用式 （1) 和 (2) ，由 7 V = — ( a // 办)可得极端相对论强简并费米气体的平均粒子数为 


0 


dJ — 


( 2 ) 


7C 


N = 1 + 


(3) 




令 //o = p (7^0 K )， 则有 


^0 


D(e)d€ = —a/ul 


N = 


(4) 


0 


由式 (4) 可得 


1/3 


3^ 


(5) 


Ao = 


a 


利用式 (3) 与(4)，可得极端相对论强简并费米气体的化学势为 


2n — 1/3 


IT 


丄夕 2 


户 = 户 0 1 + 


= " 0 ( 1 

- ( a // w ) T > ，可得极端相对论强简并 


( 6 ) 






式中，(9=兀/办。= 7^77~利用式 (1) 与(6)，由 P 

费米气体的压强为 




11 


+ +151 办 

利用式(7)，由 />F = 2 t 7/3, 可得极端相对论强简并费米气体的内能为 


n 


= ^ 7 ^ 01 1十今浐+ 


(7) 


45 


11 


^Mo\ 1 + ~0 2 + —d A 


( 8 ) 




45 


利用式 (1) 与（ 6 )，由5= — （ az / srh ,, ，可得极端相对论强简并费米气体的熵为 

S = ~^ ； NjLi Q d 2 [ 1 + ^6 2 

i 45 

由式（9)，强简并费米气体的可逆绝热过程即等熵过程,是参数0不变的过程，即 等没过 
程.这样，在可逆绝热过程中，气体仍然会具有性质因此，在可逆绝热过程中，强简 

并费米气体可以保持其强简并性.因为抑，由式(9)，当温度 T —0 K 时, 
熵 5—0 J / K . 

利用式 (8) 与(9)，由厂=^7_7^,可得极端相对论强简并费米气体的自由能为 

- 普炉 - ^ 

利用式⑻，由极端相对论强简并费米气体的焓//==「+ 〆 == 4 f //3, 我们可得 

H = Nju 0 [ 1 + 善 0 2 + 马沒 4 


(9) 


Nju 0 \^ 1 


F = — 


( 10 ) 


4 


( 11 ) 


45 
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考虑低温下的费米气, 々 T «//(0), M 0) 为 T = OK 时气体的化学势.由定性讨 
论，给出下列量对温度之依赖关系的主要项 :能量 比热容 c v , 熵心化学势能童零点 
取在最低轨道的能量. 

解低温时，只有“费米海”表面深为 AT 范围内的粒子被充分热激发，每个粒子能量 


# 


量级为 k 7\ 

(1) E = E (0 )-hakT * JP £-£(0) ocT 2 ; 


dE 


( 2 ) c v = ^c^T ； 


c 


(3) 由 d 5 = ^ dT,W 


T 


T 


dT 


S - 5(0)= 


oc T 


c 


V 


T 


0 


(4) 由 五 一 TS ， 有 F—F(0)oc ： T 2 ; 

(5) 由 G = A ^ = F +/» V，p = 2 五 /3 V ， 有 "一/ K 0) ocT 

47 ZK £) 为某金属的态密度,私为费米能.在 

费米能处， D ( 五 F )^0( 图 9.6). 

(1) 由 £ F 和 ZK 五 F ) 给出温度 T =0 K 时此系统的 

电子总数的表达式； 

(2) 由化学势#及 D (£) 给出了关 0 K 时此系统电 
子总数的表达式； 

(3) 给出低温时 (//》々 T ) 化学势随温度的变化关系 
解态密度 D (£) 为 




图 9.6 


♦ 


3/2 


4^ (2 m ) 


1/2 


D ( E ) 


E 




h 3 


(1) 在了 = 0 K ，7 V 个电子填满能量从零到 £ f 的态 




N = D ( E)dE = ^ D ( E f ) E f 


0 


(2) 7 V =0 K 时， 


DUE ) 


dE 


N = 


{E-pO/kT 


o e 


(3) 上式以隐函数的形式确定了化学势"对温度 r 的依赖关系 ， p = M ： r ). 低温时， 


fx^>kT 


D { E)dE 


4 




7 k 


7T 


D ( E)dE + -( kT ) 2 D f ( ju ) + 




{kTYD^fi) + 




• • • 


(E- M )/kT 


360 


o e 


o 


3/2 


8 丌 V" (2m) 


kT 


7t 


3/2 


1 + 




M 






3h 


M 


由此得 


-^- af ) 2 ] 


式中， £： F = ^=(/ i 2 /2 m ) • (3 iV /87 rF ) 2 


/3 
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金属 Na 大约有 2. 6 X 10 2 Vcm 3 个传导电子，它们可被近似看作是自由电子气 


mi：} 


体，由此给出 

(1) Na 的费米能的近似值(用 eV 表 示）; 

(2) 在室温下电子比热的近似值. 

(1) 费米能 


2/3 


n 2 


N 


E F ^ir~ 3 k 


V 


N 


将方 =6* 58 X 10 _16 eV • s 9 m = 0. 511MeV/c 2 ， 歹 = 2* 6 X 10 22 cm 一 3 代入，得 

Ep 3* 2eV 


(2) 比热容 


1 N 


k kT 


^rk 2 T = — 


ME 


E 


其中 m e = 9. llX 10" 31 kg 为电子质量 4 = 38 X 10 _ 23 J • K - 1 为玻尔兹曼 常量. 室温下 

•将 £ f 等代入上式得〜 118 J • K - 1 
9 . 49 金属固体中的电子可看作三维自由电子气，由 此： 

(1) 得出波数々的容许值，画出 it 空间中的费米球壳（用长度为 L 的周期性边界条 


1 


件）; 


(2) 对 W 电子系统得到: r = OK 时 A 的最大值,从而得到费米能的表 达式； 

(3) 简单论证电子对比热的贡献正比于: T . 

解 （1) 周期性边界条泮要求，对粒子可能的运动状态，容器的长度 L 等于其德布罗 
意波长 A 的整数倍，即 


I = 0，1，2， 

利用波数与波长的关系，并考虑到每维都有两个传播方向，得到 h 的容许值 


■ « t 


?K 


2 兀 


= 0，士 1，士 2, 


L 


同理可得 


2 兀 


k 


= 0，士 1，士 2， 


L 


2 n 


k 


= 0, 士 1，土 2, 


L 


方 2 灸 2 

=1是离 散的. 费米球壳如图 9. 7所示 


ky 


因此能量 


€ = 


一 2 m 


L 


€ t 


n 2 


( 2 ) 


dn x = —dk 


2 n 


L 


dn ^ dk 


k x 


L 


k x 


dn z = —dk 


2 n 


图 9* 7 


因此，在体积 V = L l 内，在 I 到 I + dt ，卜到々，+ dh ， t 到 
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擊 


L + dt 的范围内，自由电子的量子态数为(考虑到自旋的两个方向) 


v 


L 


在 7’ = 0 K , 电子占据能量最低的状态.根据泡利不相容原理，一个量子态上最多只能容 
纳一个电子，因此 


dn = dn x dn y dn z = 2 




2丌 


^dk x dk y u t =吾 J 。 


V 


Ank 2 dk 


N = 


4 艽 


从而得到 


1/3 


N 


3丌 2 77 


k 




y 


因此,费米能 


2/3 


% 1 


n 2 


N 


^ k 2 

rt 氏 max 


3 k 2 ^ 


€ F 






V 


2m 


( 3 ) 在 OK 时电子占据零到 e F 的每一个量子态,温度升高时电子有可能跃迁到能量 
较高的未被占据的状态去.但是处在低能态的电子要跃迁到未被占据的状态，必须吸取 
很大的能童，其可能性是极小的.所以绝大多数状态的占据情况实际上并无改变.只在 
费米能卽附近数量级为 Ar 的范围内，占据情况发生改变.因此也只有这部分电子对比 

热容有贡献.以效表示这部分电子数，则有 = 因此电子(摩尔）比热容为 

50画出金属的定容比热容^与温度： T 的函数关系图.讨论为什么自由电子对 

的贡献正比于 7". 

如图 9. 8所示.金属比热容 

c v = 7 T + AT 3 

其中，第一项为自由电子的贡献，第二项为晶格振动的贡 
献•绝对零度时，电子都处在能量尽可能低的状态.当金属 

从绝对零度开始升温时，只有一部分电子被激发，它们的能 

量在费米能级附近约 A ： r 的能量范围内.如果 iV 为电子总 
数，那么在温度: T 下，只有量级为 kT / e F 的份数会被热激 

发.这些电子的每一个都具有能量约为 AT , 因此总的电子 
内能以的量级为 t /&( A ^ T7e F ^： Tcc ： r 2 . 这样，自由电子的 
比热容 c ^ T . 


% 


ocT 






C v 


t 


图 9. 8 


1 试对髙度简并的三维电子气体，确定下列各量之主项中的温度方幂 n , 给出简 


捷的理由 


(1) 定容比热容； 

(2) 固定磁场//中自旋对磁矩的贡献 
解 首先考虑积分 




/( e)de 


kTdz 


u-^y/kr 


1 


-M/kT 



热学、热力学、统计物理 


338 


M/kT 


djs ： + kT 


d 之 


= kT 


一 z 


z 


e 


e 


o 


o 


fi/kT 




f (jo)djr 一 kT 


dz + kT 


z 


z 


e 


e 


o 


0 


0 


其中用到 々 rz = e — A 因 / V ^ r 》 i ， 可用^代替第二个积分的上限，得 


M 


f + kT 


d 之 


+ 1 


z 


e 


0 


0 


zdz 




f(x)djo + 2(kT) 2 f f (ju) 


+ …， f ( M ) 




o 


0 


dE 


(1) 能态密度 ^ e 1/2 , 取 / U ) 


3/2 


，则内能£^/,因而 


〜： T , 即 n = l . 事实上， T 

&0 K 时，因热能小，仅有在费米面上宽约为 T 的跃迁带中的电子被热激发到能量约为 
kT 的能级上.因此，内能与: T 相关的部分为 TsTTccT 2 , 即 c v ocT . 

(2) 取 /( e )= e 1/2 , 则 Moc /， 因而磁矩 MocM 0 (l — W 2 ) ，即《 = 0•在 T = 0 K 时，自旋 
与好方向一致的费米能 e Ft =^ + // b //(// b 为玻尔磁子），而相反的自旋的费米能 

种//，因而有与"方向一致的净自旋磁矩存在.因此 , n = 0. 

9 . 52 给定一个数目 W =2 X 10 22 , 处在体积 V = lcm 3 盒子中的电子体系.盒壁为无 

穷髙势垒.在因子5内计算下列各量及它们对有关物理参数的依赖关系 

(1) 比热容 

(2) 磁化率 h 

(3) 盒壁上的 压强； 

(4) 平均动能 E . 

解波矢 A 空间中的态密度为 


£ 




C 




v 


3 CT 


£ f | = 






Ci 


ink 


D(k)dk = 2V 


dA : 


8 丌 


n 2 


动能因此可得能态密度 


3/2 


V_ 2m 

2 k 2 \ % 

考虑 T - OK 时的简并电子气体， TV 个电子填满能量从零到 E F = ^ k 2 F 的态.由 

Lm 


1/2 


D(E) 


E 




2 


% 


N = D(E)dE = ^D(E f )E 


F 


0 


得 


2/3 


EF = Sn{ 3 n 2 v) 


(1) 比热容 


N 


^ D(E F )k 2 B T 


^rklT 


c 




E 


F 


式中 ，紅是 玻尔兹曼常量 

(2) 磁化率 
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N 


X — ^ — 


E 


其中， M 为玻尔磁子 

(3) 、（ 4 )动能平均值 


4 


£ f 


E - ED(E)dE = 令 D(E F )E 2 F = ~NE 


(4 ) 盒壁上的压强 


dE 


2 NE 


p ~ 


dV ~ 3 V 


53 对体积 V 中 W 个自旋为士的费米子构成的理想气体.计算绝对零度极限下 


的 


(1) 化学势； 

(2) 单个粒子的平均 能量； 

(3) 压强； 

(4) 泡利自旋磁化率 . 

证明在髙斯单位制下，磁化率可写为 3/4AV2 ； «(0)F, 其中邱为玻尔磁子 , /K0 ) 为绝 

对零度时的化 学势 . 本题中，可假定每个费米子与外磁场的相互作用能为其中 
为自旋的 2 分量 

证由于粒子的自旋为含，因此它的 z 分量相对于磁场有朝上（个 ） 与朝下（丨 ） 两种 

取向，分别对应能量土抑//，因此粒子的能童为 


Z 


_ 


士 MeH 

在 OK 时，所考虑的粒子占据费米能 〆()) 以下所有的能级.结果具有正自旋的粒子的动 
能分布在 0 与 ju(0)+ Mh H 之间，具有负自旋的粒子的动能分布在 0 与 M0) — 邱 H 之间 ; 
它们的数目分别由下列各式 给出： 


£ = 


4：7 ZV 


N 


± ： P%= MO )— ㈣ H 


3h 


\, 4 丌 V 3 

N ^ = 


p 2 -= M(0) + MeH 


2 m 


(l ) 总粒子数 


3/2 


(2m) 


N = N + ~\~ N 
若 //(0) 》邱//，我们得化学势 


[( 〆 ()）一舛 H ) 3/2 + (//(0) + 抑//) 3/2 ] 


3h 


n 2 


2/3 


N 


户（0) = 


3 n 


V 


2 m 


(2) 对于自旋 z 分量为言及一 f 的粒子，费米动量分别为 

P^c = [2 w (/^(0) — " B //)] 1/2 ， = [2 w (//(0) + 网//)] 1 

相应的那部分粒子的总能量分别为 


/2 
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AnV 


"B 只 


+ , b h |^ = ^ Li0w 


E 


h 


2m 


A^V V p- _ fj^H 

l^iioiii ~ ~ 3 ~ 


E—= 


P 


因此单个粒子的平均能量为 


E ^ £ — 觀点(，山 5 -) + 


^~( p 3 + - pi )] 


N 


N 


X>t ^(0)»^ B //, 


E 


N 


(3) 压强 


dE 


dE 


= ^( 0 ) = ~nM0) 


p = 


W 


a //( 0 ) ^ 


(4) 抑：》邱//时，磁化强度 


_3 l 4 N _ 

2 M 0 W 


M= MN-- N + )/V = 


H = XH 


这样，泡利自旋磁化率为 


3 N /4 

2 mWV 

9 - 54 低温下 3 He 和 4 He 的液体混合物分成两个相:浓缩相(几乎是纯的 3 He ) 和稀薄 

相 CT 《0. 1 K 时大致含 6 . 5%的 3 He )， 较轻的 3 He 液体浮在稀薄相的上面 , 3 He 原子可以 

越过分 界面. 超流体 4 He 的激发可以忽略不计，而稀薄相的热力学行为可以当作一个粒 

子数密度为 n d ，有效质量为 m * 的理想简并费米气来处理（由于 4 He 的存在， m * 比 3 He 的 

核质量 m 3 要大，实际上〜 2. Am ,). 浓缩相可以当作粒子密度为〜，粒子质量为 m 3 的 
理想简并费米气来处理 

(1) 计算两相的费米 能量； 

(2) 通过简单的物理讨论，估计低温下浓缩相的比热容,^(7%7>,)，比热容的表达式 

要清楚地表明 G 对 T 和 T Ff 的依赖关系，其中 7 V r 为浓缩相的费米温度，与： T 和 7 V 无关 
的常数可以不 确定； 

(3) 需要多少热量才能把各个相分别从 ： T = 0 K 加热到: T ? 

U ) 假设图 9 . 9 的容器接上一个泵，这样浓缩相的 3 He 以每秒 TV , 个原子的速率进入 
稀薄相，对给定的温度: T ， 这系统要吸收多大功率？ 


奢 


麟相 3 He 


稀薄相 3 He 
(在超流体 4 He 中) 


图 9. 9 


3/2 


8 tt 2me F 


(1) 因为 


h 
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故有 


h 2 { 3n 


£fc 2m 3 \ 8n 


2/3 


h 2 \ 3n d 


〜 2 m * \ 8丌 


(2) 对于低温简并费米气，只有能量在 ( e F —々 D 〜 ( e F + ^ T ) 范围内的粒子对比热容 
有贡献，有效粒子数密度 


kT 


n e ii = n 


e F 


故 


T 


T 


式中， a 是一个比例常数 

(3) 升温所需的热量为 




Qc = I c v dT = 


vdT = C ~ r - 

Fd 


Qd = 


(4) 先求低温下的熵(每个粒子) 


T 


7 f；dT = A —(A 为常数) 


S(T) = 


T 


T f 


吸收的功率转化为相变潜热，因此 




A 


W = N s (SAT) - S C (T))T = N S T 2 




d 


四、天体中的理想费米气体 


9 . 55 白矮星中心的温度为: T 〜10 7 K ， 可以把它看作是含有 W 个电子和 N /2 个氦 

核的系统.白矮星的费米温度 7 V 〜 10 9 K , 因此其电子气体是高度简并的，可以把它看作 

是温度为绝对零度的理想费米 气体. 白矮星的存在是气体的简并压力与自引力达到暂态 

平衡的 结果. 如果这个气体是极端相对论的,则存在一个临界质量 M 。， 当白矮星的质量 
M 大于临界质量时，它将坍缩. 

(1) 试求电子气体的态密度 D ( e )， 费米能量卸，内能 f ； 及简并压强 

(2) 试导出临界质量的表达式.忽略辐射 

解 （1) 在极端相对论性气体中，电子的能量 e 与动量 f 的关系为 e = cp , c 为光速 
在能量 e 与 e + de 之间，电子状态数为 

D ( e ) de = 

强简并电子气体的费米能量 e F = ^^( r ^ OK )=£ 0 ,£ o 为电子在温度 T 〜 0 K 时的最大能 

量.由式 （1) 及方程 




8 nVp z dp — S ^ Ve 2 

h s c 3 


de 


( 1 ) 


A 3 
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D ( e)de = N 


( 2 ) 


可得，极端相对论性强简并电子气体的费米能量为 


3 N \ h 


(3) 


8 nV 


由式 （1) 和（3)，电子气体的内能为 


1/3 


3 A ^ 


U = eD ( e)de =子 iVe F = +hcN 


(4) 


8 nV 


4 


4 


由式 (4)， 极端相对论性强简并电子气体的压强户为 

U N 
3 V ~ AV 

(2) 气体的简并压力与自引力达到暂态平衡的条件，是当星体半径绝热改变 di ? 时, 
气体内能的改变量与引力势能的改变量之和等 于零： 


he ^3_ 

4 ( 8 丌 


N 


(5) 


P 


V 


GM 2 


p * AnR 2 dR 十 


^dR^O 

式中， M 与/?分别为星体的质量和半径, G 是万有引力常数,〃是量级为1的数值因子，取 
决于星体密度的分布情况.由式 （6) 可得星体内的气体压强为 


( 6 ) 


GM 2 


(7) 


P ^ TZ 

I 

又 A / 〜 Wm He /2 〜 2 A ^ m p ， m H 3 %分别是氦原子的质童与质子的质量.这样，由式 （5) 与 
(7) 可得，临界质量 M 为 


4 宂 R 


She 


3 


M c = 


( 8 ) 


64 丌 2olG 


在极端相对论情形下，仅当星体具有质量 A /。 时，电子气体的简并压力与自引力能够达到 
平衡.如果星体的质量小于，电子气体的简并压力大于自引力，星体将膨涨而降低电 
子的动能，使大多数电子变成非相对论的.如果星体的质量大于 M 。， 电子气体的简并压 
力不足以抗衡自引力，星体将坍缩，直至星体的密度变得很高而产生新的过程 

如果粒子数密度足够大，中微子星可以被看作是相对论性强简并费米气体.此题的 
讨论与结果，可用于中微子星 

如果粒子数密度足够大，中微子星可以作相对论性强简并费米气体处理.试 
导出连接星体质量与半径的平衡条件 

见题 9. 55. 

白矮星是由温度远小于费米温度的强简并电子气组成的.只要电子是非相对 
论的，该体系就能抵抗引力塌缩而保持稳定 

(1) 当费米动量为^时，求电子数 密度； 

(2) 在此条件下求电子气的压力 


_ 


_ 




* 


_ 




2V 


( 1 ) 


= 


d /> 


h 


沪 F 


iV_ 85 ( ^f| 

v = Y\Ti 


故 
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当时， 

(2) 强简并费米气(零价近似下)的能量为 


32 


一 3 


5. 8 X 10 


m 




E 


N/Jt 




0 


压强为 


2 E 


A 


= 9. 4 X 10 16 N/m 


9.58 白矮星是由电子的简并压力支持着的恒星.作为一个简化模型，我们考虑一 
个由电子和完全电离的硅 ( Si 28 ) 离子组成的，有均匀密度的理想气体球(注意，均匀密度是 
和流体静平衡矛盾的，因为这样一来压力也要处处相等；另外，理想气体的假设也不可 
靠.然而此模型的诸种缺点，对我们所考虑的问题并不重要）•令表示硅离子数密度， 
= 14 n , •表示电子数密度(硅的原子序数为 14). 

(1) 求电子的平均动能良和电子数 密度〜 之间的关系.设电子数密度大到使电子 
是极端相对论的，即电子的静能和总能相比可以 忽略； 

(2) 如果气体静质量密度为户 =10 9 g / cm 3 , 求 E e ( 用 MeV 表示），并求白矮星中心部 

分硅离子的平均能量设 r = io 8 K ， 离子气可以用麦克斯韦-玻尔兹曼统计来处理.由 
此检验 E e »£, ； 

(3) 如果 M 为恒星质量，为其半径，则引力势能为 


= —n/^ 0 = —n 


n 


3GM 


Uq — 


5 R 


在内能主要是极端相对论电子的运动动能的情况下，由位力定理有，内能近似等于引力势 

设电子质量对恒星质量的贡献可以忽略，证明恒星（白矮星）质量可以用基本物理常 
数来表示，给出其结果并和太阳质量作一比较 ， Mo = 2 X 10 3 ° kg . (可以证明，这是白矮星 
质量上限的近似值 .） 

(1) 利用电子气强简并近似和由电子的量子态密度 


* 


8兀 




e 2 de 


3 


h 


h 


C 




:^ = 3, V 


8丌 


4 


n 


因此 


1/3 


3n 


= he 


Sn 




e 2 de 


e 


1/3 


3 


3n 


o 


五 e = 


=—€f — ~hc 




4 


4 


8 兀 


e 2 de 


o 


(2) 当 p =10 9 g / cm 3 时， 


=14 n , = 3 X 10 32 m -3 = 3 X 10 38 m 


— 3 


n 
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_ 


Ee = 5 X 10 _13 J = 3MeV 


E t - ^rkT = 2 X 10 -15 J = 1. 3 X 10— 2 MeV 


显然， 


E t 《 E e 


(3) 由位力定理有 


1/3 




3 GM 2 


5 R 


注意到 


4 丌 


8 兀 


M^~R 


=^ R 3 n 


T^nti 


m 


3 


14 


1/2 


1/6 


1 15hc 


3n 


R — z — 


8 m p \ nGn 


8k 


得 


he / She 

I28n G^V 2G 

59 (1) 已知太阳质量为 2 X 10 33 g ， 假设太阳主要由氢原子组成，试估计其中的电 


15 


= 8. 5X10 30 kc = 4. 1M 




© 


子数; 


(2) 具有一个太阳质量的白矮星，半径 2 X 10 9 cm , 其内原子完全电离，以 eV 为单位， 

求费米能的数值《， 

(3) 如果上述白矮星的温度为 10 7 K ， 试讨论电子和核子的简 并性； 

(4) 如果一个半径为 10 km 、 具有一个太阳质量的脉冲星含有上述数目的电子，求相 
应的费米能的量级 

(1) 电子数 


* 


M 


© 


N 二 


〜 1.2 X 10 


一 24 


h 67 X 10 


(2) 电子费米能 


2/3 


h 2 ( 3N 

2m e S^V 


2/3 


h 


<e> _ 


E 


々 4 X 10 4 eV 


2m e \ 32 丌 2 R 


核子的费米能 


跋） = 2 卜彘拉〜 22eV 

£F e) AB = 4 X 10 8 K >10 7 K 

£F n) /^B = 2 X 10 5 K <10 7 K 

所以在白矮星中电子是强简并的而核子是弱简并的 

(4) 脉冲星中电子的费米能 


(3) 




R 


£f° = 4 X 10 6 故） = 1. 6 X 10 5 MeV 

在粒子数密度多大时，自由电子气的电子动能才能使如下反应发生 


E f 


R f 


sri 
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# 


质子+电子+ 0. 8 MeV ^ 中子 

考虑 r = oK 的情况，并由此估计中子星的密度下限 

解： t = ok 时，电子气的费米能量与数密度有如下 关系: 


_ 


8丌 2 we F 


h 


反应发生条件为 e F >0. 8 MeV . 故 


36 


-3 


min = 3. 24 X 10 


III] 


中子星密度下限 


= 5. 4 X 10 9 kg / m 3 

9 . 61 假定一中子星是一团具有球对称平衡结构的髙度简并的非相对论中子气体 

它们由一个处在其中心、质量为 A /、 半径为 r 。 的重物的吸引力而聚在一起.忽略中子间 
的一切相互作用•对 r > r Q ， 作为 r 的函数计算出此星的中子密度分布 


^mi 


打 mi 




* 


简并费米气体的密度 iCKX〆 ' 压强声 cc〆 '# 为化学势.因此，声=印 5/3 ,式中， 


是一个比例常数 




当气体膨胀使球体半径增加 dr 时，气体克服引力做功 47 rr 2 /> dr , 并使气体势能增加 

• Anr 2 pdr / r,a 是量级为1的数值因子， G 是牛顿引力常数， M 是中子星内核的质 
量.由两者相等可得压强 


aGM 


cxGM 


P = —P 


因而，中子星的密度分布为 


3/2 


aGM 1 


p = 


62在宇宙极早期，与々了相比忽略粒子质量和化学势是很好的近似 




(1) 写出在这些条件下，处于热平衡的无相互作用费米气体的平均粒子数密度和能 
密度(不必计算数量级为1的无量纲积 分）； 

(2) 若气体准静态绝热膨胀，平均粒子数密度和能密度如何依赖于体系的 尺度？ 在以 
下的 （3) 和 (4) 中，假 设了〜 10 U K 时，费米子主要是电子和正电子； 

⑶ 在中做的假设，即粒子无相互作用，有无道理？为什么？[提 示: 库仑作用能的 
平均值是多少？正电子电荷量 =1. 6X 10 ， 玻尔兹曼常量^ — 1 * 38X10 


一 16 


K - 1 ]； 

( 4 )若电子-正电子气体的作用截面具有典型的汤姆孙反应截面量级 -riarn 

电子半径 r D = 2. 8X10 

10 4 s _1 ， 假设气体保持在热平衡是否合理？为什么？ 


erg 


〜13 


) ，估计粒子间碰撞的平均自由 时间. 如果 (2) 中的膨胀率& 


cm 


(1) 根据近似条件，有粒子能量々: r 〜0,因此 


V 


N = 




平 均粒子数密度 


x 2 dx 


JL kT 

2^ z \ he 
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参 


平均能密度 


x z dx 
e " + 1 


1 kT 


kT 


P = 




2 tt 2 \ nc 


(2) 准静态绝热膨胀过程满足方程 /> dy . 忽略质量，可知压力 p = f P (类 
似于光子），因此有 


dp/p =- ~dV/V 


— 4/3 


p ccV 

由此还可得: rcxr " 3 , 故粒子数密度 ncc !/" 1 . 

(3) 粒子间的平均间隔 reef 1/3 ,库仑相互作用与粒子动能之比为 


eV /3 


e 


cc e 2 /Tic ^ 


― : — cc - 

kT kT 


137 


即相互作用远小于动能，说明 （1) 中的假设合理. 

(4) 平均自由时间内(細 r T ) _1 ， 其中平均速率 


1/2 


kT 


v ^ 


m 


e 


因此 


- 1/2 


(kT\~ 3 ^(kT\ 

[nc' ax I mj 

可见粒子的乎均自由时间与膨胀的时间尺度 io _ 4 s 相比为 o . 粒子间这种快速频繁的碰 
撞，可以保持体系热平衡/ 


23 


免10 




s 



第十章玻色-爱因斯坦统计 


理想玻色气体的玻色-爱因斯坦分布 




、 


一玻色气体有 W 个粒子，每个粒子有两个能级，能量分别为0与 e ; 简 
并度分别 为&与 试确定低能级占有数为高能级占有数两倍时的温度: T . 

已知 M 与爪分别为低能级占有数与髙能级占有数，则 N '+ Nd 这样，由 


A ^ = 2 iV 2 ，我们有 


N, = 2N/3 

N 2 = N /3 

设 kgM 分别为能级：的能量、简并度及占有数，则玻色气体的最概然分布为 


( 1 ) 


( 2 ) 


gi 


N t = 


(3) 


exp [/?(£,— 户 ）] — 1 


式中利用式 (1) 和 （3)， 我们可得 


2N 


gi 


N } — 


(4) 


exp (— ju/kT) — 1 


由式 (4) 可得 


奶 如謗) 


(5) 


M 






利用式 (2) 和（3)，我们可得 


N 


gi 


N 


( 6 ) 


3 exp[(e — 户 ）/ 是 T] — 1 


由式 （6) 有 


3^2 


kTlnl 1 + 


(7) 


£ 


— M 




N 


由式 (5) 和 （7)， 我们得到所求温度为 


e 


T = 


( 8 ) 


是 ln[(2^V + 6gz) / (2N + 3 《 i)] 

证明非相对论玻色气体的压强/> = 2«/3,极端相对论玻色气体的压强/ > = «/3, 
式中 W = f // V 为内能密度. 

证按周期性边界条件，对粒子的德布罗意波，波矢量的 r 分量 t = 27 T W ; r / L ， 动量的 
分量/^ =敁， / mJL , 式中 L 是容器的边长，量子数〜= 0，±1，土 2,." •气体体积7 = 


10 . 2 


x 


L 


(1) 已知分别为粒子能级/的能量、动量及占有数,对非相对论粒子，粒子 


能量为 
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Pf 


-2/3 


( 1 ) 


= a,V 


e i = 


2 m 


式中 ，Z = w 〖 + 4 + n 〗， a ，= ZA 2 /2 m 与 V 无关.利用式 (1) ，我们可得气体压强为 


2 U 2 


de t 


S 乃 


( 2 ) 


P =— 


—U 


3 V 3 V 


(2) 对极端相对论性粒子，粒子能量为 


-1/3 


^ = cpi = by 


(3) 


式中， / = ni + w 〖 + n〗，c 是光速，& = c/i V ^ T 与 V 无关, 令 M 为能级/的占有数,利用式 
(3)，我们可得气体压强为 


d£i U 

W = W 

本题的结果适用于所有理想气体，包括玻尔兹曼气体、费米气体、玻色气体 

10.3 证明玻色气体的熵 S 可表示为 

乂 一（1 + /*) ln(l + /)] 


p =- 2乃 


(4) 


—u 




S =— 

式中， /,• 为单粒子态 i 上的占有数. 

证 证法一 ：已知 ~和/,分别为单粒子量子态_；•的能量及占有数， z ?= iA ： r ，: r 和 
分别为气体的温度与化学势 M 是玻尔兹曼常量,玻色气体的最概然分布为 


P- 


/, 


( 1 ) 




exp [/9(e)— 卢 ）]—1 


由式 (1) 可得 


f 


exp[/?(e > — 户 ）] 

是了 [ln(l + fj) — In/y] 


( 2 ) 




/, 


(3) 




—— JU 




由式(1)，玻色气体的粒子数为 


2, 


N = 


(4) 


f exp[/?(e)— 户 )] — 1 


玻色气体的内能为 






(5) 


exp[/?(€, — ^)] - 1 

利用关系式 # = > m n s ， 式中, S 是巨配分 函数; 对玻色气体， lnS =- I ^ l n {l 

/?(£ 厂 //)]} ，因而，巨势《/=—户 y 为 

J = kT^\n{l 

mS =( U - Nju ~ J )/ T . 由式 (2) 〜 (6) 可得，玻色气体的熵为 

— (1 + /,)ln(l + /,)] 

证法二 ：令 &、&、凡分别为单粒子 能级/ 的能量、简并度及占有数.对给定的分布 
U ， a ， a ^}， 计及粒子的全同性，玻色气体的微观状态数为 

(gi + — 1 ) I 

I 

^il • (gi — 1) ! 


exp [— 




P [—戸 (勺一 / O ]} 


( 6 ) 


ex 




S 


(7) 






n , 


w = 


( 8 ) 
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# 


按照熵的玻尔兹曼公式利用式(8)，费米气体的熵为 

S = k y ! , [ ln ( g , + N { 

假定 &》 l ， iV ,：» l ， 可以用 Stirling 近似公式，则式 （9) 可化为 

S = — k 2 [ (M Igi ) In ( Ni / gi ) — (1 + Ni/gi)\n{\ + M/ 发 ,)] 

式中， /; = iVy / 心是单粒子态 ） 上的占有数•当 / y 《 l 时，式 (10) 化为 

S — 

在熵的表达式 (11) 中，计及了粒子的全同性. 

10.4 试对非相对论性无自旋理想玻色气体 .• 

(1) 给出粒子能量在 e 和 e + de 间的粒子数； 

(2) 证明在 d 》 A 的极限下，玻色-爱因斯坦分布与麦克斯韦-玻尔兹曼分布相同，这里 
d 为粒子间的平均距离， A 为粒子热运动的德布罗意 波长； 

(3) 假定求粒子的平均能量，要求准确到一阶修正量.已知 r 函数 

Mo ：, r ( w ) — {n — i ) r (” 一 l ) 


— 1)! — InTV, ! — In ( 茗 ,. 一 1)!] 


(9) 


(10) 


(1 + fj)\n{\ + y>)j 








( 11 ) 


T(n )= 


e ^x r 


j 


o 


r(i/2)= 

( i ) 自旋量子数为 & 的粒子的能态密度为 

D(e) = (2tn) 3/2 g s 

式中， ^ = h + l 为自旋简并度•若 s = 0, 则& =1 利用式 (1) 和 玻色〜 爱因斯坦分布，我们 
可得粒子能量在 e 和 e+de 间的粒子数为 


； r(i) = 1 


A/ 7C , 


( 1 ) 


2丌 


£ 


3/2 


N{e)de = 7lV(2m) 


de 


( 2 ) 


g 


exp[(£ — ju)/kT^\ — 1 

(2) 在非简并条件下, exp (/ VA ： T )《 l ， 玻色-爱因斯坦分布化为麦克斯韦-玻尔兹曼分 
布.由式 (2) 可得 


S 


h 




JL 


N = N (£)ds = 


(3) 


^ exp { kT 

式中 , A=^/V 2 nmkT 为粒子热运动的德布罗意波长.由式 (3) 可得 

(^/A) 3 ^exp(^AD = 1 

式中, rftOVAOW 为粒子间的平均 距离. 气体的非简并条件是气体逸度 exp (// A ： r)《l 
由式 (4) ，气体的非简并条件可表示为 


0 


(4) 


(3) 利用式(4)，在弱简并条件 exp (^/々： T )< l 下，我们可得 

pt — € 


(5) 


U — £ 


1 + exp 


= exp 


exp[(e — ^t)/kT2 — 1 


kT 


kT 


( 6 ) 


W- 忐 l+H 吾 ) 3 卿 (- 菩 )- 




g 


S 
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由式 ( 2 ) 与 （ 6 ) 可得，弱简并玻色气体分子的平均能量为 


A 


eN ( e)dB = -^NkT 1 - 


(7) 


8 = 




4 a 及 

非简并玻色气体的气体逸度: y =( n / g ) • (/ i 2 /27 tm 奸) 3/2 《1,式中 n = iV / V 为 
气体粒子数密度,饥为粒子的质量， g 是与“内部结构” (例如自旋) 相关的权重因子或简 

并度 • 对弱简并玻色气体，气体逸度 A = exp (^//)= exp ( — a)<l ，式中 
7’ 和^分别为气体的温度与化学势.我们可令 


N 


0 


10 




a 




A = a x y + a 2 y 2 + a z y z + 


* * 攀 


试求展开系数 


求弱简并玻色气体的化学势及巨配分函数. 

令心和幻分别为单粒子能级/的能量和简并度，则理想玻色气体的巨配分函数 


\ d 2 、⑴ 


傘 


的对数为 


— A exp (—批）] 

式中，气体逸度 A = exp (/?^)= exp ( — a ) ， 单粒子态密度 ZKe ) 为 

(2m) 3/2 gV 

为粒子的质量•是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度， F 为气体体 
积.在弱简并条件下 , A <0 ,x = Aexp ( — /?£><1. 利用 

ln(l — x) 


lnS 


D ( e ) ln[l — Aexp ( — /? e)]de (1) 








0 


2 丌 


D(£) 


( 2 ) 




h 


m 


\ r ^ 00 

2^i i=i 






可把式 a ) 改写为 


A / 


N 


sr \ 00 

2 ^i 1^=1 ^5/2 


InE =- 


(3) 


: V 


式中 d 是非简并玻色气体的气体逸度 


3/2 


h 2 


n 


(4) 


^ = ~ 


2^tnkT 


g 


- N / V 为气体粒子数密度，利用式 ( 3 ) ，气体粒子数为 


n 


Ana 


3 inS 


k l 


N 


sr \ 00 

Zji^I p/2 


N = — 


(5) 


dk 


da 


y 




… V 


由式 (5) 可得 


X 1 


= V TO 

jCj / =1 


( 6 ) 




3/2 


令 


A== S 

把式 ( 7 ) 代入式( 6 )，由等式两边 3 ； 的同次幂的系数相等可得 


(7) 




=- 1/2 VT = 

“3 = 1/4 — 1/3 

由式（ 7 )和（ 8 )，可得弱简并玻色气体的化学势为 


- 0 . 3536 


a 


0 . 05755 


( 8 ) 
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/I shrink = kTdny - 0. 3536^ - 4- 950 X 10~ 3 /) 

把式 (7) 和 （8) 代入式 （3), 可得弱简并玻色气体的巨配分函数为 


(9) 


y 2 十 


( 10 ) 


E = exp 


Nil — 


• • • 


VT ' 9^/3" 

巨配分函数比配分函数容易处理，这使它有了重要的应用价值，在量子统计效应或粒子间 
的相互作用有重要影响时，利用巨配分函数特别有效.利用巨配分函数讨论理想费米气体 
和理想玻色气体的量子统计效应，就是重要的实例. 

10.6 已知弱简并玻色气体的巨配分函数为 


y 2 + 


B = exp TV 1 — 




4 vT 

式中，: y = («/ g ) • ( A 2 /2 rrm ^ r ) 3/2 是非简并玻色气体的气体逸度 ，w = iV / V 为气体粒子数 

密度， m 为粒子的质量， g 是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度.弱简并 
玻色气体的化学势为 


JU = kT\nX = kTdny - 0. 3536^ - 4. 950 X 10 -3 /) 

式中，了为气体温度.试用温度 T ，粒子数 N 及非简并玻色气体的气体逸度^给出弱简 
并玻色气体的内能 f /、 压强户、熵&自由能 F 及焓 H . 

解已知弱简并玻色气体的巨配分函数的对数为 


InS = N 1 - 


+ 


( 1 ) 


:V 


• * • 


4 ' 9 

式中，(„/发） •（ A 2 /2 tcwA 7") 3/2 是非简并玻色气体的气体逸度， 《 = 为气体粒子数 

密度， m 为粒子的质量，&是与“内部结构”(例如自旋)相关的权重因子或简并度.关系式 
户7=々: TlnH 是统计力学与热力学间的重要桥梁或纽带.利用这个式子，由式（1)，弱简并 
玻色气体的压强为 


8 


P = nkT {\ - 0. 1768> — 3. 300 X I 0~ 3 y 2 ) 


( 2 ) 


式 (2) 是弱简并玻色气体的物态方程. 

非相对论理想气体内能 U = 3 pV /2. 由式 (2) 可得，弱简并玻色气体的内能为 


U = ^NkTa - 0. 1768^ - 3. 300 X 10_ y ) 


(3) 


经典理想气体的内能= 3 NkT /2 Ad U / dn ) 

用势能 • 因为，由式 (3), 我们可得 ( afZ / a ^ A ^ co ; 这意味种理想玻色气体具有“引力 
势能”，玻色气体的粒子间有“吸引力”.这是一种“宏观量子效应”. 

又，已知弱简并玻色气体的化学势为 


0;这表示经典理想气体内没有相互作 




N f T 


kT(\ny - 0. 3536y - 4. 950 X 10~ 3 /) 

mS = ( pV - Nju + U )/ T . 由式 (2) 〜 (4) 可得，弱简并玻色气体的熵为 

S = NkiZ. 5 — lny — 8, 839 X 10~ 2 ^ - 3. 300 X l(T 3 y) 

自由能 F=U—TS. 由式 (3) 与 (5) 可得,弱简并玻色气体的自由能为 

NkT(A — In) + 0, 177^ + 1. 650 X 10~V) 

非相对论理想气体的焓 H=U + pV = hpV/2. 利用式 (2) 可得，弱简并玻色气体的焓为 


(4) 






(5) 


F 


( 6 ) 
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H = ~^NkT(l - 0- 1768^ - 3. 300 X 10—y) 


(7) 


10-7 一容器内有强简并玻色气体，容器外为真空.在容器一壁上开有一小孔.小孔 
面积为乂，小孔直径远远小于气体分子的平均自由程.试求在单位时间内从小孔逸出的分 


子数 


解 粒子动能为 e = mx ； V 2, 式中 m 和 z ; 分别为粒子质量与速度 f 粒子自旋简并度为 
= 2 s + l ， s 为自旋量子数.按玻色-爱因斯坦分布，在单粒子态 ? 上的占有数为 


g 


/(^) = 


( 1 ) 


exp — A )] — 1 

式中，#=1/々: T ， T 和//分别为气体的温度与化 学势; 对强简并玻色气体， p & o . 因为小孔 
直径远远小于气体分子的平均自由程，孔径很小，可以认为过程是准静态的，气体始终处 
于平衡态•这样，由式(1)，在单位时间内从小孔逸出的分子数为 


I >37 \ 3 poo poo 广 

A ^ v x dv x j dv y 


dN 


2kT 


xdx 

exp ( x ) — 1 




fdv z = 


A 


I % 


^rgs 


h 


( 2 ) 


mg s 


A{nkT) 


3 h 


式中 » jc = /?e = mv 2 / 2kT 


a ) 解释玻尔兹曼统计、费米统计和玻色统计，特别是它们之间的差别.它们 
同全同粒子不可分辨性有什么联系？ 

(2) 为什么在髙温极限下，上述三种类型的统计之间的差别变得不 重要？ 多高的温度 
才行？不要只是引用公式. 

( 3 ) 对于散布在二维平面上的中子集合，温度在什么范围内必须用量子统计？设单位 
面积上的中子数为 10 12 / cm 2 量级. 

(1) 玻尔兹曼统计*对定域系，粒子是可分辨的，每一个单粒子量子态上所能容 
纳的粒子数不受限制.能级 e , 上的平均粒子数为 


10 . 


批 I 


一 o 一 


at = oj/6 


其中，如/ 为第 I 能级的简并度，“=一/?户，/?=1/ 々: T , 

费米统计•对于费米子组成的非定域体系，粒子不可分辨，满足泡利不相容原理，能级 
&上的平均粒子数为 


⑽I 


a t = 


破色统计.对于玻色子组成的非定域体系，粒子不可分辨，每一个单粒子量子态上所 
能容纳的粒子数不受限制，能级&上的平均粒子数为 


⑷I 


ai = 




-1 


e 


(2) 由⑴的结果可知，当 e tt 》 l ， 即 e ^《 l 时， 


⑴I 


一 CE— 卢 ~ 


^ a) £ e 


+化士 1 


费米统计和玻色统计过渡到玻尔兹曼统计，三者之间的差别消失.由 
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崇 


3/2 


h 2 


e 


2 nmkT 


_ _ j^2/3 L 

为粒子数密度.可知，当 7»| r ^时，上述条件 满足. 所以，在髙温低密度极限下，三种 


统计的差别变得不重要.在物理上可做如下理 解：当 e » l 时，显然有&《1，任一量子态 

上的平均粒子数远小于 1. 这是因为在高温低密度下，可供粒子占据的微观状态数目很 
大，远远超过粒子总数.这样，二个粒子同处在一个量子态的概率是很小的，泡利不相容原 
理自动满足，使费米子和玻色子统计性质的差别消失. 

(3) 用量子统计处理二维体系的必要性，体现为两点：一个是粒子的不可分辨及泡利 
不相容原理，这要求 e- a = 71 


h 2 


不是远小于 1( 简并）；另一个是能级量子化，这要求 


Z^ntkT 

能级间隔 A £ 不是远小于(能级离散). 

对于二维中子体系，由得 


k 2 


AE 


^ 1 


kT 2 mkTL 2 

L 为体系尺度•取则 T 〜 1( T 13 K . 所以一般温度下能级都是准连续的.因此用量 
子统计的必要性主要由强简并条件 


h 2 


^ 1 


6 = n 


2^mkT 

决定•将各量数值代入，计算得: rsio - 2 K 时，必须用量子统计. 

10.9 考虑由近独立无自旋玻色子组成的量子气体，每个粒子质量为 m ， 并可在体积 
F 中自由运动， 

(1) 在低温范围内，求能量和比热，并讨论为什么可以把化学势当作0; 

(2) 讨论光子的情况，证明能量正比于了 4 . 

(1) 玻色分布为 


，要求 AO , 一般地 


(€^fl)/kT 


-1 


e 


-i ^ (2m)3/z 

若粒子基态能量为0,则 p <0. 当: r 减小时，化学势 p 增加，一直到//&0,有 


JV = 


(e-^y/jtr 


e 


f ?(2 m ) 3/2 de 


N = 


t/kT 


— 1 h z 


e 


若湿度再低，概发生玻色凝聚，这时故玻色系统在极低温度下可以认为^=0.这种 

非凝聚态气体的粒子数是不守恒的.能量密度 W 和比热容 C 由下式 求得： 

__ 1 | y (2 m ) 3/2 VTde = |f (2 m ) 3/2 aT) 5/2 f 

2mkT 


3/2 


e 


x 


dj ： 


u — 


£/kT 


e 


e x ~ 1 


3/2 


3/2 


c =5 兀々 


dx 


h 2 


e x - 1 


(2) 对光子，不论什么温度下均有 ju =0. 这时态密度为#，能量密度 


H(o 


x z dx 
「一 1 


n kT 


d 仞 = 士 


7 T 2 C 3 


ft<o/kT 


k 2 c 3 \ 7 i 


— 1 


e 


o e 
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_ 


故 


uCcT 


10 . 10 (1) 坐标和动量空间的约化密度矩阵是什么？ 

(2) 令^(内,/^)表示动量空间的约化密度矩阵，证 明：若 4为对角的，即 HPl . Pz ) 
/( 巧）那么坐标空间的密度矩阵的对角元素为常数. 

(1) 约化密度矩阵为密度算符 ^(0 在正交完备的单粒子态表象中的矩阵表示. 
密度算符 /3 U ) 由下式 定义# 




，任一算符 o 的期望值为 


tr[exp(— 片 ）] 

<0> = tr[0^(0] 


由坐标空间的单粒子态的一组正交完备基为 { k >}， 可得坐标约化密度矩阵〈 〆 \ p (0\ r ). 
同样，动量空间约化密度矩阵为为动量空间的单态正交完备基. 

2 〈厂’ \ p r y < p f \ p(o \ p )( p \ r )= 2 


(2)< 〆 \ p ( t )\ r ) 




〜， p ) 7 ^ e 


P 


—ir • p 




T / e t ( r '- r ) ' p f ( p ) d p 

P^P V p 

S /(/0, 显然为常数 • 


P J P 


P 


(〆 — r) • p 


V 


对角元 〈r I〆 /) | r > 

10. 11 (1) 利用量子统计力学确定 r 表象的单粒子密度矩阵，其中 /• 为粒子的位置 






V 


P 


矢量; 


f < w ， 

的热平均粒子数.当温度: T 由 T > T C 过渡到 T < T C 时，讨论 
1\ 为玻色一爱因斯坦凝聚温度.在 

大如何接近零的吗？ 

(1) 单粒子哈密顿量 H = /> 2 /2 m ， 它的能量本征态为|£>.在能量表象中的密度 

换到坐标表象中. 

< r \ p \ r ') = J ]( r \ E )( E \ e ~ H / k ' B T \ E f )( E f \ r f ) = 刃铃 ( r ) e ~ ⑽❿此铋（ 〆 ） 

=柃 ( r ) e — O ’） 

E 

单粒子定态波函数件 ( r ) = + e lW ，五 =； r 2 々 V 2 m ， 故 

w V 

<rlP\r f )=^Z 

k 

式中， 々 B 是玻尔兹曼常量. 

(2) 对自由玻色子有<7^> = |>(& 2/2 

/?i(r) 一 /* B r — jj-i 

V k 


(2) TV 个全同的自由玻色子的系统，令内 ( r ) 


其中，〈爪〉为动量态灸 

时内 ( r ) 的渐近行为, 
时， limA ( r ) 趋于0的情况下,你能描述它随 r 增 




V 


r—^oo 


r^^oo 


矩阵为 p ( E ) = 


-E/kT 


e 


* 


3/2 


mk B T 


(r — r *) — /2mk^T 


i ** Cr — r r ) —方 A 


/2mk^T _ 


— 2mk^T ( r — 〆 ） 2 /TT 2 


e 


e 


(2k) 


2 碗 2 




—1] 一 1 ，故 


m 


d 3 A:e i * ，r [e c ^ 2/2m& ^ )M B r — jj-i 


3 


(2兀） 




d 々 • 々 sin 々 r[e(^ 2/2wi -")〜 r — i] - i 

在 r 由 T > T \ 过渡到 T < T C 的过程中 ”0,故 

A (厂） 




(2tt) 


0 


fk 1 Itmk 


d 走是 sin 々 r[ 


7 


1 ~〜 1 


B 


e 




(2 tt ) 


0 
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虽然 sin ^ r 交替出现正负值，但被积函数的分 母随々 增大不断增大，使积分为有限正 

，内 （ r ) 趋于0•过渡阶段的巧 ( r )， 当 


值，因此 


时可作如下近似计算 


2 mk B T c 


dxxsinx[^e n2j：2/2mk ^ T 


sinx 


— 1] — 1 


Pi(r ) 々 


d ^: 




n 2 


(2 n ) 


(2 丌) 


Amk E T c 

(2 j n) 2 7i 2 r 


mk h T Q 1 


sinx 


dx 


2 nH 


二、黑体辐射——光子气体 


10.12 按照斯特藩-玻尔兹曼定律，黑体辐射的能量 五与: r 成正比，式中 n = 4.今 
用 r 维黑体代替普通的三维黑体, r * 为正整数.试导出其能量温度关系中的幂指数 

光子的能量为 e =7 tw ， co 为角频率.光子气体的化学势 
布，在能量为 e 的一个量子态上的光子数为 


0. 按玻色-爱因斯坦分 






( 1 ) 


exp ( e /^ T ) — 1 

假定光辐射由边长为 a 的 r 维立方体中的驻波构成，则场矢量具有如下空间变化 

JX: =1 sin(A,*r,) = XI: 


rtiXi^K 


( 2 ) 


sin 


式中， 


2 t r =1 ^ ? = ^/ c 2 

ki ^ run / a 为波矢量的分量，为0或正整数, c 为光速.在 r 维参数空间中，坐标为 

…，〜的一个点确定一个振 动模. 考察一个以坐标原点为球心，半径在 R 与 R + di ? 间的 
球壳.由式(3)，球面半径为 


(3) 


n lf n 2 9 




R = 


(4) 


球壳体积为 


dO = AR r ^ l dR — A — a /~ l d(o 


(5) 


CK 


式中，乂为一个比例常数 .当& 

方式 • 因此，角频率在 W 与 < o + d < o 间的光子的状态数是2 1 - r da r 维光子气体或黑体辐射 
的能量为 


,时，不产生新振动模;并且，每个振动模有两种偏振 


Ttco 


dx 


2m 2A\ 4 - w 出 


u = 


( 6 ) 


o exp (7 ia )/ kT ) — 1 

由式 ( 6 ) ，在 r 维黑体的能量-温度关系中，幂指数 « = r + l . 

10 . 13 太阳表面温度 r s = 5500 K , 太阳半径地球 半径尺 = 6. 37 X 

10 3 km ， 太阳和地球的平均距离 L =1.5 X 10 8 km . 假定地球处在定态，其温度: T e 不随时间 
变化.试估计地球表面的温度. 


ch 


exp(x) — 1 


黑体的总辐射强度/为 
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_ 


/( T ) 


/( A , T)dA = aT 4 


( 1 ) 




式中, cr = W /60 fc 2 是斯特藩常数_假设地球能全部吸收从太阳射来的辐射能_地球处在 
定态，因而从太阳到达地球的能量等于从地球向外福射的 能量： 


inR 2 s * aTi 


itRl = aTi ♦ 4 k /? 


( 2 ) 


AnL 


由式 (2) 可得 


R 


T e = 


T s = 266 K =- 7 V 


(3) 


2 L 


式中，太阳半径尺 = 7 X 10 s km , 太阳和地球的平均距离1=1,5\10 8 1011，太阳表面温度为 

r s = 5500 K . 

10 . 14 如果太阳像一个直径为 10 6 km 、 温度为 6000 K 的黑体，它在波长 3 cm 处的每 
兆周带宽内发射的微波功率是多少？ 

光子的能量为 e = Tia )， w 为角频率;动量 p = e / cyc 为光速.在 ct > 与 o >+ daj 间，光子 


的状态数为 


D {< o)dco = p z dp = 




( o 2 dco 


( 1 ) 


h 


光子气体的化学势并且遵守玻色-爱因斯坦 分布. 因此，由式 （1), 在 0) 与 0>+ dai 间 
的辐射能量为 


7iojD(a))doj 


U (a} y T)dco — 


( 2 ) 


exp(7iiK)/kT) — 1 


式中，了是光子气体 的温度 ^是玻氣兹曼常童.光子气体的谱辐射强度为 


Uico . T ) 


(3) 


. 


V 


4 


光子频率 u ^ w /2 n . 利用式 (1) 〜 （3) ，由 i 

K ^ T ) 


2 ^hv 


(4) 




e ^ p ( hu / kT ) — 1 

对太阳辐射，在波长 ^- 3 cm 的微波波段,文=如/打^《1，找0(:^)々1+以式(4)化为 


tTtkTv 


1(0 


(5) 




由式( 5 )，太阳在波长 A -3 cm 的微波波段,在每兆周带宽内发射的微波功率是 

2 nkTv 2 


2 ^kT 


A^Rl ^ /(vjT)A p =4 兀招 


△v = 4 kjR 


Av = 1. 82 X 10 9 W 


( 6 ) 


A 2 


10 . 15 黑体辐射. 

(1) 导出谱辖射强度 /( A ) 与波长 A 的关系； 

(2) 导出谱辐射强度的极大值的位置与温度 T 的 关系； 

(3) 导出总辐射强度/与温度： r 的关系. 

光子的能量为 £= n < o,co 为角 频率; 动量 P = e / c,c 为光速.在 o > 与 w + daj 间，光子 


的状态数为 
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等州= 




D(co)d(o 


—r- n a) 2 da> 


( 1 ) 




h 


7TC 


光子气体的化学势^=0,并且遵守玻色-爱因斯坦分布.因此，由式 （1) ，在与 o >+ 
间的辑射能量为 


fia)D(a))da> 

exp(/itti/^T) — 1 


U(w,T)dco = 


( 2 ) 


式中，: T 是光子气体的温度，々是玻尔兹曼常量. 

(1) 光子气体的谱辐射强度为 


U ( ⑴， T) 


C 




(3) 




y 


4 


令 A 为光子波长，则 w =2 k • c / XAoj =2 it • cdX/X 2 . 利用式 （1) 〜（3)，由 / U ，： T)dA = JO , 
: r ) do >， 我们可得 


2^ hc 2 

A 5 exp(hc/kTX) — 1 

(2) 令 x=XT. 谱辐射强度的极大值的位置与温度了的关系为 

^ max ^ = 


C 


/U ， T) =2?r - 


(4) 


A 2 


(5) 


x 


max 


式中，:^_是如下方程的解 


a 


he 


- 1 


= 0 


( 6 ) 


r exp 


dx 


kx 


式 (6) 的解为 


he 


— 3 


K 


= 2* 898 X 10 


(7) 


x 


m 


max 


4* 965U 

(3) 辐射体单位面积的总发射功率 P 或总辐射强度/为 


/(T) = /(A,T)dA = aT 4 


( 8 ) 


0 


式中，<7= W /6 G ^ 3 c 2 是斯特藩常数. 

求黑体辐射的巨配分函数沒=丑(《，/?，10;求黑体辐射的压强、内能、定容比 
热容，定压比热容、焓、熵及自由能. 

黑体辐射是光子气体.光子气体遵守玻色统计，化学势 M = o . 光子的能量为 
方 co ， w 为角频率;动量 p = tjc ， c 为 光速. 在 W 与 ( t )-\~ du ) 间，光子的状态数为 

8ttV 2j 

~rrP ^P ^ 


10. 16 


€ — 


V 


D{co^)d^o = 




⑴ 


h 


光子气体的巨配分函数的对数为 

— U,l n [l — ex P(— 邱 叫 ）] 

1 ( kT 


InS = 


D(ln[l — exp(— 斯 ⑴）] cUo 






0 


\ 3 


1 kT 


CO 


X 


V : r 2 ln[l — exp (— x)]d 


y 


dx = rVaT 3 F 




x 




Tic 


3 丌 2 \ Jic 


7t 


exp(x) — 1 


3k 


0 


0 


( 2 ) 


式中 ， a = 7 r 4 Vl 5 方 W 关系式 pV = kT\nB 是统计力学与热力学间的重要桥梁或纽带,利 
用这个式子，由式（ 2 )，光子气体的气体压强为 p = a T A /3. 这样，光子气体的内能; 7 = 
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ZpV ^ arV . 光子气体的定容比热容& = (3 f //3 T)v = 4 aT 3 F . 光子气体的等压过程也是 
等温过程，因此光子气体的等压比热容 

4 aTV /3. 由吉布斯函数 G = = H — 7^ = 0,可得光子气体的熵 S = 4 a ： T 3 V /3. 因而，光 

子气体的自由能 F -= f / —： TS =— a r 4 F /3. 

10.17 考虑体积 V 内，温度为： r 的光子气.光子静质量为零，即 6 = pc 

(1) 光子气化学势是多少？为什么？ 

(2) 确定光子数对温度的依赖关系， • 

(3) 能量密度可以写成#= 试确定能量谱密度 〆 0>) ; 

(4) E 对了的依赖关系如何？ 

(1) 光子气化学势为零.因为给定温度和体积时，光子数不守恒,没有由光子数 
恒定而引入的待定参数《=— Aw . 由《=0,得户 =0. 

(2) 在动量户与 p + dp 间的状态数为即 ia > 2 da ;, 总光子数 


光子气体的焓 H^U + pV^^pV = 


Cn =⑺, 


P 


CO 


v 


e 2 de 


V kT 


OO 


N = 


~'dco = 


oc T 


- (d 

ttV 3 


7iw/kT 


7 T 2 C 3 \ 方 


- 1 


e c - 1 


e 


o 


ikry{$^di 

n 2 c 3 7i s e c —l 




7 ia ) 


OJ 


(3) 光子气体的能量密度 ~ = 


dco — 


7rV 3 e w * T 


F 


— 1 


n 


0) 


故 




1 


(4) 


EozT 


U 


10. 18 (1) 证明光子气体的压强是光子气体的能量是体积; 

(2) 利用热力学基本定律和上述关系，推导光子气能量对温度的依赖关系. 

(]) 因为 e = 所以态密度 


D(e)de = aV 


其中， a 为常数，又 


| J D(e)ln(l 


1 f 

Ina 


勺 de 






— e 


3 


a 


P =1 =— ^-Je 2 ln(l — e - 舁 ) de 


分部积分得 


U 


oo 


£ 


P = ^y\ <^V t 2 


J 产 ^ 

UC - i 、 




3 F 


- 1 


e 


0 


(2) 对于热辐射，有 


uaw) = ucdv 


利用热力学公式 


dU 




= T 


- P 




3 T 


V 


得 
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T du 

J df 


因而 


^ 77 


其中7为常数， 

10 . 19 边长 L 的方匣内部是空的，其壁保持在绝对温度： T 并与内部的电磁场辐射 
处于热平衡. 

(1) 试求⑴与⑴十^⑴频率间隔内的平均电磁能密度，它是频率 w 和温度: T 的函数 

(若以已知的分布函数，如麦克斯韦-玻尔兹曼分布、普朗克分布等为起点，不必推导所用 
的函 数）； 


(2) 求出总电磁能密度对温度的依赖关系（提 示：回 答本题可不作 （1) 中结果的积 


分) 


(1) 在动量户与 p ^ dp 间隔内平均电磁能 d £： p 为 


7 


4 兀 /> d pKd) 


dE 


Tim/kT 


(2丌方) 3 

因子 2 对应着电磁波的两个 偏振， V 二 L 3 . 利用/) = —/£•，可得 W 与 W + do ； 频率间隔内的 
平均电磁能 d £ w ， 


-1 


e 


VTi a/dw 

' ro 


dE ^ = 


— 1 


相应的能密度为 


Ti oj z dco 

O »T 


dw 


— i 


(2) 总电磁能密度 


x 3 dx 


(kTY 

n 2 (fic) 


du 


- 1 


e 


可知 , wa 7’ 4 . 

10.20 经典物理对黑体辐射的讨论是失败的，这在历史上曾经 
是一大难题.现在考虑理想黑体的一个简单模型 :一个 边长为 L 的立 
方体空腔，在某一边上有一个小孔（图 10. 1): 

(1) 假设经典的能量均分定理成立，试导出单位体积、单位频率 

间隔内的平均能量(这就是 Rayleigh-Jeans 定律).此结果对实测的偏 

离如何？ 


(2) 利用量子观念重新计算,从而得到与实验相符的结果(普朗克公式）； 

(3) 试求单位时间小孔射出的总能量对温度的依赖关系. 

(1) 对任何三个正整数构成的数组 ( Wl ，〜,《 3 )，空腔中的热平衡电磁场有两个振 

动模式，频率都是以 A ，” 2 , w 3 ) =会 { n \ + nz + n \ Y n . 因此在频率间隔 Av 中共有 

2个模式 • 根据能量按自由度均分定理，所求的能量密度 


2 L 


4 丌 


△V 
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2L 


kT • 


1 dE 1 
L 3 dv ~ L 

当 v 很大时，偏离实验结果. 

(2) 按量子理论，对于频率为 v 的振动，平均能量为 




= 8丌 v 2 々7 Vc 


u 




△V 


^ nhue 


— nhv/kT 


d 


hv 


( ln ^] e "^) 


rt = 0 


hue~ kvfi /(l — e — M )= 






hvp 






e 


itr 


2 


n = 0 


-nkv/kT 


e 


n = 0 


这样 


hv 


8 w 


u 


hvfi 




— 1 


e 


c 


(3) 单位时间内从小孔出射的能量 


&vu v oc T 4 


^ oc 


0 


10.21 体积为 V 的空腔内充满了电磁波，电磁波服从普朗克分布. M ( o >) 为每单位角 

频率内光子的能量为使取极大值的角频率.如果绝热膨胀体积变为 2 F , 求膨胀 
后使 m /( w ) 取极大值的 

因为普朗克分布为 


(Of 


，而光子的态密度为 


noj/kT 


— 1 


e 


D(co}dco = aco 2 d(o 


故使 “(0) 取极值的 co 为 w = y ： T ， 其中 y 为 常数. 另一方面，由 dU = 7 US —/> dv 及 f / 
3 户 V ，得 dS = 0 时 , VV = 常数.因为压强 fi ocT 4 , 故 

VT 3 二常数 


1/3 




=TJ 


T f =T t 


V f 


i 


a>f =£ l > ( 


気氖激光器产生波长为 6328 A 的准单色光，光束功率为 lmW ， 弥散角10 
弧度，带宽 0. 01人.如果面积为 lcm 2 的黑体的热辐射，通过恰当的滤波要形成这样一束 
辐射，问黑体温度是多少？ 

用空窖辐射来计算黑体辐射.在区间 dedn 内空窖里的光子数密度为 


10. 22 


-4 


€ 


—^dedO 


€/kT 






e 


c 


单位时间通过面积 a 射向前方的光子数为 


e 


cA 


dedO 


i/kT 


h 3 c 3 


- 1 


e 


输出的功率为 


2Ae 2 

~ hh ^ 


e 




t/kT 


— 1 


e 


he 


以£=了和 AX 3 


(△仍 2 代入，得 


= 7T 


第十章玻色-爱因斯坦统计 


361 




hc/likT 




其中 


2nAhc 2 AX(M) 


A 5 


故 


he 


rr^ 

^ V 


Ak 


代入已知数据，得 


l^o = 3. 6 X 10~ 9 W, T = 6 X 10 9 K 

io . 23 ( l ) 证明，体积为温度为： r 的光子气，光子数为 Nocv ( kT / ncy ； 
(2) 由此推导光子气定容比热容的定性结果. 

证 （1) 光子气体的态密度为 


V 


e 


n 2 n 3 c 3 


所以，光子数为 


V 


kT 


N = 


ds = aV 


e 




n 2 7 i 3 c 3 


Tic 




e 


其中， 


dx 


e x - 1 


(2) 光子气体的能量 


y 


1 x 3 dx 

兀 2 j 0 y — 1 


kT 


U = 


de = kTV\ y c 




7 t 2 n 3 c 3 


— l 


e 


故比热容 


ocT 


10. 24 众所周知，宇宙中弥漫着 3 K 黑体辐射 ，一 个简单的观点 是:此 辑射由大爆炸 
时期产生的一个较热的光子云的绝热膨胀而形成. 

(1) 为什么膨胀是绝热的而不是等温的？ 

(2) 如果在以后的 10 1 。 年中，宇宙的体积以因子2增加，则此黑体辐射的温度将是多 


少？ 


(3) 以积分形式写出此辐射云的单位体积中所包含的能量，以 J / m 3 为单位估计此结 


果的量级. 


0) 光子云是一个孤立系统，因而其膨胀是绝热的. 


(2) 黑体辐射的能量密度为“ = a ： T . 由此得能量 £ ocT ^ T 4 . 由热力学公式 7 US = d £+ 


pdV ,得 


as 


3E 


T 


oc VT 3 




3 T 


ar 


由此得常数 xv^r 3 _ 对可逆绝热膨胀过程，熵不变，因此 v 加倍时： r 要减小.再过 io 
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1/3 


年，黑体辐射的温度为 T =[ j ) K . 

(3) 黑体辐射满足玻色-爱因斯坦 统计: 辐射云的能量密度为 

L = _1 

二 T = i 夜 )4 J 0 — 1 


x s dx 


d 


E 


fipc 


V 


h 


e 


上述积分号前的因子 2 是偏振态数目，因而 

£〜 ㈤ ( kT ) 

The) 

10 . 25 宇宙中充满着 T = 3 K 的黑体辐射光子，这可以看作是大爆炸的痕迹. 

(1) 求出光子数密度依赖于了的解析表 达式； 

(2) 近似计算 T =3 K 时的光子数密度 

(1) 玻色分布为 


4 


^ 10 _14 J/m 


3 


n 


⑴ = —1) 


n 


总光子数 


d 3 * 


N = 2 • V 


(2 丌 ） 3 e 撕 


— 1 


这里 e (^) =?ikc,k 为波数， c 为光速，因子2出自有两个极化方向 ，/? = 


故 


k B T f 


N 


1 k B T 


n 


V 


Tic 


K 


其中 


dx -^— - 


2 S 


dx • x 2 e— 


1 々 2, 404 


X 


— 1 


e 


”二 n 


0 


0 


n = 1 


(2) r = 3 K 时, ”々1000/ cm 3 . 

10 . 26 我们被 3 K 黑体辖射包 围着. 试考虑是否有可能也存在热中微子的背景. 

(1) 在实验室里，哪类实验给中微子气体的温度确定了最好的上限？可信程度如何? 

(2) 补充光子能密度的 1( T 6 才可使宇宙封闭.若宇宙至多是恰好封闭，那么中微子温 
度上限的数量级是多少 

(3) 按标准大爆炸宇宙图像，中微子温度的预期值是多少(粗略估计)？ 

解 （1) 这类实验是中微子对电子弹性散射的中性弱流反应.根据在 CERN 的下列 
实验 :〜+ e -—〜+ e -， 确定出该反应截面(7<2. 6 X 10— 42 艮 ( cm 2 / 电子），其中反为加速器 
产生的中微子的能童.置信度为90%.因未观测到由背景中微子产生上述类似的反应，利 
用弱作用截面其中弱作用耦合常数 ^ = 1. 4 X 10 

〆 方 - V- 4 U70 2 <2. 6X1CT 42 £： v ， 又 £# 是了， 因而: T<10 3 K. 

(2) 中微子能密度光子能密度 应有斤 <10-%，即 K 10_ 15 T . 又 

r 〜 3K • 故 : r v so. ik. 

C 3) 在宇宙早期之 m〆 ） 中微子与光子等其他物质处于热平衡，有7\ = 7\,户„ 


9 


) ，应有 


-49 


erg 


cm 




v 


/>7, 它们都是黑体分布.此后中微子随宇宙自由膨胀.因中微子能密度形为 


，又 


Pv=Pv 


T 


频率貪， Tocf ，其中及为宇宙“半径”，故中微子能量始终保持黑体谱(与光子类似) 
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正负电子对湮没产生光 子使& 有所增加，因而&>化，光子温度比中微子的略髙些.因 
此，现在应有 7 X 3 K 

10 . 27 设想宇宙空间是一个球形腔，其半径为 10 28 cm , 腔壁是不可穿透的. 

(1) 如果腔内的温度为 3 K , 试估计宇宙中的光子数以及这些光子的总 能量； 

(2) 如果温度为 0 K ， 宇宙中有10 8 °个电子，求电子的费米动量. 

(1) 频率在 ⑴到⑴ + d 0 范围内的光子数为 




V (o 2 d(o 


dN 


，/? 




kT 


—1 


e 


co z dw 


V 


1 f°° x 2 dx — 

(/JTt) 3 . o e! — 1 


VtkT\ s 义 

n = 1 


V 


kT 


1 2 X L 2 


N = 


V 


— ^ 




n 2 c 3 


2 


— 1 


Kc 


0 e 


TT <： 


7t 


7T 


n 


一 16 


2. 4 4 


1, 38 X 10 
1. 05 X 10 


X 3 

X 3 X 10 


(10 28 ) 3 


87 


^ 2. 5 X 10 


— K 


一 27 


7 T 


而 


o ) z da ) 


n 2 k 


vn 


E = 


FT 4 ^2. 6 X 10 


72 


erg 


丌 2 c 3 」0 


1 15(^) 


e 


1/3 


p F =n[3n 2 ^^ 


( 2 ) 


-28 


cm/s 


^2. 0 X 10 


固体—声子气体 




10. 28 有3 N 个谐振子，振动频谱为贫(幻=八 2 ,式中 P 为振动频率， 
(1) 试根据条件[""^⑻心= 3 W , 用 tw 和 w 表示出 y ; 


(2) 求出体系在低温下的比热容. 

(1) 有 3 N 个谐振子，振动频谱为式中 P 为振动频率， 0« v max . 由 


所给条件 


g(v)dv = 3A^ 


( 1 ) 


我们可得 


9 N 


( 2 ) 


v 


为德拜温度，则 


AX 


h 


/ = 97V 77^ 


(3) 


kT 


D 


(2) 声子 的能量 


按玻色-爱因斯坦分布，在能量为 e = b 的一个量子态上的占 


£ = 


有数为 


f C^) = 


(4) 


exp(hu/kT) — 1 


这样，体系的内能为 


(^ T ) 4 


x 


U 


= 7 


dx 


(5) 


A 3 


exp(x) — 1 
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泰 


式中 ,x = hv / kT . 在低温极限下 


= hv ^/ kT ^>\. 因而，式 (5) 可化为 

( nkT ) 




max 


4 


4 


U =7^^ 


x 


dx = 7 


( 6 ) 


exp(x) — 1 


h 


ISh 


0 


由式 (6)， 体系的比热容 


_ 4^ ky ( nkT 


UnkN kT 


(7) 


c 


T 


h 


15 


D 


体系的摩尔比热容 


12 k /? ttT 


( 8 ) 


c 


T 


D 


式中 R = N A k 为摩尔气体常数. 

10.29 —维分子晶体由 iV 个双原子分子构成，每个分子可在它所在的格点上自由 

转动，试求晶体的比热容 

设⑴为分子的振动角频率，则一维分子晶体的振动能量为 


C 


e v = n + — 7 i(o 


( 1 ) 


式中，振动量子数/2 = 0,1，2，….分子振动配分函数为 

sr=o ex p ( - ^ = 

设 j 为分子的转动惯量，则分子的转动能量为 


exp(^i(o/2) 

— 1 


Z 


( 2 ) 


V 


n 2 


ia + l) 


(3) 


£r = 27 


式中，转动量子数 Z = 0，1, 2,…♦对于同核双原子分子，分子的转动状态与原子核的自旋 
有关•例如，对于氢分子，当两个氢核的自旋平行时， s = i , 这种氢分子称为 正氢; 当两个氢 
核的自旋反平行时^ = 0,这种氢分子称为仲氢.对正双原子分子气体，转动配分函数为 

U ⑶ + l)exp(— /?e r ) 


Z 


(4) 


rO 


* * 


对仲双原子分子气体，转动配分函数为 


^rP = (2/ 十 1 )exp( — /?e r ) 


(5) 




* * • 


在常温范围内， 好》护/2厂2心 〜 Z rP . 我们有 




」 IkT 


^rO ^ Z r p ^ ~ 


(2/ 十 1 ) exp ( — /? e r ) d / = — 

Lu 

式中，: T = /(/ + l ) •对于同核双原子分子，可以定义分子的转动配分函数为 


( 6 ) 


exp 


x 


21 


0 


0 


/N 


(7) 


式中， JVo 和 iV P 分别为 iV 个双原子分子中的正分子数与仲分子数. No + N 户 N . 这样，对 
于同核双原子分子,在常温范围内，乙〜 Z rP ， •单分子配分函数为 

Z = z v * z r > z v • z r0 z v • z 

利用式 (2)、（6)、（8), 我们可得分子晶体的内能为 

U =- N ^ = 2 NkT 


( 8 ) 


rP 


(9) 


d /3 


由式 （9)， 分子晶体的比热容为 
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= 2 Nk 


( 10 ) 


分子晶体的摩尔比热容为 


c = 2R 


( 11 ) 


式中 R = N A k 为摩尔气体常数 

10.30 在低温下，下列元激发气体的比热容与温度的关系是什么? 
(]) 固体中的 声子； 

(2) “自由电子”金属固体中的 电子； 

( 3 ) “弱耦合”超导体中的 电子； 

( 4 ) 绝缘体中的电子. 

在你的答案中，可以包含待定积分，但它们必须取无量纲形式.例如 


djc 


- 1 


(1) 声子是玻色子 •固体 中的声子气体遵守玻色统计，内能为 
U =U 0 + D {(o') 


Kco 


k 


dco = + 9 N — 3 T 


dy 


( 1 ) 


exp( 7 ia>/kT) — 1 


0 expy — 1 


W 9 AV 5,5 是与角频率无关的因子,3/ = ；^/々了 


式中， ZKo；) = Bco 2 , x = Tioj^/kT 

在高温下細 d / 々了《1，6\?3；々1+ > >/，*由式(1)可得，^/={/ () + 37^7\这时，固体中声 
子气体的比热容 cv = 3 iV々， 与温度 r 无关,在低温下， x = ?^ D / 々: T》l， 可取式 （1) 中的积 


，邮 


分上限 jr = oo .这时，固体中声子气体的比热容 Cv cc ： T 3 , •遵守德拜三次方律. 

(2) 金属固体中的电子气体是强简并费米气体.这种电子气体的内能为 


1 3 XJ , . 5 / 貫 kT 

de = -NM0)Ll + ^(^ 

式中， XXe ) = 47 ry (2 w ) 3/2 Vr / A 3 为电子气体的能态密度.这样，在金属固体中，电子气体 
的比热容 c v cc ： r . 

( 3 ) “弱耦合”超导体中的电子通过电子-声子-电子相互作用，使动量及自旋相反的 
两个电子形成束缚态，即形成 Cooper 电子对 .Cooper 电子对的自旋为零，因而具有玻色 
子的许多特性•当计入多体效应后，两个电子间不再能形成稳定的束缚态，但它们 的运动 
仍然是相互关联 着的. 这种相互关联着运动的电子对仍叫 Cooper 对.在“弱耦合，，超导体 
中，电子气体的比热容 “ccexpC — A / T ), A 是一个与温度了无关的常数. 

( 4 ) 绝缘体中的电子.在绝缘体中，电子充满满带能级.禁带宽度很大，热激发很难使 

电子越过禁带，跳入导带.这样，热激发很难改变这种电子气体的能量.因此，在绝缘体中， 
电子气体的比热容为零. 

10.31 求固体的巨配分函数求固体的内能与定容比 热容; 讨论高温 
与低温极限. 


U = D ( e ) 


( 2 ) 


exp[(e — ju)/kT^\ 4- 1 


IlfMM 


声子气体遵守玻色统计，化学势 ju= 0 . 设纵向声速与横向声速分别为 Cl 和 Ct ， 固 
体体积为 V . 在角频率与 CO-\-dw 间，声子气体的状态数为 

D(co)du> — Bo) z d(o 


( 1 ) 


式中 
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肇 


v 


( 2 ) 


B = — n 


2n 2 1 cf 


利用式 （ 1 )， 由 




D(oj)d 


(3) 




w 




0 


可得德拜频率为 


tt>o = ( 9 AV 万 ） 1/3 


(4) 


声子气体的巨配分函数的对数为 

2 ln[l — exp (— ^Hco { )] 




DO)ln[l — exp (— pH<o)~]d 


1 

lna 


< i ) 








0 


kT )^ C ^ 


3 


q ?v t x d 

^ ln [ l - exp (- x )] dx =^ j o exp(x) _ 2 


X 


= — B 


dx 


(5) 




n 


0 


X D 


X 


ln[l — exp ( — x)] 


- 37V 




0 


式中 , x D = / J / zo>d = 7 i ( o D / kT，x = pKa )=7 i ( o / kT •当 j ： d 《1 或 功》1 时，式 （5) 均可约化为 

ZN pD 


X 


lnS = 


dx 


( 6 ) 


expO ) — 1 

在髙温下，若 x D 《 l ， expCr ) 〜 1+ x ， 则由式 (6) 可得 


Jo 


lnS = N 

关系式是统计力学与热力学间的重要桥梁或纽带.利用这个式子，声子气体 
的气体压强 p^NkT/V, 声子气体的内能 C 7 = 3/> y =3 A ^7\ 声子气体的定容比热容， 

OU/dT) v = 3 Nk. 声子气体的焓 H = f/+/>F = 4/» V \- :4 A ^7\ 声子气体的定压比热容 
OH/dT) p = ANk. 声子气体的吉布斯函数 G=N^H-TS = 0 . 因而熵 S=H/T= 4 Nk 
自由能/^=^/一7^ 

在低温下，若则在式 ( 6 ) 中，可取积分上限为 oo . 这时，我们可得 


(7) 


c w = 


C 


P 


NJiT 






4 


ZN 


T 


n 


x 


V f ， 

iflti = 


dx = 士 AT 


( 8 ) 






exp(x) — 1 

式中，知 =；^ d A 是德拜温度.利用关系式 pV = kT\nB 可得压强 p = n i NkT i / MV . 声子 

气体的内能 t 7 = 3 />V = S 7 r 4 A ^： TV 5 锩，定容比热容 c v =127 r 4 A ^ r 3 /5 滩.声子气体的焓// = 
U + />V = 4 /»V = 4 K 4 A ^ r 4 /5 蚝，定压比热容 c p =( aH /5 ^) p = 167 t 4 A ^ T 3 /5 滩. 声子气体的吉 
布斯函数 G = Nm = H~TS = 0. 因而熵 S = H/T = 4 tc 4 ^ T 3 /5^. 自由能 F = U-TS = 

—/mm 

10.32 (1) 假设对某固体进行了定容比热容 c v 的测量，作为 T 的函数得到结果如 


下 


(任意单位) 


T 


C 


V 


1000K 

500K 


20 


20 


40K 


20K 
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问此固体是导体还是绝缘体？解释之； 

(2) 如果在某固体的平衡位置附近振动的原子的位移为: T ， 则位移平方的平均值 


de 


% 


尽 （ e)[l + 2w(e)] 


2 MJ 0 

其中, M 为原子质量 , g ( e ) 为归一化态密度，而 《( e ) 是能量为 e 的声子的玻色-爱因斯坦占 
有因子.假定态密度的德拜模型为 


9 e 2 


当広 < 方邮 






⑽) 3 ’ 
g(0 = 0 ，当 e > 方 o>o 


其中邮为德拜频率.试对极高温与极低温决定 x 2 的温度关系.你的结果有意义吗？ 

(1) 此固体为绝缘体.由实验结果可以看出，低温时^^了％高温时 Cv = 常数.这 
正好是绝缘体的比热容的性质. 

(2) 声子为玻色子，能量为 e 的占有因子为 


n(e) = 


t/kT 


—1 


因此， 


n 2 de 9e 2 

~2 M}o e (^) 

极髙温时，所以， 


n< °D 


9 方 


9 方 


de 


4M Tia^ M ( 友吻 ) 


- 1 


- 1 


9^ 2 1 m 2 ^ 

4AZ • 方邮十 A/ • ( 友 o>0) 


^ kT 


— d £ ^ ^ kT 




oc T 


M (Ticou) 


£ 


极低温时，所以， 


9 n 


4M TIojd 

这说明 j 2 随温度的升高而增加，即当温度升高时，原子的运动越来越活跃.但是当 T = 
OK 时，？并不等于零，即在绝对零度下，原子并不都处于平衡位置. 

10.33 石墨具有层状晶体结构，其层间碳原子耦合远小于层内碳原子间的耦合.实 
验发现低温下石墨的比热容与温度: T 2 成比例.如何用德拜理论解释之？ 

石墨为绝缘体，比热容是晶格离子的比热容.由于层间耦合很弱，当温度了从 
0 K 上升时，最先激发的是与层内运动相应的振动模.可以把每层碳原子都看成做二维运 
动. 一 支纵波，一支横波，角频率 a = 为声速.在波数 A 与々+心间纵波的数目为 

2 Wd 是，其中为石墨晶体边长.由此得如与 co + daj 间纵波的数目为^其中, 

l ^ C // 


L 


2n 


c // 为纵波速度•同样可得 角鮮咖 _波的数目为赞心为横波速度.因而 


德拜频谱 


L 2 1 


g(<o)d 


(odoj 


2 k 


<吟>(德拜频率) 


(O 


所以 
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kiLHcj/^c^ 2 ) 

2硫 2 


x 3 e 
( e x — 1) 


X 


X D 


dx 


c 


v 


0 


nw 


Tico 


D 


是 B 是玻尔兹曼常量，当温度很低时即 lD》l 


其中 


fXD~ 


X = 


k B T ^ 

x z e 


HT 


x 3 e 


X 


JT 


X D 


X 


dx = 3 


dx = 6((3) 


dx ^ 


(e 


1) 


( e ! — 1) 


x 


X 


— 1 


e 


0 


0 


0 




其中， r (3 )=S 

n— 1 


〜 i . 2 . 故低温比热与: r 2 成正比 


— 3 


n 


r (3 >r 


c 


7 tH Z 


V 


10.34 —维点阵由 W 个粒子组成 ( W 》 l )， 相邻粒子之间有弹性相互作用，简振频 
率由下式 给出： 


2 咖 


2 1 — cos 


(O 


co 


n 


N 


其中#为常数， n 为一 A 72 到 N /2 之间的整数.系统处于温度为： T 的热平衡态 , c v 为定 
容（长）”比热容. 


“ 


(1) 求 o 在了―〜时的渐近表达式; 

(2) 对于 T —0 K ， 


其中 z 、 a 、 y 为常数，计算 a 和 y . 此题应用量子统计来 


C 


V 


t\J r 

做 


(1) 点阵能量为 


N/Z 


2方⑴” 


u = 


- 1 


- N /2 


n = 


当是了》；1叫时， 


kT 


u = 2^ 


= NkT 


0) 


n 


Tict ) 


n 


故比热容为 


= Nk 


c 


v 


(2) 时， 


N /2 


N /2 


2 n< °- 


2 2 


— a 似 」 icr 


u = 


n 


ntv n /kT 




- N /2 


n — 0 


n~ 


因而 


N/Z 


dU 


i 


2 S 


-n^ /kT 


c 


e 


n 


v 


dT 


rt= 


n » i 时，上式可化为 


7 i 2 < o 2 


N /2 


2 丌 x 


( 2 充山 / A 7") s i n ( iu:/AT) d 工 


2 1 — cos 


c 


e 


V 


kT 


N 


0 


nx 


— (2 Ha }/ kT ) s \ n ( nj ：/ N ) 


sur —e 


7 t 2 ( o 2 


N /2 


N 


N 


nx 


— d 


sin — 


kT 2 


N 


TtX 


7C 


0 


COS 


N 
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— 2fi<dt/k7^ 


8万 2 ⑴ 2 N C 1 t 2 e 




kT 


7T 


由于，当1时 




迅速减少，故有 


，e 


n 2 a > 2 n 


8 方 


Nf l 


kT 


CO 


t 2 e^ /kT dt = 


$ 2 e ~ $ d ^ = Am~ l T 


c y ^ 


■ ■ - ■ ■ ■ ■ 


kT 2 


kl 


fid ) 


7 t 


n 


o 


0 


故 a = 7 =h 


四、理想玻色气体的凝聚 


10. 35设理想玻色气体的粒子数、温度及体积分别为 N 、 T 与 V , 试根据玻色-爱因 
斯坦分布,证明理想玻色气体的化学势^具有如下 性质： 

(1) (办 /3 T ) w <(;/— £。)/了<0,式中 e 。 为单粒子基态能级的能量； 

(2) (9///3AOt ， v 〉 0* 

设 e ,、& 分别为单粒子能级 f 的能量及简并度.按玻色-爱因斯坦分布，能级/上 


的最概然占有数为 


gi 




N t = 


( 1 ) 


p[<X — fx)/kT^\ — 1 y ( — 1 

式中 y = e xp[U — 因为 iV ,>0, 由式 (1) 可得 ; 特别是 M < e 0 , e 0 为单粒子基 
态能级的能量. 


ex 


(1) 气体的粒子数 w 二 [及.利用式(1)，我们可得 


2 ~ f^yt!(yi — 1 ) 


2 


(3 N /^ T) U 


dfJt 


5 fT 


T 


2^7(^ — l ) 


N,V 




( 2 ) 




^o)yi/(yi — 1 ) 




户 ——e 0 


T 


(yi — 1) 


T 


由式 (2) 可得 




户 — 芒 0 


< 


< 0 


(3) 


ar 


T 


N,V 


当能量零点改变时， e 。 和"的数值都随之改变，但 p — e 。 的数值不变.这样，由式 （3)，3 /V 
^ 的数值与能量零点的选取无关.事情当然应当如此. 

(2) 利用户<^，由式（1)，我们有 


9 N 


gi(^j — 

(yi — I ) 2 


S, 


> 0 


(4) 




kT 




利用式 (3) 和 （4)， 我们可得 


( d / i /^ T) N 


dju 


v 


> 0 


(5) 


9 N 


oN/^n 

式（1)、（ 3 )、（5)表明，理想玻色气体的化学势及其各阶 导数均 是连续 函数; 这意味着，按照 
玻色-爱因斯坦分布，理想玻色气体不可能发生相变. 

10. 36设理想玻色气体的粒子数，温度及体积分别为 N 、 T 与 V • 试根据玻色-爱因 


T.V 


V 
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斯坦分布,证明理想玻色气体具有如下 性质： 

⑴ GWWVvCO, 式中 7V 。 为单粒子基态能级的占有数； 

(2) 式中 N e ^ N - No 为激发态能级上的占有数. 

解 （1) 已知，理想玻色气体的化学势^具有性质 


dpt 




( 1 ) 


< 


< 0 


3 CT 


T 


又，按玻色-爱因斯坦分布，单粒子基态能级上的最概然占有数为 


发0 


发0 


N 


( 2 ) 


exp[(e 0 — /i)/AT] — 1 

式中: yeexpl ^ e 。一 户)/奸].由式 （1) 与 （2) 可得 

1 # ^0^0 
kT (y 0 — 1) 

即，基态能级上的占有数 iv 。 随温度: T 下降而增加. 

(2) 因为 = — 7^，利用式 (3) 可得 


3^0 — 1 


9N 


iE 


M — 


(3) 


< 0 


ar 


3 fT 


T 


dN 


3N 


> 0 


(4) 


3 T 




即，激发态能级上的占有数？ ^ 随温度了下降而减少. 

10. 37 理想玻色气体的粒子数、温度及化学势分别为 N 、 T 与 A 单粒子基态能级的 

能量与占有数分别 eo . No . 试根据玻色-爱因斯坦分布，证明理想玻色气体具有如下 性质： 

(1) limN 0 = N ； 


(2) lim fJi = e 0 


设 e “ g t 分别为单粒子能级 / 的能量及简并度.按玻色-爱因斯坦分布，能级上 




的最概然占有数为 




N t = 


( 1 ) 


exp[(e, — M)/kT^\ — 1 

因为 iv ,> 0 , 由式 ( 1 ) 可得特别是 #< e Q ， e 。 为单粒子基态能级的能量. 

(1) 利用式（1)，我们可得 


limA^ >0 = 0 


( 2 ) 


利用式(2)，我们可得 


lim ( N — V]iV f ) 

1 >o 


lim 7V 0 = 


= N 


(3) 


(2) 由式 (1) 与 (3) 可得 


lim (e 0 — ^)=0 


(4) 


OK 


由式 （4)， 有 


lim ju = e 0 

T-*oK 


(5) 


由式 （5)， 如果£。= 0,贝 lj 


lim ju ~ 0 

r —ok 

10. 38 设三维立方体容器的边长为 L ， 气体粒子数为 W ， 单粒子基态能级的能量 


( 6 ) 


£ 0 
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= 0. 试根据玻色-爱因斯坦分布，证明存在一个温度7、，当了 = 7、时，三维玻色气体单 
粒子基态能级上的占有数 iV 。 大于 N /2. 给出: r 3 W 的表达式. 

解 气体粒子数为 N，N = N Q + N e ，式中 N Q m N e 分别为单粒子基态能级与激发态 
上的占有数.已知单粒子基态能级的能量 e 0 = 0. 按照玻色-爱因斯坦分布，单粒子基态能 
级上的占有数为 


^0^ 


^0 


N 


( 1 ) 


0 


exp (— pt/kT) — 1 1 — A 

式中，气体逸度 A = exp (/ u / kT ) < 1. 这样 ， x = exp [(^ - e ,)/^ T ] < 1,1/(1 - i ) 

因而，单粒子激发能级上的占有数为 




2, 


X 


攀 


= 0 


Ze t 


2 


㈣ p 


N 


( 2 ) 


exp[(€, — ^)/AT] — 1 ~ 

/2,式中，是粒子速度.对三维玻色气体 


e 


kT 


i>0 


i>0 


取粒子能量 


t=mv 


m 3 V 




V 


Imv 


S^exp 


inv 2 exp 


-3/2 


dv 


(3) 


kT 


h 


2kT 


V 


0 


/>0 


q 


式中， V = L 3 是三维体系的体积，“量子体积” V q 为 


3/2 


h 




(4) 


q 


2^mkT 


由式 (1) 〜 (4)， 我们可得 


N 


7 


% qo 

-乙 1=1 


sr =1 ^- 3/2 ] 


e 


A '- 1 /- 3/2 - 


N 




0 


(5) 


[(/ + 1) 3/2 — / 3/2 ]^ 


V 


[i - s :, 


goV 


[/(/+ 1)] 3/2 


q 


因为 = W — W 。， 由式 (5) 可得 


^ 0 = So n ^ 


( 6 ) 


q 


1 + goVJV - 2〜 1 [( / + 1) 

式中⑺ 为粒子数体密度•当 g Qn F q = iV 时，由式 (4) 得 


3/2 


/ 3/2 ] A 7[/(/ + 1)] 


3/2 


2/3 


h 2 


go 


T = T 


(7) 




V 


2 ^km 


7 V 与粒子数 iV 无关*当 g 0 nV q = N 时，由式 (6) 得 


N 


N 


N 


> — 


( 8 ) 


0 


TLw + i ) 

这样，当 : T = ： T 3 Ar 时 ，队 > iV /2 •又，当 gonV q ^\ 时，由式 （4) 得 


3/2 


/ 3 / 2 ] A 7 [/( / + 1)] 3/2 


1 - 2 




h 


2/3 


T = T 


= N m T 


= (gon) 


(9) 


_ 


31 


3 N 


2nkm 


当贫。” V q = l 时，由式 （6) 得 


TV 


N 


> 


0 


U(/ + 1) 


1 一 N{N + 1)- 


3/2 


/ 3/2 ] A 7[/(/ + D ] 


3/2 




( 10 ) 
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这样，当 ： T = 7’ 31 时， A ^> A 7( N + l ) 〜 1. 按照玻色-爱因斯坦分布,三维玻色气体能实现 
玻色凝 聚”; 7 

凝聚温度”.我们在这里导出 T 31 时，没有同时要求产^0和 N 0 ^0. 这种要求与式 （1) 难以 

相容.我们在下面两题中可以看到，放弃这种要求后，结论是二维及一维玻色气体也能实 
现“玻色凝聚”.同时要求和 iV 。 〜0,导致的结果是二维及一维玻色气体都不能实现 
玻色凝聚 

10. 39 设二维正方形容器的边长为 L ， 气体粒子数为 iV , 单粒子基态能级的能量 
£ o -0. 试根据玻色-爱因斯坦分布，证明存在一个温度了 2 〃,当了 = 了 2 〃时，二维玻色气体单 

粒子基态能级上的占有数 iV 。 大于 N /2. 给出: r 2W 的表达式. 

气体粒子数为 N ， N = N q + Nm 式中 N Q ^ N e 分别为单粒子基态能级与激发态 
上的占有数.已知单粒子基态能级的能量 £o = 0. 按照玻色-爱因斯坦分布，单粒子基态能 
级上的占有数为 


(2. 612^- o ) 2/3 T c = 1. 90 gl /3 r ci T c =( n /2. 612) 2/3 h 2 /27 rmk 是我们常见的 


U 


31 — 


u 


U 




go ^ 


go 


N 


( 1 ) 


exp ( — fx/ kT 、 — 1 1 — A 

式中，气体逸度 A = expi ^/ kT ) < 1. 这样， x = exp[(^ — e ^/ kT '] < 1,1/(1 — x ) = 

因而，单粒子激发态上的占有数为 


S ； 


X 


* 


— 0 


gt 




SZi A / 2^ ex p ( ~ 4/々了) 


( 2 ) 


exp[(e f - /i)/^T] - 1 


i>0 


i>0 


取粒子能量 


/2 ，式中， t ； 是粒子速度.对二维玻色气体 


e=mv 


sr\ ( _ m 2 A f 

g&expl— —1 = — ^ 


mvH 




dv = T 广 1 


2 抑 exp 


(3) 


A 


D 


q 


式中 ， A = 是二维体系的面积， A q 为“量子面积” 


h 2 


A 


(4) 


q 


Z^tmkT 


由式 (1) 〜 (4)， 我们可得 


N 


A 


A 


0- 2: 術 D 






2 W - 1 ] 


e 


(5) 


N 0 


goA 


goA 


q 


q 


因为 A ^ = 7 V — TV 。， 由式 (5) 可得 


A ^ 0 = gonA 


( 6 ) 


q 


1 + ^ — + 1) 
式中， ” = 7^/4 为粒子数面密度•当 g 0 nA q = N 时，由式 (4) 得 


h 


go 


T = T 


(7) 


2N 


^ 2^km 


T 2 N 与粒子数 N 无关•当 gonA ^ N 时，由式 (6) 得 


N 


N 


N 0 = 


> — 


( 8 ) 


2 U / 川 + 1) 


1 — 


又，当 g 0 nA q = \ 时，由式 （4) 得 
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h 


r = 7 


^ n = N1 


(9) 


= gon 


2N 


21 


当尽 W 儿 , =1 时，由式 （ 6) 得 


N 


N 


N 


> — 二 ^ 

TL T I -< 


( 10 ) 


0 


N(N + + 1) 

由式 （7) 〜（10)，当7、了狄时，队>#/2 ; 当： T =7’ 21 时， 7 V 0 > W /( iV + l ) kl . 这样，按照玻 
色-爱因斯坦分布，我们不能认为“二维玻色气体不能凝聚”. 

10. 40 设一维直线段容器的长度为 L ， 气体粒子数为 W ， 单粒子基态能级的能量 
€o = 0. 试根据玻色-爱因斯坦分布，证明存在一个温度 T 1 N ， 当 :时 ，一 维玻色气体单 
粒子基态能级上的占有数 7 V 。 大于 N /2. 给出: T 1 W 的表达式. 


h — ■■■■ 


气体粒子数为 N ， N = NAN ^ 式中 队热队 分别为单粒子基态能级与激发态 
上的占有数.已知单粒子基态能级的能量 €o = 0. 按照玻色-爱因斯坦分布,单粒子基态能 
级上的占有数为 


8 o X 


go 


N 


( 1 ) 


0 


— exp (— j^/kT) 一 1 — 1 — A 

式中，气体逸度 A = exp (户 AT ) < 1. 这样 ，x = exp [(^ - e ,)/^ T ] < 1,1/(1 - x ) 

因而,单粒子激发态上的占有数为 


QO 


s 


X 




^ -2 




( 2 ) 


exp[(e, — ju)/kT^\ — 1 

取粒子能量 e = wt ； V 2 ，式中，〃是粒子 速度. 对一维玻色气体， 


f>0 


i>0 


2mL 


- l J^)dv = ^r 


2 ^ exp ( — Ie t /kT) 

i>0 

式中， 1 是一维体系的长度， L q 为“量子长度” 


1/2 


(3) 


exp 


h 


kT 


L 


o 


q 


1/2 


h 


L 


(4) 


q 


2nmkT 


由式⑴〜⑷，有 


N, L 

No g^L q 


_ ▽ oo 


D ” 2 ] 


X l ~H 


— 1/2 




(5) 


L 




i — 




因为 ; — 由式 (5) 可得 


No = g 0 nL q 


( 6 ) 


式中 ，” = AVL 为粒子数线密度.当 g 0 nL q = N 时，由式 (4) 得 


h 


go 


T = 7 


(7) 


\N 


L 


2 贫 km 


与粒子数 N 无关.当 gonL ^ N 时，由式 （6) 得 


7 
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攀 


N 


N 


( 8 ) 


> — 


N 


2— 




又，当 gonL ^ = 1时，由式 （ 4 ) 得 


h 2 


= N 2 1 


(9) 


r =t 


(gon) 


it 


Znmk 


当 g (^ Lq=l 时，由式 (6) 得 


N 


N 


N 


> 


1 - N(N + vr 


( 10 ) 


由式 （7) 〜 （10)， 当 = u 寸，队>"/2 ; 当 ： r = ： r n 时， M )> A 70 V +1) 〜 1, 这样，按照玻 

色-爱因斯坦分布，一维玻色气体也能实现玻色凝聚.我们看到，按玻色-爱因斯坦分布，三 
维、二维及一维玻色气体的单粒子基态能级上的占有数，都能在有限温度达到宏观量级， 
实现“玻色凝聚”.在这类“凝聚”中，气体化学势及其各阶导数均是连续函数，因此，没有 


相变 


10. 41 如果构成理想气体的近独立粒子只具有非简并能级，则这种理想气体不会有 
最概然分布.试讨论之. 

如果气体是费米气体，按费米-狄拉克统计，对一个给定的分布 AM ，气体 


的微观状态数为 


gi 


n 


w 


(l) 


F D 


=1 Nil - (g { — Ni)l 

因此，如果气体只具有非简并单粒子能级，即对任一能级都有& =1， 则由式 （1)， 对任 
一 个给定的分布{€,，^,/^}，气体都只有一个微观状态,1^ = '^ 

如果气体是玻色气体，按玻色-爱因斯坦统计，对一个给定的分布 { e ,，^， M }， 体系的 

微观状态数为 


1 




F-D 


(gr + N t 

1 ^ f ! # (gi — 1 ) ! 

因此，如果气体只具有非简并单粒子能级，即对任一能级/，都有 k 
一个给定的分布 k ，^， AU ， 气体同样是只有一个微观状态 ， W = 


1)! 


II: 


W 


( 2 ) 


B^E 


1，则由式(2)，对任 
1.这样，按等概率 

原理，如果气体只具有非简并单粒子能级，则所有可允许的分布都将以相同的概率出现. 
换句话说，气体将没有最概然分布.由于气体不可能有一个唯一确定的分布，因而气体的 
力学量不可能有唯一确定的平 均值; 气体不可能趋向一个唯一确定的“热力学平衡态”.在 




B^E — 


一维谐振子势中，无自旋的粒子只具有非简并单粒子能级，因而这种“理想的一维力学体 
系”没有热力学平衡态，它不可能趋向热力学 平衡. 我们知道，由独立粒子构成的“理想力 
学体系”，没有热力学平衡态，这是因为粒子间不发生能量交换，体系不可能趋向热力学平 
衡， 这样，如果说“热力学体系”遵守热力学第零定律，具有热力学平衡态，那么由于“理想 
力学体系”可能不能趋向热力学平衡，它可能不是“热力学体系”. 
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10.42 假定某玻色子有四个单粒子能级，能量为 { e ,}, 编号为1,2,3,4;各能级的简 
并度分别为1，3,1， 1. 一近独立粒子构成的体系有 W = 6个这种粒子，体系总能量 
E = ]2•试按照玻尔兹曼统计及玻色统计，分别确定允许的分布确定体系在各分布 
下的微观状态数与 W ^ E ， 确定各分布出现的概率与 / Ve ; 确定最概然分布. 

对一个给定的分布 k ，^, AU , 按麦克斯韦-玻尔兹曼统计，体系的微观状态数为 


N\ 


W 


( 1 ) 


按玻色-爱因斯坦统计，体系的微观状态数为 

= n ; 


igi + 从 一 1 ) ! 


W 


( 2 ) 


B-E 


f=1 Nil • ( g { — 1 ) ! 


所求的分布应满足如下两个方程 




(3) 




=12 


(4) 


所得结果见表] 0.1 


10- 1 




mjmmmmmi 


B 


Pmb 


PhnE 


64 


012 


28 


444 




I———I 

MM — — 1BM1M— 

— 


238 


095 


159 


016 


048 


■ 


状态总 


总概率 


状态总数 


总概率 


5304 


1.000 


63 


1 . 000 


在麦克斯韦-玻尔兹曼统计中，第二种分布{1，4, 1,0} 出现的概率为 0. 458,是最大的 

概率，这一分布是最概然分布;在玻色-爱因斯坦统计中，第一种分布{0,6,0,0}出现的概 

率最大，为 0. 4 料，它是最概然分布.我们可以看出，作为最概然分布，并不一定是能级愈 
高占有数愈少;也不一定每个能级都有非零占有数. 

己知 N ' E 、 T 、 fi 分别为理想玻色气体的粒子数、能量、温度及化学势，并且 N 
和£都取有限数值•需要讨论单粒子能级的简并度与# = i 两种情况，且不再假定 

简并度 g»l 

(1) 证明非简并能级〜具有非零最概然占有数 ( A ^, 关 0) 的必要条件是化学势 
e 心， e „ ，是非简并单粒子 能级〜 的能量•这样 ，当 M ^= e nj ^[ 9 N nj = 0. 因此，非简并能级〜上的 
最概然占有数为 


10.43 


♦ 


M = 


2 t^ di ^ £ji 

式中，〜、以,、7\^分别为单粒子简并能级&的能量，简并度及占有数， 


N”、 = N ~ 


^Sdi ~ e n; ) 
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(2) 证明简并能级 A 上的最概然占有数为 


gdt — 1_ 

exp(a + ^e dl ) — 1 


N 


di 


式中 


^^^\/ ki \ k 是玻尔兹曼常量. 

N, 分别为单粒子能级/的能量、简并度及占有数.对任一给定的分布 

u ,， a , au , 理想玻色气体具有的微观状态数 w /= n 见.，式中 


，a 






证令 e , 


gi 


、Ni + gj — 1 ) ! 

N t ! - { gl - 1 )! 


^ V t 


( 1 ) 


注意到约束条件 


S f N > = N 

A = E 


( 2 ) 




(3) 


我们令 


[N- D i .iV,) + ^(£ :- W ,.) 

式中， 《 和 /? 是两个 Lagrange 不定乘子，则按等概率原理或最概然原理，决定最概然分布 

或平衡分布的方程为 


F = InW + 


(4) 


a 


d 


士尸= o 


(5) 


dN; 

1 


由方程 (2) 〜 （5) 可得 


d ln^ 


^ — M 


+批 


( 6 ) 


a 






dN t 


kT 


式中， 


/3fx,/3=l/kJ\k 是玻尔兹曼常量 . 

(1) 非简并能级上的最概然占有数:我们现在讨论单粒子能级为非简并能级，即简并 
度尽=1时会 怎么样。对菲简并能级 〜由式 （1), 1^=1，这样，由式(6)，我们得到 


a= — 


(7) 


jt — e 






式（ 7 )表示，如果 7 V „ 7 尹0,则是非简并能级《>具有非零最概然占有数 
0) 的必要条件.由 f 化学势 P 的单值性，在化学势等于某一个非简并能级的能量时，它 
不可能同时又等于其他非简并能级的能量.因此，可以有某一个非简并能级的最概然占有 
数不为零，但不可能同时有几个不同非简并能级的最概然占有数不为零.这样，当 
时，由式 (2) 可得，非简并 能级心 上的最概然占有数为 

= N ~ y ] N d ;{ e d :， g d ， T，fi = e nj ) 


N 


( 8 ) 




式中，心 


分别为单粒子简并能级 A 的能量，简并度及占有数， ^^>1. 

(2) 简并能级上的最概然占有 数:解法一: 对简并能级忒，我们不再假定简并度心,.》 
1，但同样要求因而可用斯特林近似，这样 l n(A r 


N 


gd f 


d 




> 


+心 ——1)! 兰 d + 


di 


l )[ ln ( A ^+ g < — l )- l ]， l n A ^ ! SN d ! (\ nN d \ 因此，把式 （1) 代人式 （6) 后，我们 


gd t ~ 


可得 


Sd t — 1 


gd t — 1 

exp(a + /?€^ ) — 1 ~ exp[(e^ — pt)/kT^ 


N , 


(9) 
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% 


这个分布与玻色-爱因斯坦分布的区别，仅仅是用 gd - i 代替了 

解法二 ：由式 （1) 可得 


gd t 


(N d :七 g d 


+ gd { 


2) … ( A ^^. + 1 ) 






W 


( 10 ) 


d 


igd i — 1 )! 


把式 (10) 代入式 (6) 得 


~ M 


S y 1 

r~i 

在式 （11) 中，左边为正，因而右边也为正，故七是最低简并能级的能量.这 
样，在所有高于最低简并能级的非简并能级上，最概然占有数都为零.即若 e „ ，则 

J tft 

N n =0 . 已知 




( 11 ) 


=a 


d. 


N, + 7 


kT 


n 


Q 


s 


s 


C + \nn + ~ ~ 


( 12 ) 






2 n 


f^ 2 n{n !)*■* (n + / — 1) 


m 


m — \ 


式中， C =0. 57722, 




x(l — x ) (2 — : r ) … （Z — 1 — x)dx 


0 


当；? = 5 时 Ann = h 609 ， l /2 n = 0* 1 ; 当 

不近于1， 就会有 lnn » l /2 n •这样，利用式（12)，可得 


10时 f \nn — 2. 303> 1/2” = 0. 05. 可见，只要 




n 


n 


N d 广〜厂 1 




-1 


71 = 1 


— ^ In 


(13) 


n 丄+ y 


N d 


m 


把式 （13) 代入式 （11) 即得式 （9 乂 

只具有非简并单粒子能级的近独立粒子 体系: 如果气体只具有非简并单粒子能级，没 
有简并能级，则无论粒子如何分布，气体都只有一个微观状态 , w = i ， 因而这种气体没有 
最概然 分布. 或者，在这种情况下，对任一能级 t •，都有 = 因而没有可使函数 F 
取极值的分布.在这种情况下，气体的熵如果 = 则气体的能 

量五= 7^,，气体的吉布斯函数 G = A ^ = A ^ = £; 因而气体的压强 p ^( G - E -\- TS)/V = 

o ， a 户 / w = o ， v 是气体体积.这表示气体没有稳定的平衡态•在一维谐振子势中，无自旋的 

粒子只具有非简并单粒子能级，因而这种“理想的一维力学体系”没有热力学平衡态，它不 

可能趋向热力学平衡•我们知道，由独立粒子构成的“理想力学体系”，没有热力学平衡态, 

这是因为粒子间不发生能量交换,体系不可能趋向热力学平衡.这样，如果说“热力学体 

系”遵守热力学第零定律，具有热力学平衡态，那么由于“理想力学体系 ，，可 能不能趋向热 
力学平衡，它可能不是“热力学体系”. 

非简并能级 n , 上的粒子有相互作用的 情况： 在谐振子势中，玻色凝聚体内的粒子数 
密度远高于玻色气体内的粒子数密度，因而在玻色凝聚体内，应当计及粒子间的相互作 
用•令为在非简并 能级心 上的所有粒子的总能量.则式 (2) 可改写为 

E n = E 


2 + 2 


(14) 


rt ■ 


式⑺化为 


3E 


n 


+ £ int = e 71t + {N n — 入 )e mt ^ e n - N 


M = 


e 


(15) 


« ^nt 


3N 




n 
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式中，是凝聚体~中的一个粒子与其他粒子的相互作用能量，是凝聚体~中的一个 

粒子与另一个粒子的相互作用能量的平均值.式 （15) 是考虑到凝聚体内粒子间有相互作 
用时的 N n ： ^0 的必要条件. 


10.44 对理想玻色气体，非简并能级 n 7 具有非零最概然占有数 ( A ^#0) 的必要条 

分别表示单粒子简并能级 A 的能量，简并度及占有数，&>1; 


件是•以％ 

简并能级 A 上的最概然占有数为 




gd t — 1 

exp (a + /3e d .) — 1 

如，卜 \/ kT 、 々是 玻尔兹曼常量.证明玻色气体向非简并单粒子能级的凝 
聚，是一级相变或零级相变. 

解当^ =、时，只有非简并能级~上的最概然占有数可以不为零，其他非简并能级 
上的最概然占有数均为零，所以，非简并能级~上的最概然占有数为 

_ Sci. — 1 _ 

exp[(£ rf — e 〜 )/ 々 r] — 1 

我们称并且 ' = 0 时的温度 7\为凝聚温度. 由式 （1) 可得，决定7\的方程为 




式中 








2. 


N - 


⑴ 






= 


( 2 ) 


1 exp[(£^ — 


)/ k 7 \J - 1 


由式 （2) 可知 


(1) 如果 ，则7 


产: T 。，、 为最低非简并能级的能量 •与每 
一个低于最低简并能级％的非简并能级 S 相应，都存在一个凝聚温度并且非简并能 
级％愈髙，则相应的凝聚温度 7\愈低. ' 

(2) 当、彡了’>7^ +1 时， aA ^/ ar > o ， aA ^ w < o . 即当7，„>7，>7\.) +1 时，随着温度 

下降，所有简并能级的占有数都减少，粒子都源源不断地进入同 ; 一个非简并能级^，使得 

能迅速变得很大，实现向非简并能级^的凝聚. ； 


J + 1 


(3) 在凝聚点 7\^ T V 化学势%连续，办 / W 不连续，因而7^三7\。为一级相变 

点.在凝聚点 TV , >。，化学势#不连续，因而。为零级相变点. 

U ) 在有限温度下，玻色气体能向非简并能级凝聚.如果没有非简并能级，随着温度 
降低，较高能级上的粒子会向较低能级转移.当 7’—0 K 时，所有粒子都会转移到最低简并 
能级即基态能 级上; 但在这种转移过程中，化学势及其各阶导数都是连续的，没有相变. 

对理想玻色气体，非简并 能级〜 具有非零最概然占有数关 0) 的必要条 

件是# ==€ 〜 ，以心,、心,分别表示简并能级4的能量，简并度，心,>1;简并能级4上的最概 
然占有数为 ' 


10 




_ Sd { — 1_ 

exp (a 4 - /?e^) — 1 

是玻尔兹曼常量•试讨论轴对称谐振子势中的玻色凝聚 .已知 
= 式中 > r a 为径向振动频率， K 为轴向振动频率,％和 m , 为两个彼此 

没有公因子的正整数， 


N d . = 


式中 


，汶 =— 
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在谐振子势中，单粒子能量为 


五 =£ 0 + + n y v y -h n z u z )h 


( 1 ) 


式中，& = (、+ k + K ) A /2 ， 

% 

数.对轴对称谐振子势，已知 v r / v z = 

动频率，;^和％为两个彼此没有公因子的正整数.我们令 


为振动频率, A 是普朗克常量，〜、 

式中 


为零或正整 

为径向振动频率 ，& 为轴向振 




v 、 W 


Tt y ^ ^tz 




: v 




jHy = l2 


z 


= / 3 w , +/’ 3 ，式中 h ，?+2，“ = 0, 1，2 ，…，并且 — ] »0^^3^ m r — 1 ，则式 （1) 化 


n 


z 


为 


E ( j \， j 2， js ) = £ o 十 ~ 


A 


+ 73 E 


( 2 ) 


5 


m 


m 


z 


式中 ，0 O 〗 1, 0^ j 2 ^ m z ~ 1, E s ~ m r hv z = m z hu r . 如果 zS + 

并且 ji = ii + Z . 2+/3 +1. 

在前 一 种情形，关于 ）2 和 ）3 的简并度分别为发2( 力 ） =_7‘2 + 1和发 3( J ’3 ) = ()3 +1)()3 + 

2)/2; 在后一种情形，关于 ；2 和 ；3 的筒并度分别为 g ' 2 (. j 2 ) 

j 3 (>3+ 1 )/2. 取 〆 2 ( J '2 = 队 一 1 ) =名3 ()3 =0) = 0,则单粒子能级 E(j' ， j Z ， ）3 ) 的简并度 

心 (_7’2 )心(_/_3 ) + 〆 2 ()2 ) 〆 3 ()3 ) -因跋 我 ] 可得 


1，则 )1^ 




1 +,2，并且）3=^1+纟2 + 纟3;如果 *"1+*"2>叫，则 j 2~ i ' 1 + 




Z > 


Wr — )2— 1 和 g f Z (>3> = 




g = 


州 "3()3 + 1) 


g(j\ 


(J2 + 1)(73 + 1 ) + 


(3) 


由式（3)，片(力， 0,0) 


1 * 因而，由式 （2), 诈简并能级的 能量为 

E (叉，0,0) = £ 0 + 咖之 


(4) 




式中，0<;=力< 


1. 由式因而，由式(2)，最低简并能级的能量为 

^d m = £(0,1 ， 0) = £。+ /^ r 

由式 (4) 和式（5)，在轴对称谐振子势中，产生玻色凝聚的条件 p = 化为 

J 明 


m 


(5) 


JK < 


( 6 ) 




或者 


] 代表叫 / w r 的整数部分.如果 O r / w ,]< w r / w , ，则从=[叫/俯」；否贝!]，馗= 

[ Wr / Wz ] — ] . 在圆盘型阱中，^>〜从=0.因此，在圆盘形阱中，只有最低非简并能级 ）= 0 

低于最低简并能级;玻色气体只能向最低非简并能级凝聚.在雪茄型阱中， ^< O r , 低于最 

低简并能级的非简并能级有_7 = 0,1,2,…， M 等非简并能级.因此，在雪茄型阱中，玻色气 
体可以向 M +1 个非简并能级凝聚， M >1. 

X 

实验上，在圆盘型阱中产生的凝聚体，其膨胀凝聚体的列密度轮廓上只有一 个峰; 但 
在雪茄型阱中产生的凝聚体，其膨胀凝聚体的列密度轮廓上可以有一个、两个或几个峰. 
这个现象的可能解释 是:在 谐振子势中,玻色气体的温度只是局部均勻的.因而，在雪茄型 
阱中，玻色气体有可能向一个或同时向两个或几个非简并能级凝聚，使其膨胀凝聚体的列 
密度轮廓上有一个、两个或几个峰.但在圆盘型阱中，无论玻色气体的温度均勻与否，玻色 
气体都只能向最低非简并能级这一个能级凝聚，因而其膨胀凝聚体的列密度轮廓上总是 


(7) 


令 [ 


m r /m 


Z 
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只有一个峰.这个单峰现象还表明，在实验条件下,“涨落”不足以导致产生多峰. 

10.46 质量历的 iv 个无自旋玻色粒子的气体，封闭在温度为： r 的体积 V 中. 

(1) 求作为单粒子能量 e 函数的单粒子态密度 ZKe )， 画出结果； 

(2) 写出作为 e 、 T 和化学势 // CT ) 函数的平均占有数，对一适当髙的温度（即玻色-爱 
因斯坦相变以上的温度），在 （1) 部分的图中画上这个函数在 e 轴上标明的位置； 

(3) 写出隐含地确定 MT ) 的积分表达式，联系到 (1) 中的图，确定当： r 降低时, Mr ) 
向哪个方向运动； 

(4) 求出玻色-爱因斯坦相变温度 n 的表达式，在 r 。 以下，必定有某个单粒子态的 
宏观占据，用无量纲积分表出 答案； 

(5) 当 T < T\，pCn 为何? 对: TCTc , 描述 5( e ，： r ) ; 

(6) 对了<乃,求这种气体的总能量 C / CT ， lO 的准确表达式，用无量纲积分 表示. 

(1) 由 e =/> 2 /2 m 及 


4nV 


Z )( e ) d £ = 


p 2 dp 


h 3 


得 


2nV 


3/2 ^1/2 


D ( e ) = 


(2m) 


£ 


3 


h 


结果如图 1( X 2 所示. 


( 2 ) N t = 


("< 0 ) 






e 


2 n (2 m) 3/2 V 


de 


1/2 


(3) N = 


e 


o 


h s 




— 1 


e 


2 tt 




N/y = |l(2mAT) 3/2 

其中，.因 n / v 不变，故 r 降低，则 jucr ) 增 
加，趋向零. 

( 4 )以《代表粒子数密度，乃为临界温度，注意到在7\处化学势近于零，基态粒子数 
仍近于零，故有 


1/2 


X 


0 


~ 1 


e 


10. 2 


jc l/z dx 

— 1 


2 丌 


3/2 


= f ^(2 mkT c ) 


n 


h 3 


o 


x i/z dx 


其中积分乂 = 


= 1. 306 因而 


—1 


0 e 


2/3 


) 


h 


n 


T 


2mk l 2^A 

(5) 对玻色子， //<0, 当 T <7； 时这时 


N 


€>0 


t/kT 




e 


2 兀 


dx 


3/2 


T 


3/2 


1/2 


1 — f^(2mkr) 


n 




1 — 


x 


n 




h 


e " - 1 


T q 
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(6) : r <7\ 时， 


3/2 


x m dx { T 

= 0.770NkT[jr 


U =^f(2mr /2 (kT) 


5/2 


h 


o e 


10. 47 考虑由同种、无相互作用、非相对论的玻色子组成的 气体. 讨论三维气体的玻 
色凝聚是否也存在于二维和一维玻色气体，解释其原因. 

若认为玻色凝聚发生的条件为 ^=0. 对面积为 d 的二维玻色气体， 

、 T 2 ^mA 


de 




I 

t > \ 


-lit 一 AfkT 


de 


e 


U-M)/kT 


h 2 


h 2 


- 1 


e 


0 


2nmA 


^2 

/ =1 

若 P = 0, 上式 发散. 故无玻色凝聚 • 对长度为 L 的一维气体, 


1 ^/kT 


-ire 


h 2 


a/ 2mL 


de 


N = 


2h 


( 

户=0时，积分发散.故亦无玻色凝聚.当然，这些结论都与取 p =0 有直接的关系. 


U-pt)/kT 


— 1 ) 


0 


e 




第 + —章气体分子动理论 


一、 气体分子的碰撞 


11. 1某气体由 7 V 个近独立粒子构成，粒子的动能 e = ap £ jp 为粒子动量， a 和/为 
常数 • 气体粒子处于动量的大小在户和 p + dp 之间，方向在立体角元 do 内的概率为 

dW = f ( p ) p 2 dpdO 

式中，/(/>)是动量的函数.试求气体压强 p 与气体粒子的平均动能密度《的关系. 

解气体分子的动能 e = ap 、 p 为粒子动量， a 和/为常数.分子速度可由动能与动量 


的关系导出 


de 


lap 1 — 1 


^ I — 


( 1 ) 


dp 


P 


气体粒子处于动量的大小在/>和 十 d /) 之间，方向在立体角元 d /3 内的概率为 

dW = f ( p ) p 2 dpdO 

式中， /(/>) 是动量/>的函数.气体分子和器壁碰撞时，相互间有力的作用.气体对器壁产 
生的压强，等于在单位时间内与单位面积器壁碰撞的气体分子的动量的改变量.取分子数 

密度为轴与器壁正交，分子动量 P 与2轴的夹角为心立体角元为汰利 
用式（2)，压强为 


( 2 ) 


C2n p 

jo Vp 3 f(p)dp\ d<p\ 


P 


2 pcosdvcosddW = 2 n 


cos 2 dsindd 6 


(3) 


4 k r 


p 3 f ( p)dp 


气体分子动能密度的平均值为 


edW = 


e P 2 f ( p )<^ p \ d < p \ sin 仇 i 没 


(4) 


= Ann \ ep 2 f ( p)dp 

Jo 

把式 （]) 代入式 (3) 后,利用式 (4)， 我们可得 


如果气体是由静止质量不为零的非相对论分子或离子组成，则/ = 2,因而压强 P = 2 u /3. 
对于静止质量为零的光子气体或极端相对论粒子的气体， /=1， 因而压强 p = u /3. 

种理想气体装在半径为的球形容器内 ，温度为 T . 气体分子的质量为 m , 

分子数密度为》.设气体分子与容器壁弹性碰撞，求气体对器壁产生的压强 a 与气体分子 
的平均动能密度《之间的关系. 

解球形容器的半径为尺，因而其面积5== 4 7^ 2 ,体积 V = inR 3 /3 . 任取一个分子 


(5) 


11 . 2 
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其速度大小为仍，速度方向与器壁的即将被碰撞之处的法线成角^由于是弹性碰撞，碰 
撞不改变分子速度的大小，也不改变速度方向与器壁的即将被碰撞之处的法线的夹角 I 

反射角与入射角相等，即，见图 11. 1. 

分子在与器壁连续两次碰撞间所飞过的路程为2及 cos 九这样，该 

_ 

分子与器壁在单位时间内的碰撞次数为 


V t 


( 1 ) 


' 2只 cos 氏 

在每次碰撞中，分子动量的改变量总是指向球心，其大小总是 

吨•因而，在每次碰撞中，器壁所得到的动量总是与器壁在 
碰撞处的法线平行，并指向器壁，其大小也总是 2 mv iC osd { , 由于 
气体分子空间分布均匀，运动各向同性，因而平均来说，在单位 

时间内，器壁的每一个单位面积上所受到的碰撞彼此相同，所得到的动量彼此相同.换句 
话说，球形器壁每处所受到的压强相同，其大小为 

p = 金2二 


图 11. 1 




Z( * 2mviQ0sdi — 


( 2 ) 


气体分子的平均动能为 


1 N 


气体分子数密度 《 = AW = 3 A 7 i ^， 气体分子的平均动能密度 
( 3 )可得,理想气体在球形器壁上产生的压强与气体分子的平均动能密度有关系 


(3) 


~mVi = 


这样，由式 （2) 和 


» 


P = ~u 


(4) 


这和气体在平面器壁上产生的压强与气体分子的平均动能密度间的关系相同.经典理想 
气体的状态方程为 


p = nkT 

由式 (4) 和（5)，我们可得气体分子的平均动能为 


(5) 


e =七 kT 


( 6 ) 


气体分子的平均动能密度为 


= —nkT 


(?) 


11*3 估计宇宙射线中质子在海平面附近的平均自由程. 

解质子与空气分子的核子发生相互作用被散射.海平面附近的大气分子数密度 

N p 
~ V ~ kT 

是碰撞频率，〃 = 7^ 2 是碰撞截面， d 为分子有效直 


自由程 / = 为平均速率， 

径， “ = ^/ Yv 是平均相对速率.这样 


z = aun 


kl 


16 


1. 38 X 10 


X 300 


々 10 6 cm 




V^2~ o P 


( 10— 13 ) 2 


10 


no 
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_ 


在金属中，即使是高密度的电子气(平均间距 r & l 〜3人），电子-电子碰撞的平 

均自由程仍是很长的（在室温下 h 〜10 4 人）.说明产生长电子-电子碰撞平均自由程的原 
因并定性讨论其温度关系. 

平均自由程;1夂+，〜为有效电子数密度是碰撞截面.对于金属中的电子气 


11 




kT 


体，在温度了，只有费米面附近有效电子数密度 
子才会参加碰撞，因此，其 a 仍是很长的.由上述讨论知，温度: r 时，有 


被激发，也就是说只有这些电 


n 




e F 






即温度升高时，更多的电子被激发而参加碰撞，使其平均自由程缩短. 

(1) 室温和大气压下，空气中氮原子碰撞的平均时间间隔是多少？ 

(2) : T = OK ， 费米动量/ > F = m e o 求简并费米气的电子数密度(给出数量，若记得，直接 

写出即可). 


11 


(1) 设分子平均自由程为“平均速率为平均自由时间为 r ， 则有 


kT 


— 6 


^ 4 X 10 


m 


pa 


na 


%kT 


^ 5 X 10 2 m/s 


nm 


— 9 


r == ^ 8 X 10 


s 


(2) 电子数密度 


8 兀 




dp — 


= 6 X 10 35 m~ 


h 


3/i 


h 




容器被隔板分成两部分，隔板上有一直径为 Z ) 的小孔.容器两部分中的氦 
气分别被维持在7^ = 1501^和 r 2 = 300 K (通过加热器壁). 

(1) 直径乃是如何决定气体达到稳恒状态的物理过程的？ 

(2) 设6、/ 2 为气体分子的平均自由程，当&》£>和 / 2 »D 时，稳恒态下 IJh 是多少？ 

(3) 当£>»/!， Z )>/ 2 时，稳恒态下匕// 2 又是多少？ 

(1) 稳恒状态是两边分子数不再变化•当 D 《“， D 《 l 2 时，交换分子是通过小孔 

泻流进 行的； 当时，交换分子是通过气体的宏观流动实现的. 

(2) 时，稳恒状态为 


11 


n 2 v 2 


4 


式中， i 与％是相应的平均速率，故 


T , 


n 2 


^1 


= 0. 707 


T 


^2 


( 3 )当 /!«/),/ 2 « D 时，稳恒状态为外= 九， 故 


T , 


n 2 


T 
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11-7 考虑处于平衡态的屋子里的空气，估计一个空气分子行走 5 m 所需的时间. 

解由于分子热运动的无规性，类似于对布朗运动的讨论，我们有 

U — nl 2 

其中， l 为分子总位移，/为分子平均自由程，《为分子走完位移 l 被碰撞次数.引入平均 
速率 ZN 则所需时间 


L 


(5 m ) 


= 10 4 s ^ 3 h 


5 X 10 — 6 m X 5 X 10 2 m/s 

假设你坐在房间内，刚刚呼出一个氮原子，你的呼吸缓慢平静.计算要花多少 
时间，它方能以可观的概率扩散到 R = \ m 外的地方. 

先估计分子碰撞的平均自由程/和碰撞的平均时间间隔 r : 

, 1 kT L 38 X 10~ 23 X 300 


lv 


11 


— 6 


= 4 X 10 


m 


1 X 10 5 X 10 


-20 


pa 


na 


— 6 


4 X 10 


— 8 


=1. 4 X 10 

把每一次碰撞看成一个事件，这事件给氦原子位置带来方差经过； v 次碰撞, 
方差为 L 2 =N (△_ r ) 2 = A 7 2 . 氦原子以可观的概率扩散到远处时， 

R 2 = NL 2 


300 


故 


R 


r =8 - 6 X 10 2 s ^ l 4 min 


散射. 两个氢原子间作用势的尺度约为 4 A •对热平衡气体，求得在其原子-原 
子散射基本上是 S 波散射时的温度的估计值. 

■ 

由于是 S 波散射,仏< 2 心 其中々 为波数 ， a = 为势的作用范围.又 

1 , ^ n 2 k 2 

^ k B T = —— 


11.9 




式中，心是玻尔兹曼常量.因此 


T <C h 2 /k^ma 2 ^ 1K 

空腔内热辐射可以当作光子气来处理，光子动量 a 和能量 e 之间有关系 

&，其中 C 为光速，证明光子气的压强 /) 是能量密度 M 的^利用上面公式证明，当光子气 
充满一个有完全反射面的空腔时，绝热压缩过程满足 

Pv =常数 


11 . 1 


e= 


求 y 的值 


我们考虑频率在 w - w + dco 范围内的光子作用在器壁 
上的压强，设 nMdco 为光子数 密度. 考虑 ( r ， 心的处 体积元 dF 

(图 11. 2) 内的光子，它们打在面积元 cL 4 上的概率为 
力贡献为 2 hos ^ 所以有 


dAcos 汐 


，压 


4 兀 r 
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cMcos 汐 


ndco • dV 


2 是 cos 夕 


df 


d 仞 


Anr 


= ^^2nkcos 2 d^\n6<irddd(p 


dp 


dZd ， 


dAdt 


式中， dr/df = or 为光速.这样压强为 


u(oj) 


dpco = I 


—rkcdco = 


dco 


p = 


式中 〃(⑴ ）= Mc ， 奴⑴)为能量密度.积分即得 


U 




3 V 


其中，〃为能量密度， L T 为总能量.由热力学基本方程 

dU = TdS - pdV 


U 


p =： - 


V 


有 


dU = 3pdV-j~3Vdp 
ApdV + 3Vdp = TdS 


当狀= 0时， 


dV 




0 






P 


因此 


常数， y=f 

H u 辐射压.辐射可视为光子气体并可将由运动学和热力学得到的许多结果应用 
于辐射气体. 


(1) 证明能量密度为〃的各向同性辐射施于理想反射壁的压强是 


P = ^ u ^ 

(2) 黑体辐射是充满器壁温度力 7' 的固体空腔，并与之处于热平衡的辐射.用热力学 
的论点证明黑体辖射的能量密度仅依赖于温度: T ， 而与空腔的大小以及器壁的材料 无关; 

( 3 ) 由 （1) 和（ 2 )的结果中得出结论 :黑体 辐射的压强仅依赖于温度,/> =声(: T )， 并且 

内能"由给定，其中7为空腔的体积.利用这两个事实，由纯热力学理由, 
导出 M 7’) 的函数 形式. 可相差一个不确定常数因子. 


(1) 任选器壁上的面兀 diS _ 在单位时间内，从立体角元 sin ^ d ^ d ^ 流向面元 d * S 并 
被器壁完全反射的光子流，其垂直于器壁的动量分量变化为 

/ H \ 

—sindddd<p\ (dScosd)(2cos6) 

\ 4兀 / 


式中，能量密度 

于单位时间内单位面积上的所有光子垂直动量分量的改变量，即 


nkc . n 为光子数密度 A 为光子动量， c 为光速.器壁所受压强声等 


ne 


rZTi 1 

cos 2 ^sin^d^d^> = 七 u 

Jo Jo 3 

( 2 ) 假若内能与空腔的大小或材料有关，取两个大小不等、材料不同的空腔，使它们的 
壁温度相同，均为 T . 腔内辐射与壁达到平衡，故辐射的温度也为7，.但根据假设，它们的 
内能密度不相等.将这两腔用小孔连通，为达到新的平衡（压力 相等） ，有净辖射由高内能 


/ ? = ;n 


2 tt 
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密度的腔内流向另一空腔.可以用热机吸收这个相差的热董，并完全转化为对外做功.但 
是，这违背热力学第二定律 :不可 能从单一热源吸热使之完全变成有用的功而不引起其他 

变化.因此，内能密度必然与空腔的体积和材料无关，而仅为温度的函数. 

⑶由 ( f ) 


=一户=一亡奴了’），以及自由能尸为广延量，可得 F = —士奴又因 

1 ducn 

3 dT 


7 1 


dF 


熵5 = 


V ，注意到户’ =?7 — 7\5 ， 可得 du/u = AdT/T、u = aT 〜 ，因而 /> = 


m 


v 


a 7’ 4 , 其中 a 为常数 


11. 12 有相互作用的原子气体的状态方程和定容比热容分别由下式给定 

paw) = a T xn + br z + cv 

cAT,V) = dT m V + eT z V + fl 


一 2 


1/2 


其中 ， a 〜/ 为与 1\ V 无关的常数. 

(1) 用 < Jr 、 dv 表示内能的微分 dt /( r , F ); 

(2) 根据 V (了， V )是状态函数的事实求出 a 〜/各常数的 关系； 

(3) 求出作为函数的 ucr , vo ; 

<4)利用动力学的论点，推导出理想单原子分子气体的户和 f ； 之间的简单关系（所 

谓理想单原子分子气体，在原子间无相互作用,但其速度分布是任意 的）； 假如把前面各部 
分讨论过的气体理想化，对从 d 到/各常数的限制是什么？ 


3[/ 


(1) dU(T $ V)=c v dT + 


dV 




dV 


T 


a 


=(dT l/z V+eT 2 V+fT l/2 )dl 

(aF/aV) T = — idU/^/)r J rT{dp/3T) 

(2) dt/cr，y) 必须是全微分，即要求 


1/2 


2bT 3 +cV^ 2 dV 


— i 


式中，利用了 p 






V 


因而 


A dU 

3V\W 


± ru 

W 




T 


dT m + eT 2 = 


- 1/2 


2 


丄 aT 


65T 




4 


故， “ = 0， J =0 ，e = 66 

(3) 由 （1) 与 (2) 


dU(T,V)=d( 2bT z V)+ JT 1/2 dT -cVMV 


因此 


"(7^) = 2奸 3 7 + 今/^ 3/2 +少- 1 +常数 

O 

(4) 假想在气体中放入理想反射面,速率为 X ；的分子在其上产生的压强为 


tt /2 C2n 


1 N 


vcos 02 mvcosd = 


P 


T7mv 


V 




4 tt 


0 


0 


理想气体的内能密度就是其平均动能密度，即 
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N 


V 2 


U 




V 


故平均压强/?为 p = pv = 

若气体被理想化，则上面的物态方程应被满足 


或/令 t ; 


， 


^(2 bT 3 + ^/ T 3/2 V~ l + cV ^ 2 + 常数 X F — 1 ) 


bT 3 + cV 


—1 


由此得 


4 


bT 3 + ^ fT 3/ z V~ x - cV ^ 2 = 常数 X V - 1 


这样 b 、 c、f 中，不能有两个同时为零. 

11. 13 稀薄气体中的声速 c s 由绝热压缩率表示 


1 


kT 


3 E 


= 7-^r 


c 




M 


3 P 


s 


其中， M 为分子的平均质量 M 为玻耳兹曼常量 , y 为比热比. 

( 1 ) 对室温下空气，求下列数值结果： （ i ) 声速； （ a ) 平均分子碰撞 频率； （ m ) 分子平均 
自 由程； （ iv ) 平均自由程与特征波长 之比； （ v ) 特征频率与碰撞频率之比(取特征频率 

300 Hz ); 


(2) 用上述结果解释为什么“绝热”近似是合理的. 

(1) ( i ) 声速 


kT 


y ^ = 350m/s 


c 


S 


( ii )、（ iii ) 平均自由程 


1 kT 


— = 4 X 10 一 6 m 


pa 


no 


碰撞频率 


f = v/l = l . 2 X 10 8 Hz 


( iv ) 平均自由程远小于特征波长 A 


一 6 


^ = 3.4X10 


A 


A 


€ 


ft 


(V) 特征频率 V 远小于碰撞频率 


y//=2. 5X10 

(2) 由于声波是在波长 A 的尺度上压缩空气,下面我们估计热量传导距离 A 的时间 

与声波的周期 r 相比的数 量级. 一个分子与其他分子的碰撞次数 iV 和它所经过的距离 
及平均自由程/有关，可用如下关系式 表达： 


— 6 




A 


A 2 = Nl 2 


因此 


N/f Nv M 2 


tx 


77 ^ = 2* 2 X 10 


1 /v 


fl 


r 


可见，空气分子的振动远快于传热，可视为绝热振动. 
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11. 14 气体中的声速可由下式计算 


密度 


(1) 验证此式量纲的正确性； 

(2) 此式意味着声音穿过空气的传播是一准静态过程，另一方面，对空气来说，当声 

速为 340 m / s 时，气体分子的方均根速率为 500 m / s ， 问此过程为什么是准静态的. 


B 


声速 


f ，其中 B 为绝热体积弹性模量^为密度. 

[❿[滎] 


(1) 量纲 


[A/>] = ML* 1 T 


_ 2 




M=ml 


一 3 


因此， 


— =LT _1 = [t;] 


(2) 见题 11. 13(2), 

11. 15 考虑零温度下的无相互作用相对论费米气体. 

(1) 写出气体静止系中的压力和能密度.状态方程是 什么？ 

(2) 将系统按均匀静止流体处理，推导小密度涨落传播的波动方程，并由此推得气体 

声速的表达式. 


(1) 相对论粒子的能量动量关系为，故能密度 


多 F 


4丌 


itc 


= ti (2 J + 1) ep 2 dp = (2 J + 1) 7 i/>F 


h 


h 


V 4 


其中 J 表示费米子的自旋量子数，/ > F 由 N =(2 J + l )^ np ^ 确定，故 


h 6 3 


4/3 


N 


81丌 


= Tic 


32 C 2 J + 1) 


V 


3 E 


压强 


十心所以状态方程为 


dV 


pV = fE 

(2) 假设 )0=^0。+ 知 ，户 = 户。 +分， 其中 po^po 分别为流体的密度和压强，如、 S /) 为相应 
的涨落.对静止流体，取速度 t ； 為 ，将连续方程保留到一级小量得 

+ 内 V • Sv = 0 


d dp 


dt 


在相同的近似下欧拉方程为 


d 8 v 


V 


dt 


Po 


理想流体的运动是绝热的，故 


^Po 


dp 


dp = 


各 p 




dp 


3 Po 
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因此，可得波动方程 


3 


V 2 如 = 0 




he 


81 k 


其中 r . 


为气体的声速.利用 / >o = y 叩》 /3 ，其中 

mN /V <,m 为粒子质董，得 p = "'/"^片 6 . 

11 - 16 推导标准状况下空气分子平均自由程的一个粗略估计式.求下列分子在相继 
两次碰撞间的程长. 

(]) 一个慢分子； 

(2) 一个快分子. 

在分子 A 的运动过程中，显然只有中心与 A 的中心之间，在垂直于运动的方向 

上，相距小于或等于分子有效直径的那些分子才有可能与乂相碰.因此，为了确定在一段 

时间内有多少分子与分子 A 相碰，可设想以 A 的中心的运动轨道为轴线，以分子有效直 

径 d 为半径作一个曲折的圆柱体.这样，凡是中心在此圆柱体内的分子都会与 A 相碰.圆 
柱体的截面积为 a = 

在时间，内，^所走过的路程为 utUi 为平均相对速率），相应的圆柱体的体积为 a 心， 
A 与其他分子碰撞的次数为 naut ( 为粒子数密度).碰撞频率为 


t P (\ = 


32 (2J + 1 ) 


m 


TiOttt 

乙 = - 


平均自由程 A 

由麦克斯韦分布可证明 t；， 因此 


^是平均速率. 


Z 


nou 


^/~2 on V^2~ nd 2 n 


2kl 


从麦克斯韦分布出发，通过精确计算可得到速率为 


的一分子的平均自由程为 


人, 




nd z 少 ( x ) 


其中 ^( x ) = 


r + (2x 2 + 1) 

(1) 对一慢分子 a — 0,即 x _ 




0 ，少 （ x) 々 ^r ， 


nd 


nd 


(2) 对一快分子， 


,^(x)^ X 1 ， 


CO ，即 J 


Tend 


I 7 (1) 海平面上: T = 3() 0K 时，多大部分的氢气可以逃脱地球的引 力场？ （可以用 
理想气体假设，结果可以保留积分 .） 


11 . 
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(2) 设想在大气层上部有一氢分子，其速度大小等于地球的逃逸速度，该分子上部大 
气的厚度为 ^- lOOkm . 近似地认为大气是等温和等密度的， 《 = SXKP / m 3 (这不是很 

好的近似).利用简单的讨论，估汁这个分子要逃离大气所需要的时间.设大气的总厚度比 

之地球的半径是很小的 .一 些有用的数据 J 地球 = 6.4 X 10 3 km,M 地球 = 6 X 】0 24 kg . 

(1) 麦克斯韦速率分布为 


^ 3/2 


v 2 dv 


4兀 


e 2kT 


2nkT 


设％ 为地球逃逸速度 


v c = y = 7, 9 X 10 3 m/s 

v > v c 的氢气分子将可以逃离地球引力场，这部分氯气为 


x 2 djc 




!2kT 


其中 


2 X 1 0 3 m / s , 因而 


V 


dx 


ae 


— 5 


dj ： = 6 X 10 


=1, 44 X 10—° + L 13 


^4 


(2) 这个分子逃离大气的时间即是以可观的概率扩散到 d 远处的时间.分子平均自 


由程 


—= 4 X l ( T 6 m 


每两次碰撞的时间间隔 


一 10 


—= 5 X 10 


经过 N 次碰撞，分子扩散的方差为 P = A 7 2 . 当/ =/时， 


d 2 


N = 


d 


= 3 X 10 u s ^ 1 万年 


即约经过〗万年该分子才能逃离大气层. 

11 . 18 一种气体由两种分子组成，其分子质量和粒子数密度分别为 M . Mz . N , 
N 2 . 两种不同分子之间的碰撞截面为 A | v 12 1，其中 A 为常数， k 12 1为相对速度的大小. 

(1) 按所有不同种分子组成的分子对求和，求其平均质心运动 动能； 

(2) 在单位体积和单位时间内，不同种分子之间发生多少次碰撞？ 

按麦克斯韦分布 


M 


M 2 

e _ zkT v 


fAv = N 


dv 


2nkl 
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* 


Mj v x + M 2 v 2 

Mi + M 2 


f^dv^dv 


( M l + M 2 ) 




N X N 

注意交叉项积分为零，得 e =3 kT /2 


其中 V 


v 


(2) 单位时间和单位体积内不同种分子的碰撞次数 


) 2 fJ 2 dv x dv 2 = 3 AN x N 2 kT 


A \ v u \ ^ \ v 21 If ^ f ^ v^dvz = A \\ 


M , 1 M 2 


气体输运 


40 和 ;^ He = 4, 它们在标准状态下的粘 

和 7 h c = 18. 8 X 10 _6 k 


11 . 19 已知氩气和氦气的分子量分别为 
度系数分别为 7 a = 21. 0 X 10 _6 kg 
和氦气在标准状态下的 

(1) 平均自由程 之比； 

(2) 有效截面积之比； 

(3) 导热系数之比； 

(4) 扩散系数之比. 

(1) 已知气体的粘滞系数 y) = pv V 3, 式中，质量密度 f>=nm，n 是粒子数密度， 




1 .试求氩气 


— 1 


— 1 


mi 


是分子质量,分子平均速率 Am , A 是平均自由程.因此氩气和氦气在标准状态 

下的平均自由程之比为 


Aa 


1/2 


7a 


w He 


( 1 ) 


= Ch 353 


々 He 




(2) 已知平均自由程因此氩气和氦气在标准状态下的有效截面积之比 


为 






( 2 ) 


—f = 2. 83 

戊 He Za 


(3) 已知导热系数 >c = c v 7, 式中 o 是单位质量物质的定容比热容，因此氩气和氦气在 
标准状态下的导热系数之比为 


^He Va 

m K ^He 


= 0 . 112 


(3) 


疋 H 


(4) 已知扩散系数，因此氩气和氦气在标准状态下的扩散系数之比为 


D a 


7a 


= ()• 112 


(4) 


D 


々 He 


11. 20 在刚球引力模型中，气体分子的有效直径 n 与温度 r 的关系是 tr = 

Wl + C /7，， 式中 a 。 和（:均为常数.证 明:气 体的粘滞系数 7 = Vo ( T /273) 3/2 [(273+ C )/ 
( T + C )]，7 o 是温度为 273 K 或0 C 时的粘滞系数. 

证在刚球引力模型中，气体分子的有效直径〃与温度了的关系是 


( 1 ) 


戊 =( 7 0 


式中％ 和 c 均为常数.按照气体分子动理论，气体的粘滞系数 
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( 2 ) 


7 = ~mnX 


v 


式中， w 是分子质量，《是分子数密度 ， I =( vT tt / w 1 是气体分子的平均自用程， 
V 8々777 tw 是分子的平均速率.把这些量及气体分子的有效直径代入式 (2) 得 


V = 


SmkT 


(3) 


7 j = 


3 vTtt ^(1 + C / T ) 

由式(3)，温度为 273 K 或 0 C 时的粘滞系数是 


丌 


8mk X 273 


(4) 


Vo = 


3 + C /273) 


丌 


利用式(4)，则式 （3) 化为 


3/2 


1 + C /273 T 


273 + C T 
T + C I 273 


(5) 


V = Vo 


= Vo 


1 + C /7 


273 


1 L 21 质量为 m 、 电荷量为 e 的带电粒子遵守麦克斯韦速度分布.试用弛豫时间近 
似，证明该物质在弱电场下的电导率为 


r 0 / m ， 式中，;2为粒子数密度， r 。 为平均弛豫 


a = ne 


时间 


弛豫时间近似下的玻尔兹曼输运方程为 

K 3f 


/ — /o 


(1) 




dt 


dr 


d v 


r 0 


m 


式中， r 。 是弛豫时间， /=/( r ， v ，() 是带电粒子的分布函数，一般而言, / 是 r 的慢变 函数; 
对于均匀弱电场，/与 r 无关 :/=/( r ; , r );/ 0 是麦克斯韦速度分布 函数： 


3/2 


m 


v 


fo 


( 2 ) 


exp 


n 


2^kT 

式中， 《 是粒子数密度.设在 z 方向有一恒定且均匀的电场£，，则 艮 .这时，讨论稳态 
解，则式 （1) 化为 


2kT 


/ — /o 


eE z df 


(3) 


dv 


m 


r 0 


在弱电场下， / 偏离/。很小.我们可令 


/ = /o + /l 

式中: K / h 将式 (4) 代入式(3)，并且只保留一阶小量，可得 


(4) 


df o 


A 


(5) 






dv 


因而，我们有 


3 f o 


/ = /o — 


( 6 ) 


dv 


电流密度为 


fdv = 


f(v z )dv 


= e\v 


e 


v 


( 7 ) 


€ -^ ^dv 


e 


fo(v z )d 


nr 0 E 


—e 


v 


e 


v 


V 


dv 


m 


m 
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_ 


式中， r 。 为平均弛豫时间.一般而言， r 。 是％的慢变函数.因为我们只关注一阶小量，在积 
分时，我们用 r () 代替了 r 。. 由式⑺可得，电导率^ = >/£,为 


( 8 ) 


cr = —nr Q 


11,22 在粘滞系数 7=18 C^Pa • s , 温度为27 C 的气体中，有一个半径尺= 0. 0001 
的油滴.试求在10 S 钟后，油滴位移量的方均根值.忽略重力效应. 

在一维空间中，粒子的运动方程为 


cm 


d 2 x 


djr 


=- 7 ^ + Fit) 


( 1 ) 


dt 


式中7=6巧/?(斯托克定律）， 7 是粘滞系数，及是油滴的半径，是分子碰撞所产生的 
涨落力的平均值为零 : _=0.我们可把式 （1) 改写为 

M 

2 士 2 

因为 I 与 Fit) 不相关，所以对大量油滴取平均（系综平均），我们可得: • Fit) 

n 

0. 并且，我们还有 M ( dr / ck ) 2 = ^ r •这样，对式 （2) 取平均，有 


7 d 


d 


x 2 - M 


= xF (t) 


( 2 ) 






2 cU 




d d 


7 d 


2 kT 


(3) 


= 0 


ck d ， 


M dt 


M 


由式 （3)， 我们可得 


d 


) 


2 kT 


7 


+ Cexp 

式中， C ■是一个积分常数.忽略式 (4) 中的暂态项，我们可得 

— 2 kT kT 

因为气体各向同性，所以 7=7=7. 因此，位移平方的平均值 P = x 2 + y +/= :?+7+ 
7=3 ：?•这样，利用式 (5) ， 我们可得油滴位移量的平方平均值为 


( 4 ) 


dt 


7 


M 


(5) 


7 


kT 


( 6 ) 


% Rr ) 


把7’= 300 K , t = 10 S ，7=180 X 10- 6 P a &/? = l ( T 4 cm 代入式 （6)， 我们可得油滴位移 
量的方均根值为 


= 2_ 7 X 10 _ 3 cm 

3半径为的圆盘以恒定速度 I ；在稀薄气体中运动.圆盘的运动方向与盘面垂 

直.气体的温度为 T ， 分子数密度为 n . 试求盘所受到的阻力.假定盘比分子大，但比分子 
平均自由程小，盘速比分子平均速度小，气体分子与圆盘弹性碰撞. 

解我们先导出严格结果.假定圆盘的速度 v 式中 S 为单位矢量 .按照麦克斯 

韦速度分布律，在温度为: T 的热平衡气体中，速度为^的分子数密度是 


(7) 


11 


1/2 


= 


( 1 ) 


exp 


2 nkT 


2 kT 


式 中，〃 为气体分子数密度， w 是分子 质量. 考查在盘后面的一个速度为 w 的分子.如果 

它相对于圆盘的速度 


是正的，它将与圆盘 碰撞. 因为碰撞是弹性的，分子在碰 


Vrei^Vjr — Vo 
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撞) PT 的相对速度是 V 

圆盘的质 M , 则分子速度的改变量为 △〃= 一 

子不再与其他气体分子处于热平衡.因而，我们得到的最终结果将依赖于分子的平均自由 

程远远大于圆盘的大小这一假定.这一假定使得碰撞圆盘的分子都处在热平衡状态.在分 

子与圆盘的一次碰撞中，圆盘得到的冲量为 2m(v x ~v 0 ). 在单位时间内，与盘碰撞的速度 
为 z ，, 的分子数是 


因为圆盘比分子大，并且我们假定分 子质量 m 远远小于 

注意，与圆盘碰撞 后的分 


cl ^rcl 




N(v x ) =丌沢 VOiKw — 

由于分子与圆盘背面碰撞，在单位时间内所产生的总冲量为 


( 2 ) 




dv x 2nmR 2 p(v x )(v x — v Q ) 


(3) 




V 


0 


现在，我们考查圆盘前面的情况.在这个区域内，速度 ^< t ； 0 的分子将与圆盘碰撞.一次 
碰撞给圆盘的冲 量是一 2 m ( z ； 


)_ 这种碰撞使圆盘在单位时间得到的总冲量是 


0 — 以 


JT 


V 


h 


dv x 2nmR z p(v x ) (v 0 — v x ) 2 

因此，圆盘在单位时间得到的净冲量，即施加在圆盘上的净力 F = /l+ 八是 

dv x p(v x )iv 

- oo 

在第二个积分中取 


(4) 








^) 2 " 


F = — 2^mR 


dv x p(v x )(v Q — 


) 


—V 


(5) 


0 


X 




在第一个积分中取 

(5) 改写为 


并注意到 〆 〃）= 〆 一〃），可把式 


U = 一 V 


U—V 


X 9 


x » 


0 


dup(u) (v 0 + u) 2 -|- dup(u)\^(v 0 + u) 2 — (t; 0 — w) 2 ] 

J v 0 

kT . 这样，利用圆盘速度 i ；。 远远小于分子平均速度 L 应有 


F = 一 2^mR 


( 6 ) 


—v 


0 


按能量均分定理，可有 


m v 


mv 


o 




exp 


^ exp 


(7) 


2 kT 




因此，在第一个积分的积分范围内，我们可取 


1/2 


p(u) ^ p(0 ) = 

因为、 + W ) 2 — (抑一 w ) 2 = 4 t ^， 我们能精确计算第二个积分 • 由式(6)，我们有 


( 8 ) 


n 


2 nkT 


\ 1/2 


v 


0 


m 


u 




F = — 2^mR 2 n 


(T7 0 + u) 2 du + 4 ： v 0 uexp — 


du 


2 nkT 


2 kT 




V 


0 


(9) 


1/2 


. ar 


m 


2^mR z n 






t; 0 exp 


2nkT 


2 kT 


因为％ 《 tN 因而 mvl《kT • 在式 ( 9 ) 中，我们能展开指数函数，得到最终的结果 


1/2 


UT 


m 


F = — 2^mR 2 n 


+ 


- v 


# _ _ 


0 


ZnkT 

I 

— — 4(2nmkT) U2 nR 2 v 0 

现在，我们讲一个近似方法，所得结果与式 （10) 中的首项只相差一个数值因子.我们假定 

所有分子都以分子的平均速率 t 运动.在与圆盘碰撞后，盘前面的分子具有速度 
后面的分子具有速度 V-V0. 因此，分子得到的平均动能为 


2 kT 


m 


( 10 ) 


_ « _ 


6 kT 


+%，盘 


v 
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y [(T ； + v 0 ) 2 + (t ； — i^o) 2 ] — 

因为％ 《 l 在时间 （ 内，与盘碰撞的分子数为《以 2 士.在这个时间内，圆盘传给气体的动 
m ^ mvlnn ^ vt 等于阻力 / M 故的功.因而，我们有 




( 11 ) 


—m 


v 


k 


Fv 0 t — —mvlnrcR 2 vt 


( 12 ) 


把气体分子的平均速率 1=( 从77謂) 1/2 代入式（12)，我们得到 


F — (2^mkT} l/2 nR 2 v 0 


(13) 


式 (13) 的右端与式 (10) 右端的首现只差一个数值因子 4. 

1124 证明 :若 把一个宏观小的物体放入一温度为 T 的流体中，由于流体分子的碰 
撞，此小物体将做随机运动，它沿任意方向位移的平方平均满足 

(Ax) 2 = Tt/X 

其中， f 为历经的时间， A 为一个与流体的黏度成正比的常数. 

由于流体分子的热运动，小物体被流体分子所碰撞，它所受到的力可归结为阻尼 
力： 一 ywy 为黏度）和随机力 / u )，7^= o ，/ ⑴/(/)=^阶 一 o ， a 待定.此时，小物体 
的运动方程为 


dv 


yv + fit) 


设以（ 0) = 0 ,则 


dse-^ $)0 F(s) 


v(t) = 


0 


其中， ，> o ，^= y / m ， F (?) =/(#)〜，故 


J 


a 


― it — j ) 斤 … ( 


viOvi ^) = ds \ ds f e 




F(s)F(s f ) 


^ s ^^S(s - s f ) 


ds\ ds’e 






2 


0 


J 0 


0 


0 




a 


a 


ds ds f e 2 私 d(s — s r ) 


一 f 




dse 2ps d(s)d{t f - s) 


= ~ 




m 


m 


) o 


0 


0 




a 


a 


— t )0 


获 exp[2/?miW)] 


exp (— J3\t — t f \) 




2/3m 


m 


1, x>0 

0 , x < i 0 

热平衡时应有〈 V ⑴所以 


其中 jd ( x ) = 


2^mkT = VfkT 


a 




又 


= x(t) — j :( 0 ) 


v(s)ds 




0 


所以 


nr 

ds| cU’ v(s)v(s f ) = — cb d 5 r exp [— 7(s — s f )/ml 
J 0 W J 0 Jo 


5 


(△•r) 


0 


kl 


2kT 


Tt 


m 


— yt/m 


云 （1 - 


~t — 


e 


7 


7 2 


r 


m 
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攀 


故 


X=r/2koz7 

11.25 (1) 从最简单的分子动理论出发，推导气体扩散系数 Z ) 的近似表 达式; 

(2) 以你所知的数据估计标准状况下空气的 ZX 

(1) 取 z = z 0 处面积元 cLS ， 它将气体分为 A . B 两部分.图 
11 . 3 .在任一体积内的所有分子中平行于;2：轴向上或向下运动的粒 

子只占其中的由此可确定,在时间山内通过 dS 面元沿2轴正向 
输运的气体质量为 


B 


6S 

琴 ■ ■ ^ 


A 


A 


y 


— n A vdSdt — — n B vdSdt \ = — vdSdt ( p A — Pb ) 


图 11*3 


(sf) 


i £ 


—vdSdt • 2 A 




dSdt 




dz 


3 


根据扩散系数的定义，得 


D = —vA 


其中^为气体粒子的平均速率 a 为平均自由程 

(2) 在标准情况下，空气的平均速率为 


8 kT 


^ 448 m/s 


nm 


平均自由程为 


6 . 9 X 10 


-8 


m 


因此扩散系数为 


1 


D = —vk ^ 3. 1 X 10_ s m 2 /s 

(1) 证明压强与黏度之比近似等于气体分子在单位时间内的碰撞 次数； 

(2) 由此计算在标准状态下单位时间内的碰撞次数•标准状态下的黏度为 1.8 X 10 

CGS 单位. 


11.26 


— 4 


(1 ) 黏度其中； I 为粒子数密度， m 为分子质量^为平均速率 J 为平 


均自由程.压强为 


p = nkT 


因此 




vX 


1 


根据公式 〃 2 = ^■，并忽略平均速率与方均根速率之差别，得到 


p V 




A 


7 


是碰撞频率 
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(2) 标准状况的压强 ^=1.013 X 10 6 dyn / cm 2 . 因此，单位时间内的碰撞次数为 

= A = 1. 013 X 10 

— 7 — 1. 8 X 10 

1127 (1) 一足够稀薄的氦气，它的输运系数决定于原子间的二体碰撞，试推导此气 

体热导率的表达式> 

(2) 估计在室温下气体 3 He 的热导率和气体 4 He 的热导率之 比值； 

(3) 在溫度靠近 2 K 处，此比值会出现异样吗？ 

解 （1) 设与 z 轴垂直，在处的面积元 dS 将气体分为两部分. X 部分及 
B 部分的溫度分别为和 7 Y 在温度差不太大的情况下，我们可以近似认为 

因此，在时间山内通过 cLS 面，两部分交换的分子对数为根据能量 

0 

均分定理，4部分的平均动能为部分的平均动能为^ ^7 ^(7 为粒子自由度数 

目）•因此，在时间山内通过 dS 面输运的总能量，即沿 z 轴正方向传递的热量为 

dQ = jmxLSdU -^rkCT A ~ T B ) 


= 5. 63 X 10 9 /s 


z 


— 4 


nAVA — rtBVh 


—nv 


2 


用温度梯度来表示温度差，则有 


dr 


t a ~t 


=— 2A f 


B 


ds ： 


0 


因此 


l JdT 


dQ~ — ~nvJ ~k 


dSdt 




2 \ dz 


即热导率 


~k = ~pvkc 


K — 


其中 o 为定容比热容. 

# 

(2) 由于 Wocm / d 2 ，Foc 
于 3 He 及 4 He ， 可看作 d 相同.因此， 


一 1/2 


， Cv0C : ，故热导率 2 ,其中， d 为原子直径，对 


m 


— 1/2 


- 1/2 


扣3 


^ L 15 

( 3 )当温度靠近 2 K 时， 3 He 处于液相 / He 处于超流相，上述二体碰撞图像不再适用, 

热导率的比值将出现突变. 

11-28 在房中用作绝热的闭合性泡沫材料是这样制备的 ：小泡 内初始填充分子量为 
的多原子分子气体.若干年后，气体扩散到泡外，并被干燥的空气(平均分 子量& 30) 代 
替. 假设绝热特性主要由气体的热传导性 决定. 讨论影响气体热传导性的各种因素，对每 
种因素作出论证，它使绝热性能增大还是 减小. 什么是影响绝热性能的最主要因素 

热导率 # c ~ Abic v ，其中 A 为自由程，为平均速率，„为分子数密度 ， Cv 为分子比 
热容大，则分子扩散速 度快； 比热大，则交换一对分子伴随的热量交换多；在一定的温 

度梯度下，自由程 A 长，则高温处分子向低温处运动的过程中热量损失小，因此分子交换 


4 


《4 


m 


60 




? 
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伴随更多的热量交换 . po ： vT 7^，《 A 〜1/〜其中 Z 为分子量 ，〃为 分子的截面, < rc ^4 2/3 .因 


]tt,KOzA^ 2 / \VT/A=A 


#，可见主要因素是分子量儿当多原子分子气体被干燥空 


一 "6 


气取代时，材料的绝热性能降低. 

11-29 热水瓶（图 11. 4). (1) 阐明理想气体的热传导性在固定温度下如何依赖于它 


的密度; 


(2) 热水瓶由两个同轴玻璃容器构成，中介空间填充低密度的空气.尽管 

真空不完善，为什么还可起到绝热容器的作用？ 

解 （1) 理想气体的热量的传递是通过分子不断碰撞，由高能量分子向低 

能量分子传 递的. 温度固定的理想气体，其分子平均速率5 —定.因此气体密 

度越大，分子间的距离越小，分子碰撞越频繁，故能量传递就越快.反之，密度 
越小，热传导性越差. 

(2)' 填充的空气密度很小(近似真空），可看成理想气体.低密度的结果是 

填充气的热传导性很差.内部热水分子的能量传给热水瓶内壁，但填充气阻碍了热量进一 
步向外传递.因此，热水瓶起到了绝热作用. 

画出一绝缘固体的热导迤隨温度变化的草图.简述并定量推导两极限温度时 


图 1L4 


11. 30 

的简单温度关系. 


如图 11. 5所示.热导率 


A , 其中， c 为比热容，％为声速，; I 为声子的平均 


cv 




自由程 


(1) 低温： T ， 比热容 ccx T \ 由于％及; I 为常数，因此 kccT \ 

(2) 高温7’，从杜隆一柏蒂定律或能量均分定律得到 c = 常数，队为常数， Aoc ^， 因而 


T 


KOC — 


7 


1131 用比热容、元激发或粒子速度、平均自由程及 

温度梯度表示平衡热流方程 （3 分量形式).讨论金属热导 
中的量子力学和量子统计现象. 

解热流方程 7'= — K △了，其中热导率为 

比热容为粒子平均速度，/为平均自由程.这里实际上已 
假设电子传导比晶格传导大得多（在室温情况下是正确 


图 1L 5 


的） • 


晶格对电子有吸引作用，作用势在金属内部均匀，在金属外部为0,故可以认为价电 
子占有势阱内部的能级.占据能级 e 的概率为费米分布， 

f ( £ ) = {exp[(e — ^)/kT~] + I} — 1 

金属的费米能 e F —般较大 ( eV 数量级）4了〜点 eV (室温），所以通常的温升对电子分布 

的影响很小.一般温度下，电子传导主要来自具有较大能量的电子(即费米面上的电子）， 
它们仅占电子总数的々77句，故应取粒子的平均速率 p 为费米速度 t / F , 


== (2 e ¥ / m Q ) 
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这样，平均自由程 / = wr ， r 为电子的弛豫时间.与经典统计不同，温度的上升只影响费米 
能级上的电子，按强简并近似，比热容为 


kl 


nk 




Sp 


其中《为电子数密度.因此，热导率《 = /^ 2 7>/3%.这个式子与碱金属的实验值符合得 


很好 


大气 


容器内充有 1000 cm 3 、 温度为 4. 2 K 的液氦，容器器壁 
面积 Z = 600 cm 2 , 周围是温度为 77 K 的液氮（图 11. 6). 容器的真 
空层厚度为 0. 5 cm ， 其中有压力为 lOjumHg 的氮（气态).估算一 

液氣下，容器中的液氦完全逸出所需的时间(作为粗略的近似，你可以 

假定真空夹层有恒定的温度差，而用平均温度来估算热传导). 

液氦吸热后，经过汽化相变，然后膨胀逸出.近似地，认为 

dp p 

dT^T* 


11, 3 


液氦 


图 11. 6 


汽化潜热和膨胀功是同一个数量级的，即认为相变曲线 


f 是逸出所需要的热量为 


Q ^ pV = mRT 

为摩尔数.估计 m 和同体积水的摩尔数相当， 

1000 X 1 


= 56( mol ) 


18 


故 


0^56 X 8- 3 X 4. 2^2 X 10 3 ( J ) 


考虑传热，由于真空层中分子平均自由程 


kT 


= — ^ lm 》 0. 5 cm 


pa 


式中 ，〃为 分子数密度，〃是分子碰撞截面积.故传热为 

q ^ A * (n • 1 ；) • (^ AT ) ^ 30 j/s 


于是逸出时间 


Q 


t = ——^ 10 2 s 


q 


简单气体的输运性质.相互碰撞的硬球系统，作为原子气体的简单模型，可估 

算原子气体的许多性质.本题目的是推导出定性描述各种现象的系数的近似表达式.用以 

下各量表示所求得的各种 系数: 玻尔兹曼常数 t 温度: T 、 原子半径及、原子质量 w 、每克物 
质热容量 c 和质量密度 

(1) 导出热传导系数 《(g • cm /( s 3 • K ))， 它出现于热流和温度梯度的关系中； 

( 2 ) 导出黏度 7( g/(cm . s ))， 它出现于单位面积上的切向力与速度梯度的关 系中； 

( 3 ) 导出扩散系数 / XcmVs ), 它代表了包含两种气体的系统的特性,将某种气体的 
密度随时间的变化率与其密度的不匀均性相联系，可忽略量级为1的 系数. 

平均自由程平均速率 v^(kT/m) m . 

<1)假设体系沿 * r 方向温度不均匀，即£:了关 0. 气体分子各方向运动的概率玲等，故 


11.33 


P 
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通过与/方向垂直的截面交换一对分子所流过的净热能 




3 


T + 


q ^ mcT — 


=- A — 


me 


me 


3 x 


dx 


d 


单位时间通过单位面积交换的分子对数为 vp/m ，因此净热流 J t ^ — vpcX — 


c 


1/2 


Xvpc ^ — 

K 

(2) 设平均速度 jy 分董％.沿 x 方向变化.单位 时间内 ，通过与方向垂直的单位面积 
• 交换 一 对分子时， P . V 沿 X 方向的改变约为 一 A ^ Vy ( x ) ，相应的单位面积上的切向力， 


( mkT ) 


K ^ 


d 




F 


A —^(x) 


^ — m 


v 


V 


m 


故黏度系数 


1/2 


( mkT ) 


(3) 设质量密度 〆 =) 沿 z 方向非均匀 a 方向的质量流 


2 


kR 


d 


d 


P + X ^ Z P 


At ; — p { z ) 




pv — 


V ^ — 


dz 


故 


D^Av^(mkrr /2 /R z p 

11. 34 在分子动理论的基础上，估计气体热传导系数的数量级.用温度7’、密度 
分子质量 M 、 定容比热容 C V 表示之.碰撞截面，平均自由程也要自行估计.你可以把讨论 
限制在室温和大气压的条件下，不用考虑对流换热. 

单位时间通过单位面积交换的粒子数为这些分子在自由程/的尺度上交 


P 


换能量， 


q = ~ nvc v AT 


式中， n 为分子数密度， r 为平均速率， c v 为分子定容比热容•又 g = / cA 7 VAr . 取 Aj : = 2/ 
2/ mJ 为平均自由程々为分子散射截面积.这样，导热系数 ' 


8 kT 


C 


K = 


3^7 V izM 


以空气为例，29 X 1. 67 X 10~ Z 7 kg ,< x =10 
代入得 扣 =0. 054 J/(s • K . 

11. 35在气体中传播的声波会引起温度的周期性变化（图 11. 7). 热导的作用会消 
去这种变化，但通常认为波动是绝热的，即热导十分缓慢，按气体分子的动理论，热导系数 


~ l 9 m z , c y = 2. 5 XL 38 X 10~ 23 J / K,r = 300 K , 
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K ^ vl . c , 为单位体积内的比热容，^为平均热速度，而/为平均自由程,在波长 A 上温度 
改变埴 AT 的多大部分被传导掉？ A 的什么条件使热导失去影响？ 

在/处 的温度可写为 


T = 7 ； + A7cos 竿 + 奸 


则由热导的作用而使温度的改变量为 

凇 ) 


4 丌 / 


2 丌 : r 


8T =- 


= ^ATsin 


丁 + 灼 


因此 


ST ini t / 2 丌 x 


J- 」■’ I 


AT = T sin 


A 


此即为 AY 1 中被热传导掉的那部分.热导失去影响的条件是胃;《1.即要求 A»L 

11.36 在分子动理论基础上，定量地讨论在给定温度下经典气体的粘滞系数和压力 


无关 • 


解考虑沿 X 方向的流动，速度 h 在 J 方向存在梯度,/为分子平均自由程.单位时 

间，通过单位面积交换的粒子数为交换动量为动量交换只在/尺度上进 
行取々=/，黏滞应力 


At; 


= —nmv^Vj ： = ~nmvl 




故粘滞系数为 


SkT 


7 = ~nmvl =— 


4 


4 <t 


其中, 〃 为分子碰撞截面，故 7 与压力无关. 

11. 37 考虑一稀薄气体，其分子质量为 m ， 平均速率为方向的平均速度为〜， 
且随着 z 单调增加，即 

平均自由程，为分子直径， L 为管道尺寸. 

(1) 利用所给各董，求粘滞系数的近似表 达式； 

( 2 ) 如果分子之间的碰撞被当作刚球碰撞,7对温度依赖关系如何？对压力如何？用 
麦克斯韦分布； 

( 3 ) 如果分子碰撞的散射截面 aoc £^，£ :。 m 为碰撞粒子对的质心能量对温度依赖关 
系又如何？用麦克斯韦 分布； 

( 4 ) 估计室温和大气压下空气的7,说明你所用的假设. 

(1) 单位时间通过单位面积交换的粒子数为一/4•这些粒子平均飞行距离/后 
交换动 M ， 于是粘滞力和粘滞系数分别为 


(2)， \ u x \<^ v , u x 的各阶导数很小 . 《为分子数密度，/为分子 


du 


~nvml 

4 dz 


—nvvnl 


4 
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刚球模型下，常数， rKX #， 于是 t ^ cc ^/ Y 而与 


(2) 因为 /= —，所以 rj 

.a W 


警 


压力无关 


(3) 如果。 cc^LccT 2 , 则 7 ^了一 3 /2 ,与压力无关 • 

(4) 室温下，空气分子量以30近似， t ; 以声速近似， <^10— 2<) m 2 , 则 7々1.3 X 10— S kg / 


(m * s) 


11 . 38 电 导率. 导岀简并电子气的电导率 ( T 的近似表达式，电子气的粒子数密度为 
电子 / cm 3 . 用电子的有效碰撞时间 r 表示. 

简并电子气体的速度在费米面内均勻，电子在任何方向上净流量为零.在外电场 
£，作用下，电子整体沿 z 方向运动，形成电流.设 m 和 e 分别为电子质量与电子电量, r 为 
有效碰撞时间，则 


dv 


du 


E 


A v Z 

^ v z ^ T — 


dt ， 


dt 


电流密度 


j z = enAv 


々 - E 


与电流密度和电导率的关系比较，可知电导率为 


11.39 容器 V 中的一个带电粒子体系,置于沿 z 方向的恒定电场£中，在温度: T 时 
处于热平衡. 

M 

(1) 令《(2)为高度2：处粒子的密度，用平衡统计力学求 dnAk 与 W (5：) 的比例 常数； 

(2) 假定此系统的扩散系数为 D •由 D 的定义并用 （1) 中结果求扩散通量 

(3) 假定与粒子漂移速度有关的迁移率为^试由迁移率求迁移通量乃； 

(4) 达到平衡时，总通量为零，由此建立爱因斯坦关系 


D 


A = "T 


k T 


解 （1) 设粒子的电荷为心它在电场£中的势能为 

— — eEz 


因此平衡时粒子 维度的 分布为 


eEz/kT 


n(z) 


n 0 e 




其中 n 。 为 -^0 处的粒子浓度.因此有 


dn(z) eE ,、 

= kf nM 


dz 


dn(z) : 


eE 


-亏奴幻间的比例常数为 

(2 ) 根据定义 


dz 


kT 


=— D ) = — D (z) = — D ~n 0 exp(eEz/kT) 

(3) 在外电场 £ 的作用下，漂移速度为迁移率.带电粒子在电场正方向的漂 
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移通量为 


— /^En 0 exp (eEz / kT) 


J ^ = n(z)v 


n 




eD 


(4) 平衡时总通量为零，即心 + 人= 0,故迁移率尸 

11. 40 简并电子体系在密度梯度和电场的共同影 响下， 在一个很低的温度达到热平 


kT 


(1) 化学势^怎样与这个体系的费米能五 F 和静电势彡 Cr ) 相联系？ 

(2) £ f 如何依赖于电子密度《? 

(3) 由热平 衡下# 的条件及(1)、（2)中的考虑，推导出这个体系电导率扩散系数 D 
和费米面上的态密度的关系. 

(1) 由分布 


⑻ / W + u —!, 可知有 £p = 戶 + 4(文) 




n 


E 


⑵由 


v 




4 


k/?f = 2 


3/2 


N=2 


~7t(2w£f) 


(2 欣 ） 3 3 


(2n7i) 


可得费米能为 


£ F =(37t 2 ) 2/3 ^ 2/3 /2 


m 


(3) 电场产生的电流密度为 


j = oE = — a ^ i>{x) 

扩散电流密度 </= 一 D V P* 在平 衡时， j’/e=~~J/m ， 即 


— ID 


a 


— V 於（工) 


V P=-D v 






n 


€ 


m 


费米面上的态密度为 


a 


4丌 V 


(2m) m E m 


F d£ F iV 

平衡时电化学势不随位置 j ： 改变，因而 

V M = ▽户 + €▽ 多（工）= 0 


F 


(2 nH ) 


或 


dju 


V 必 U ) + 


V ^ — 0 


€ 


3 n 


T 


因此，扩散系数 


3 Ep 

3 n Se 2 n 


又 iB . 


(,2^HY 

3e z n L47t(2w) 3/2 V 


2 a 


to 


a 


F 


D = 


Ep — ^ 

1141 考虑一个无相互作用的非相对论电子气体. 

(1) 求下述情况下的态密度 AK £)(£ 为能量 ）：( i ) 粒子被限制在一条长为 L 的直线 

段上 运动； （ ii ) 粒子被限制在面积为 Z 的平面区域中运动， . Gii ) 粒子被限制在体积为 F 的 
三维空间中运动； 

(2) 在金属中，当 T <7 V 0^»电子气体被声子和杂质散射从而使电导率有限.此时电 
导率^可写为 


^ — 


3 n 


€ 


e 


T 


e 2 DN(E F ) 


a 
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奉 


其中^为电子电荷，为电子的扩散率，为费米速度， r 6 为平均自由时间， 
N ( E f ) 为费米能级的态密度. （ i ) 从物理上说明对 7 V (五 0的依赖； （ ii ) 计算 (? 对电子密 
度的依赖关系分别对 （ 1 ) 中的三种情形进行讨论. 

(1) (i) 考虑长为 L 的直线段，此时粒子的本征波函数为 


, nnx 

sin 了， 


n = 1 ， 2,… 


由薛定锷方程知，量子化能级是 


n 


%n 


E 


L 


所以， 


1/2 


LI 


1/2 


E 


n 2 


7t 


每一个”对应的状态数为 f = 2, 这是自旋简并的结果.所以，态密度 

dN dN dn 

d£ ^ d^" * d£ 

(ii) 考虑区域边长为 L 的正方形 (L 2 =4), 此时粒子的本征波函数为 


1/2 


dn 


L | 2 m 


N ( E ) 






dE 


n 2 E 


7 T 


1 ， 2 ， 

=1，2, 


n 


m m m 


. n x Kx . 

sin — ~ — sin 




L ， 


L 


n 


y 


能级为 


n 2 


n 2 


n 


丌 


E { n x 9 n y ) 


满 + 力 L 


2 


=£(n) 




2 m L 


到 n + dn 之间的状态数为 


n 


2Tcndn = nndn 


dn mL z mA 
dE = n^ = n^ 


所以，态密度为 


N ( E ) = nn 


n 2 


nn 


(iii) 在三维立方体中，能级为 L 


( L 3 = V ) 


+ < + 


2 


n = n 


n 


其中 ^ n r ~\ ,2, 


到 n -^ dn 之间的状态数为 


—1 ^ 2» 


1，2, 


攀 _ # 




» • * 


jn 




« * • 




2 X — X A ^ n 2 6 n = nn 2 dn 


3/2 


2 V / 2w 

N ( E > nn dE^2n 2 \ n 2 


所以, 


1/2 


E 


(2) U ) 平均自由时间反比于碰撞概率，而碰撞概率正比于费米面的态密度（由于温 
度 T 《 T F ，所以碰撞和散射只在费米面附近进行，这里假设弹性散射是决定性 的）. 因此 


r e oc 


N ( E f ) 


扩散率为 


D ^ vl = V 2 r e OC Vf/N(Ey) 
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式中，平均自由程 / = ，平均速率 是费米速度. 

( ii ) 此时，电导率 0= e 2 ZW (五 F ) oc ^ c ；| oc £ F .记总电子数为 N ， 电子数密度为《，则 

N/L (一维） 

N/A (二维） 

N/V (三维） 


费米能量为 


n 2 


TtZ 


E 


L 


式中 ^ 与总粒子数 TV 的关系为 


(一维) 


2 

nz 


(二维) 


N =- 


子似 3 (三维) 


所以，电导率为 


« 2 ( —维） 

(二维） 

(三维） 

这些结果与经典理论的结果差别很大，原因是只是费米面附近的电子对电导有贡献. 

1142 考虑室温下气体在管道内的流动，气体压力非常低，分子平均自由程比管道 
直径大得多. 

(1) 估计在稳定流动下，压力梯度引起的净分子流是 多大； 

(2) 现有一容积 100 L 的容器，通过一直径为 10 cm 、 长为 1 m 的管道接到真空，容器 

内初始压强为 l ( T 5 mmHg ， 应用上述结果，估计要多长时间容器的压力才会降到 10 _ 8 
mmHg . 管道和容器壁面的漏气可以忽略不计. 

(1) 设管道长度远大于分子平均自由程，则可认为沿着管道气体是处于压强不 
同但温度相同的局部甲衡态.由麦克斯韦速度分布求得在 x 方向上的平均速度为 


^ oc £ F cc 


n 


2/3 




2 kT 


v 0 — 




e 2kT 


所以沿管道的分子流量为 


An 


丄处 

kT \ I 


^ = — At；。• = 

式中， A 是管道截面积，/是平均自由程 


Av 0 l=r 


— AvqI 






1 kT 


pa 


no 


故 


Av 0 1 dp 


今 




p d 
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(2) 就题中所给问题，压强 /)<10_ 5 mmHg ， 故 

> 3 X 10 2 m > lm 

平均自由程比管道长度大得多，上面的公式不能用 . 但由于管道直径远小于管道长度，所 
以 ,<f>=Avon. 设容器内部初终状态均保持温度为 : T 的热平衡，则 


kT 




pa 


dn 


V t" = — Av 0 n 


ck 


式中， V 是容器体积，因此所需时间为 


V 


V 


p V 

J^t Y i 1 

~ = — A / I n 

p f A V 2kT p f 


A 


t =~r — In — = *r — In 


n 


= 0. 4 s 


Av 


Av 


n / 


o 


o 


式中，角标 / 与 / 分别代表初态与末态 . 

1143 考察前题的宏观流动 . 气体在膨胀中的冷却可以由下式 表示 : p = l + 其 

中了 0 为容器内的平衡温度， : r 为膨胀后温度， Af 为流速与温度 t 下的声速 c 之比（即 
马赫数 ). 


(1) 推导上述关系，即 

(2) 就今推导类似的关系，并在 & 


T 


10 4 时求 M; 


P 


P 


(3) 在今 = 10 4 ,7\) = 300K 时求 了 ; 


P 


(4) 求了 ― 0K 时 I ；的最大极限值 • 

(1) 考虑一气团流经小孔的过程 . 气团进入小孔时，气团所带内能为气体 
对气团做功为 Ay Q = A^ ： T 。 ; 气团离开小孔时，内能 为队； T, 对外做功为 />V = A^T ， 动能 

^}~ rNmv \ 因而有 


T 0 = c p T -h —mv 


c 


p 


其中， 


7 


+ 是 = 


k, y=cjc 


c p = c 




V 


y-i 


V 


注意到 c t ^{dp/dp)=ykT/m,c 是声速，我们可得 

7 — 1 

1 + —r^M 1 


T 0 


T 


T 


M 2 


对氩气有 y=5/3, 或 y=i+‘t. 

(2) 利用绝热方程及 (1 ) 中的结果可得 

^0 _ 


0 


7 




T 


M 2 


y-\ 


o 


T 


P 


因而 


i 


Po\ S 


- 1 


p 
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户0 


当 


10 4 时 ， M =11 




P 


1 


t=t * 立 


(3) 


= 7. 5 K 


P 


(4) 7- OK 时，由能量方程得 


T 


—mv 


c 


2CrT 


5 kT 


所以 


= 557 m/s 

11.44 (1) 列出并简要解释推导玻尔兹曼动力学方程所做的 假设; 


v 


m 


(2) 玻尔兹曼碰撞积分通常写为 ( a / Xr ，!；"^)/》)*^。 } d 3 v 2 jdna ( n ')\ v l - v 2 \( fif r 2 
— f \ fz ) ，其中 »/ i =/ ( r ， V \， t )， f f 2 =/( r ， t »2，,），< r (< f 3) 为碰撞 (％ , v 2 )-*-( t ； \ ’ 2 ) 的微分截 
面•推出这个碰撞积分的表达式，解释这些假设是如何在各个步骤中引入的. 

解 （]) G ) 碰撞发生于空间同一点，这是因为碰撞时间一般远小于两次碰撞的时间 


间隔 • 


( ii ) 在 d 3 rd 3 1 ；范围内，相空间的粒子数密度 fir，v ，0无明显变化. 

( iii ) 不同速度的两个粒子完全无关，即 Vl 、 V 2 两种粒子的数密度分布可用 nr ， v ”0 

• /( r ， t ； 2 ,0 表示. 

( iv ) 只考虑两体、有心力弹性碰撞. 

(2) 根据假设 ( i )， 不防只考虑 cPrd 3 % 内％粒子的变化率(此/次) 贿； 由假设 ( ii ), 一 
个％ 粒子在山间隔内被％粒子散射到立体角 D 方向的概率可写为⑴） • /( r , 
v 2 ， Odfid 3 ；又由假设 ( iii ) 可得％粒子被散射到 jQ 方向的粒子数密度为 \ v x - v 2 \ g { Q ) 

• f ( r f v zf t ) f ( r t vi , OdDd 3 v 2 d 3 v : dt . 同理，经碰撞 ( t ；， t ； ^)-^ (»! , w 2 ) » dVd 3 v x 内增加的 

1 z \ o { Q)f ( r,v f 2 ^ t ) • f ( r f vi , t ) dOd 3 v ^ d 3 v 由假设 （ iv ) 可 

得 d 3 t ;, d 3 v 2 = d 3 1 ； Sd 3 v 2 和 | vi - i > 2 1 = \ v f i ~ v ' 2 \. 因此，经碰撞％粒子的数密度的变化 


粒子数密度为 


—V 


T 、l # 

为 




- V 2 \(f 1 f 2 - fj 2 ) 


气体分子的泻流 


宇宙飞船的体积为 V ，充有双原子分子理想气体，分子质量为 m . 船壁有 
一小孔，小孔面积为 X ，孔径小于气体分子的平均自 由程. 试求船内气体温度及分子数密 

度随时间变化的规律. 


11.45 一 


由于小孔孔径小于气体分子平均自由程，可认为船内气体始终处于平衡态，遵守 


麦克斯韦速率分布 


3/2 


2 


m 


mv 


f(v) = An 


rrexp 


( 1 ) 




2 nkT 


2 kl 
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暑 


由能量按自由度均分定理，气体分子的平均平动动能为3々772,平均转动动能为 AT . 因 
此，船内气体分子的平均能量为5々772.经小孔泄漏到外空的气体，分子速率分布律 


mv 


g(v) cc v 3 exp 


( 2 ) 


2kT 


因而船外分子的平均平动动能为 


2 


mv 


~mv b exp 


dv 


2kT 


0 


= 2kT 


(3) 


2 


mv t j 

av 


v v exp 


2kT 


0 


船外气体分子的平均转动动能仍为因而,船外气体分子的平均能量为在泄漏 

中，船内气体不仅分子数减少，而且分子的平均能量也减少,这是因为泄漏在船外的分子 
比船内的分子具有更大的平均 能量； 因而船内气体温度会降低. 

设在时刻/船内的分子数密度为 


( O , 温度为:则能量密度为 


n = n 


- ~nkT 


(4) 


u 


在 dr 时间内，船内气体粒子数密度的减少量为 


A 


Hdt 


(5) 


~nv 


V 


式中 ， G = V ^ kT / nm 是船内气体分子的平均速率.在 d / 时间内，船内气体能量密度的减少 


量为 


dn - - 3kTdn 


( 6 ) 


式中， d ； i <0. 由式 (4) 与 (6) 可得 


dn 


dr 


— = 5 


(7) 


T 


n 


由式 （7) 可得 


T 


n ( t )= 

式中， n 。 是船内气体在开始计时时的分子数密度, t q 是船内气体在开始计时时的温度.利 
用式(5)，可把式 (7) 化为 


( 8 ) 


n 


Q 


T 0 


dT 


A 


8k 


—dt 


(9) 


^* 3/2 


zov 


7tm 


积分式 (9) ，可得船内气体温度为 


-2 


%kT 


A 


Tit) = T 


0 


( 10 ) 


1 + w 


0 


nm 


由式 (8) 和 （10), 船内气体分子数密度为 


一 10 


SkT 


A 


n(t) = n 0 


0 


(id 


1 + ^ 


nm 


11 46 考虑一个边长为 10 cm 的立方体容器，盛有处于标准状态下的 He 气.试估计 
单位时间内一个器壁面被原子碰撞的次数的量级. 
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标准状态下，压强 />〜10 6 dyn / C m 2 , 温度 了〜 273 K ， 则单位时间的碰撞次数为 


々5 X 10 25 s 一 


1 


N ^ ~vn • S 




其中 w 为平均速率，《为气体分子数密度, S 为一面器壁的表面积. 

11.47 一 体积为 2 V 的盒子被一薄隔片分为体积相等的两部分.左边含有压强为户 
的理想气体，右边为真空.隔片上开有面积为 A 的小孔.试求左边压强乂随时间变化的 
函数关系.假定两边温度都是常数，将结果由平均速率^表示出来. 

由于孔很小，我们假定左右两边的气体在任意时刻£都处于热平衡.设 t = 0 时 

左边单位体积内的粒子数为&，则£时刻左边及右边单位体积内的粒子数分别为 n,(OR 
〜一〜(/). 我们有 


0 


dni(t) 


A 


A 


n x v + — n Y )v 


dt 


AV 


SkT 


其中 


为平均速率 • 上式中第一项是由于分子从左边逸向右边而使左边分子的 


，v = 


rcm 


减 少率； 第二项是由于分子从右边逸向左边而使左边分子的增加率.整理得 

dn x (t) . A 


A 


+ ^yn.v = 


n 0 v 


At 


4 V 


考虑到初始条件 ^(0) 


解之得左边粒子数密度为 

~(1 + e - 费 ) 




n 0 f 


n x (t) 




左边压强为 




Airf 


P\QO = 

n .48 写出速度为 t ; 、温度为 r 、 分子质量为 M 的麦克斯韦速度分布的概率密度 

). 一个干净的固体表面暴露在此气体中时，它以速率分子数 /(S • cm 2 ) 吸 

收分子 • 如果在分子的法向速度分量小于 w 时，固体的吸收概率 为零; 大于^时，吸收概 

率为 1. 试推导 W 的表达式. 

麦克斯韦速度分布的概率密度为 


(1 + e— 开） 


P { v x ^v 




y 


3/2 


M 


~^r(v 2 x + v 2 y + v 2 z ) 


P(v x9 v 


V 


e 


> p ， 


2 nkT 


设固体表面的法线方向为: T 轴方向，则速度分量％的分布率为 


M 


M 2 
e— ikr v x 


P(v x ) = 


2 nkT 


由此得 


Mv ^ 

e _ W 


kT 


W = 


P (v x )dv x = 


nv 


n 


2 丌 M 


TJ 了 


其中〃为分子数密度. 

11. 49 一个体积为 V 的薄壁容器，其内含有 JV 。 个理想气体分子,保持温度不变，从 
时刻 r = 0 开始，容器内的分子通过器壁上面积为4的小孔向外逸出.假定容器外的压强 
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可以忽略，计算单位时间内从孔中逸出的分子数及时刻£容器中还存在的分子数.将结果 
以 N 0 . A . V 及平均速率表示出来. 

由麦克斯韦速度分布率可求得，单位时间内碰撞到单位器壁上的粒子数为 
其中〃 为粒子数密度^为平均速率.因此，单位时间内从面积为 A 的小孔中逸出的分子 


nv 


4 


数为 


dN A 


A 




ck 


4 V 


考虑到初始条件 7 V (0)= A ^， 解之得 


-Avt/AV 


N(t) = N 0 e 


此即 £ 时刻容器内还存在的分子数. 

1150 一个容器中温度为: T 、 压强为/>的气体通过器壁上面积为 A 的小孔向外界 
真空逸出，假定孔的半径远小于气体的平均自由程. 

(1) 粗略估计质量的逸出 速率； 

(2) 如果气体是混合的，其相对质量逸出率是否仅与相对含量有关？ 

(1) 由于气体分子的平均自由程远大于小孔的半径，因此我们可以认为容器中 

的气体一直处于平衡，即满足麦克斯韦速度分布率.设《为时刻/容器中单位体积内的粒 
子数，则底面积为 A 、 高为 w 的平行六面体内，速 度在％ 与 ％+ dw 间的粒子数为 




dA^ ; = An 


2nkT 


所以，单位时间内进入真空的粒子数比率，亦即质量比率为 

M N f A 


mvl 


A 


e~~2kT Vx dv x = —v 


M 


V 


Vn 


2nkT 


其中为平均速率. 


( 2 ) 若是混合气体，则各分气体分别满足各自的麦克斯韦分布.由上述结果知，相对 
质量逸出率 ( A ^+ M ^/ OV ^+ MO 不但与相对含量有关，还与各气体分子的质量(平均速 

率)有关. 

11-51 考虑一个二维经典系统，其哈密顿量为 


H 


(P? + P\) + + x\) — ■—A(x? + x\Y 




4 


该哈密顿量所描述的势阱中有 W 个质量为 W 的粒子、处 
于温度为： T 的热平衡态 . 了很小，绝大部分粒子处于势阱 
的二次项部分，但少数能量高的粒子也能从势阱中 逃掉. 

在势的一维剖面中，势阱边缘在 = 6 处，见图 11. 8,办可 

以从哈密顿量 H 表达式求出.求粒子越过势阱边缘逃脱 
的速率. 


响 I ) 


图 1L8 


由哈密顿量可求得 6=/ V ^/ X •设 b 》“ i 为气体 
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分子的平均自由程.这样即使在势阱边缘，气体仍因为碰撞而处于热平衡态.只要考虑在 
边缘附近的分子是如何逃逸的就可以了.分子的逃逸速率. 


v x e^ v -dv 


2kT 


0 


r = 2^bv x n (h)fdv / fdv = 2^bn(b) 


— nbn{b) 


nm 




其中，〃 (6) 为边缘处的分子数密度.下面求 nib). 因为 




n(r) 


ce kT\ 2 


—ce 


其中， c 为归一化因子，由下式确定 


N — 2^rn(r)dr = 2^ 


f 1 dr 


re 


由于粒子大部分集中于势阱的二次项部分，上面积分可近似如下 




Ar 4 


N = 2^rn(r)dr = 2^c re^ 2 *r \ + 


dr 


AkT 


= 2 ncW 


A 2kT 

4kT\ ~if 


dt + 






o 


A^kT 1 


XkT 


c 




M 


所以， 


2 


C~ 


4nkT 1 , XkT 


M 




n (6)= 


2AkT e 


2nkT 


4 




故分子逃逸速率 


u A 

e_4 们 


e 4m ^ 


2 从 r 


V 2^mXkT 


4 


A 


一个密封的了 L 的瓶子里装有 10- 4 atm 的氧气，此瓶子被一宇航员留在月球 
的表面.当瓶子温度为 400 K 时，瓶子的薄壁上破了一个 2 M m 的洞.问瓶中分子数量将随 

时间怎祥变化？经多长时间后瓶中气体分子的数目减为原来的点？（可假定温度保持不 

变;玻尔兹曼常量 k ^ l , 38 X 10~ I 6 erg / K .) 

气体分子的平均自由程 


11.52 


kT 


V^2~ nd 2 n a/~2~ nd 2 p 


其中 ，: T = 400K ， d=3, 6X10 

刻，我们都可认为瓶中气体处于热平衡. 

由麦克斯韦分布得单位时间内瓶中分子数的减少为 


-10 


m ，/? = 10 _4 atm &10 N / m 2 , 得 1^10 


-3 


因此，在任何时 


m 
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# 


dN AN- 


Ski 


v 


ck 


nm 


N(t)\ t ^ 0 = N 0 


由此得 


A 一 


N<j) = N 0 exp\ — 


即瓶中分子数随时间指数衰减. 


N 




RkT 

9 — 々514 m / s,y = 0. 25 X 


设时刻 r 时瓶中的粒子数为 N,M 

10- 3 m 3 ,^ = 7 r • (10~ 6 ) 2 m 2 , No / N =10 代入上式，得 r ^ l . 43 X 10 6 s 

11.53 

一边充有 p = latm ， r =293 K 的刚球分子气体 • 


N ， 将 


T = 


n 


v — 


nm 


个体积为 2 V 的绝热箱子被一层很薄的导热材料分成体积相等的两部分， 


(1) 证明 ••单 位时间碰到单位面积分隔层上的分子数是 

(2) 分隔层上开了一半径为 r 的小孔，孔口很小，两边气体还能分别保持热平衡，求 
两边气体的温度和压强对时间的依赖 关系； 

(3) 设分隔层是绝热的，简单定性地指出: T (/),/> U ) 与 (2) 中有何不同. 

(1) 麦克斯韦速度分布为 

fdv = 

单位时间碰上单位面积分隔层的分子中，速度在 

fdv x dv y dv z • %«， 积分得 


3/2 


m 


) /2kT dv x dv y dv 




一 m 


e 


x 


y 


z 


2^kT 


z 


+如）范围内的分子数为 


v 


SkT 


n 


n 一 


—v 


4 


Km 


(2) 把气体看成理想气体，其内能只是温度的函数，因为箱子绝热，所以气体温度不 

变 ，只要求出两边分子数密度随时间的变化即可.设” i 、〜 分别为两边的粒子数密度 ,V 
为每边的体积， A 为小孔面积，则由 


dni 


Av 




+ 7(”i — n 2 ) = 0 


ck 


4 


dn 




0 




N 


”i(0) = T7 — n x + n 2 


V 


” 2 ( 0 ) = 0 


我们可得 


N 


= ^y(l + e - 坩 ) 


N 


^T7(l - e^) 


n 




2 


2 F 
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# 


2 


Av 


nr v 


其中 ， a = 


故压强 


2 V 2 V 


Po 


户 0 


(1 + e — ，， /> 2 = ^(1 ~ 


— at 


pi = 


式中 ，/ > G = A ^7 Vy , 

(3) 当分隔层绝热时，我们仍然假设两边各自处于内部热平衡态.开始，左边能量高 

的分子更易进入右边，故右边的温度要略高于初值，相应地左边要略低于初值.由于绝热. 
(3) 中的压强的变化要比 (2) 中快些.变化情况如图 11. 9( a )、( b ) 所示. 


P 


T 


Po 


P ' 


r 2 


To 


A 


7] 




0 


( a ) 


( b ) 


( 2 ) 虚线； ⑶实线 


( 2 ) 虚线； （ 3 ) 实线 


11.9 


度为 T 的二维理想气体由 iV 个质量为 AT 的单原子组成.气体只能在 
平面上运动，这时压强/>是单位长度(而不是面积)上所受的力. 

(1) 给出表达式 /( V ) dv ，它表示 V 〜 v + dv 范围内气体分子数(设可用经典极 限）; 

(2) 给出状态 方程； 

(3) 给出定容比热容和定压比热容 ； 

(4) 给出单位时间内撞到单位长度器壁上的分子数的计算公式，用 M 、7\ W、A 表示 
解 （1) 按麦克斯韦速度分布 


11.54 


III 




fdv oc e ~^ r ( v 2 ^ v y } dv x dv 


故有 


Mv 2 


fdv — ce~~Wrvdv 


其中 ,c = MN / kT 为归一化常数，由 


N = fdv 


确定.因此 


MN htt 


fdv = 


Wdv 


ve 


kT 


( 2 )、（ 3 )、（ 4 ) 先求撞到器壁上的分子数，由麦克斯韦分布 

fdv x dv y = 


MN 






2 nkT 

故单位时间内撞到单位长度器壁上的分子数为 


MN 


N 


kT 


(祝狼 d — — v = 


n 


e 


~n v 


2^kT 


A 


2^M 4 


>0 
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* 


其中， A 为体系面积 n ^ N / A ^^/% k ]/ nM . 压强为 


lMv\ fA A 
— —jav x av y = 


N 


-rkT = nkT 


p ~ 


A 


A 


故状态方程为 pA = NkT. 

由能量均分定理知，定容比热容 c v =A^， 定压比热容 

+ Nk = 2Nk 

11. 55 一定量的氩气，盛于温度 7\j = 300K 的容器中. 

(1) 求分子的最概然 速率； 

(2) 器壁上开了个小孔，气体通过小孔向外泻流，求泻出器壁分子的最概然 速率； 

(3) 器壁内外的压强控制得恰好保持气体的宏观运动，且孔壁产生的黏性、湍流和传 
热等效应可以忽略 不计. 在这种扩散流动中，气体冷却到 r=30K, 求低温下的 声速； 

(4) 求低温下平均流动速率. 

(1) 麦克斯韦分布为 


Cp — C 


3/2 


e~^ 2 dt; 


fdv = 


2^tkT 


或 


3/2 


2 _ 

i^e 2kT v d 


/dv = 叫 ^kT 


2 




V 


最概然速率即是使 / 取最大值的 A 由¥=0,得 


dv 


^ = 352m/s 


V 


P 


m 


式中， r G -=300K，w = 39. 9X 1. 66X10 _27 kg 

(2) 泻流气体的速率分布 


Fdv = av^e^m'^dv 


其中， a 为归 一 化因子.由^ = 0,得 


du 


= 431m/s 


V 


(3) 声速为 




c 




利用绝热方程常数，得 


kT 


7 


c 




m 


其中， r=30K，7= Cp /c v 为比热容比 • 对于氩气，7=音，故声速 

101m/s 


c 


(4) 平均流速为 
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3 nkr 


3 


v • v"e 2kT 0 v dt^/ v 3 e^2yT 0 v dv —— 


468m/s 




2 m 


四、原子束，分子束 


1156在一次实验中，一束银原子从一个高温炉中射出，炉内有温度为 T =1200 K 
的银 蒸气. 这束银原子通过一个小圆孔得到准直（图 11.10). 

(1) 试论证，通过缩小圆孔口径 a ， 不可能无限地减小光斑的直径 £); 

( 2 ) 如果屏距圆孔 L = lm ， 估计 D 的最小值(不妨假设所有银原子在原子束方向有 
相同的动量 ) .M 


= 1. 8X10 


Ag 


图 11_ 10 

(1) 根据测不准关系，如果 a 越小，经过圆孔的银原子在横向的动量分量就越不 
确定，导致光斑变大. 

(2) 由测不准关系 . 岀射原子偏角 


A 


h 


h 


o ^ — = 


pa 


2 hL 


式中动量 p = V 2 me = / 3 mkT 所以 = a + • L = a + 

0 可得 


由 dD /3 a ^= 


a 


1/2 


(2 hL ) 
(3 mkT) l/A 


Anin 


6 


~ 8* 0 X 10 




m 


故光斑的最小直径大约是 80X 10 3 人 . 

束高能 （: >100 eV ) 中性氢原子，穿过封闭等离子体装置器壁上的一小孔射 
出（图 1 L 11). 描述你用来测量这些原子的能量分布的仪器. 


11.57 




仪器装置如图 11. 11 所示. 原子束在穿过狭缝& 

及& 后进入直径为 D 的圆筒及，圆筒及以角速度 w 绕其 


P 


P 


中心轴转动 • 设原子落在圆筒上的 />' 点 ，尸， 

从 &到达 点这段时间/内，所转过的角度为 & = cot . 因 


则在原子 




s ， 


此 


图 11. 11 
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1 D 


D 


Q 


- 由此可见，一定的 s 值与一定的 e 值对应.只要我们测量到 

原子在各5处沉积的厚度，就能确定原子按能量的分布. 

1158通常形成分子束的方法是在器壁上开个小孔，让分子泻流至外面的真空.分 

子束的总强度定义成单位时间内逸出的分子数.求在下列情况下分子束总强度的 变化： 

(1) 小孔面积增大为4 倍； 

(2) 气体压强不变，温度增加为4倍； 

(3) 温度 不变; 压强增加为4 倍； 

(4) 温度和压力不变，使用一种分子质量是原分子质量4倍的气体. 

解分子束总强度为 


原子的能董 


I = —nvA 


4 


式中，分子数密度 n = 为压强, r 为 温度; 分子平均速率 v ^^8 kT / Km , m 是分子 

质量 M 是小孔面积.因此 


7 =十办 


nmkT 


在其他因素不变时， 

(1) 儿则 /— 4/; 

(2) 户不变， T ~-4 r ， 则卜^ 

(3) T 不变， />—4/) ，则 7^4/ ; 

( 4 ) T ,/> 不变，则 音 . 

图 11. I 2 是一简单的分子束装置.炉内贮有 r = 300 K 的氢气，压强为 
ImmHg ， 炉壁上开有一直径为 d = 1 OO ^ im 的小孔 W 远小于气体的平均自由程.经过准直 
缝以后，分子束的扩散角为 △0= lmrad . 求 

(1) 分子束中速率分布； 

(2) 分子束中分子平均 速率； 

(3) 最概然 速率； 

(4) 分子束强度，即单位时间通过最后一道准直缝的分 子数； 

(5) 只 2 分子的平均转动能量. 

解 （1) 麦克斯韦速度分布为 




11 - 


P = 


3/2 


e" 2 kf v dv 


2nkT 


通过小孔出射的分子束的速率分布为 


3/2 


e — 研 dv^O 


nv 


2nkl 
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式中，立体角 AX 3 = tt ( A <9) 


准直 




炉子 


真空 


泵 


11 - 12 


(2) 平均速率 


^Wr^dv 


v ♦ 7 ^ e 


3 / nkT 


v 


T； 3 e~^ 2 d 


V 


(3) 最概然速率％满足 


a 


^-(v 3 e~2^r 






从而得 


UT 


Vp = 


(4) 分子束强度 


3/2 


A 


— ( Ad ) 


v 


N =nA 


exp I — I v 3 dvAO = 






2k^T 


7t 


A p 2 kT 
~ 2 kT 


(△汐 ） 2 = 1. 1 X 10 


11 




s 


7T 


式中 ,A = 7 zd 2 / A 是小孔面积， 

( 5 ) 分子束中分子的平均转动能量和炉内分子一样，由能量均分定理,平均转动能量 


为 k 7 


ii . 1 3 是一种能产生具有良好准直性原子束的装置.炉内温度为 r = 
55 0 K ， 其中充有钠蒸气，压强为 /, = 6 X 10- 3 Torr . 炉壁上开有一个1 0 mm X 0. 1 mm 的长 

方形小孔.准直器 C 具有和小孔相同的形状和尺寸.通过准直器 C 的钠原子就是我们要 
考虑的原子束,钠原子的原子量是23,图中距离 d 为 10 cm . 


11 


STJ 


S 


实验区域 


d 


lh 13 
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(1) 计算每秒钟通过 c 的钠原子数6 

(2) 求原子束中的速率分布表示原子速度在 

(3) 原子束飞行的空间显然应该是真空.估计(用 Torr 为单位）为使原子束在 lm 范 

围内保持良好准直性，真空的压力是多少？ 

(1) 麦克斯韦速度分布 


+如之间的概率; 


V 


3/2 




m 




2 nkT 


从面积 A 逸出的原子，速度在 v 〜 V + dv 范围内的有 


tiAv x fdv z dv y dv z 


通过第二个小孔，即准直器(：的原子数为 


3/2 


3/2 


v z e ~^ v z dv • cos 決113 


+ 


dv x dv y dv z = nA 


彡 =nA 


V^e 2kT 


2 nkT 


2 nkT 


3/2 


\ 2 kT\ l A A / t 2 kT 
2 ' m I d z 2 2 k 1 


m 


=nA 


2 nkT 

其中， > l =10 X(X 1 = 1, 0( mm 2 ) — 10 


nm 


5 / 


d :二 10 cm — h 0 X 10 — 1 m 
p = e X 10 _3 Torr = 0. 80 N/m 


0 0 


故可得 


11 


♦= 6X10 




(2) 原子束中速率分布 


D(v)dv—cv 3 e^^ v dv 


其中 c 为归一化常数.由 


2kr 


D(v)dv — 


可得 c =2 U /2々 T ) 2 , 故原子束内的概率密度为 


D(v) = 2v 


e 2kr 


2 kT 


(3) 设真空室是在室温下 ，: T = 300 K ， 由平均自由程 /= lm ， 得压强为 

kT 1, 38 X 10— 2 3 X 300 

1 X 10 

11.61 在71。=10001<的加热炉内的铍蒸气，通过小孔逸出而形成一束平行的铍原 

子束见图 11.14. 


= 0. 414( Pa ) = 3 X 10~ 3 ( Torr ) 


P 


一 20 


La 


(1) 如果原子束行进 L = lm 而损失小于问真空中背景 fCT =300 K ) 的压强应 

，忽略原子束内部的碰撞； 

(2) 原子束中原子飞行 A = lm 的平均时间 r 是多少?给出 F 的精确计算公式，不求积 
分给出 r 的数值 估计； （3) 如果铍原子打到远处墙上并粘在上面，求由此产生的压强.设束 


是多少？设碰撞截面^=10 


16 


cm 
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中粒子数密度为 10 lf 7 C m 3 , 把这压强与背景气体的压强作一比较, 


0) 原子束的损失为 1— exp (— x //)，/ 为平均自由程，若要损失 小于丄 ，则 L 要 


e 


e 


小 J : / • In 


，因而粒子数密度 


e — 1 


€ 


In 


n 


la La 


— i 


e 


垂直纖 


小孔 


平行原子束 
' 真空室 


髙温炉 


cm 


图 11, 14 


故压强 


kT 


e 




= 0, 18N/m 


— 1 


e 


L 


mv 


(2) x 方向速度为 w 时，飞行时间为 〃，而 束中粒子数分布为 / dhcc ^ e - 于是 


77 


T 


7 


L 


CO 


mv 




v x e^2kfdz^ 


r 


V 


nm 


JC 


— 3 


L 


=]• 3 X 10 


s 


2kl 


■ ■国 1 

2kTdlf 


iKe 


x 


0 


(注 :这 里没有计及背景气体的碰撞散射.> 

(3) 速度在 


+ d ^ 间的粒子打在墙上所产生的压强为 

{v JC A)mv x fdv 


V 


V 


X 


r 


x 


n 


A 


故铍原子产生的压强 


mi 


2kfdv 




mv 


J ： 


x 


= 2nkT 0 = 3X 10 一 4 N/m 


po — n 


9 


mzf 


2^rdv 


te 


J ， 


这远小于背景气体的压强 






































































































































































































































